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Zum Andenken an Karl VonderMuhil (1841—1912). 


Von 


Rup. Fuerer in Basel. 


Am 9. Mai dieses Jahres starb unerwartet in Basel Karl VonderMihll. 
Mit ihm verlor die Universitit Basel einen ihrer tatkriftigsten und un- 
ermiidlichsten Mitarbeiter, dem sie nach auBen und innen GroBes zu ver- 
danken hatte. Volle dreiundzwanzig Jahre hat der Verstorbene seine beste 
Kraft dem Wohle und Gedeihen der Universitit Basel gewidmet. An der 
Herausgabe der Mathematischen Annalen hat VonderMihll seit Clebschs 
Tode, d. h. seit dem Jahre 1872, mitgewirkt. Er war damals auBerordent- 
licher Professor in Leipzig und hat dort bis zu seinem Weggange einen 
regelmiBigen Kurs von Vorlesungen iiber mathematische Physik abgehalten. 

Karl VonderMihll wurde geboren am 13. September 1841 in Basel. Er 
entstammte einer alteingesessenen Basler Familie. Sein GroBvater miitter- 
licherseits, der Geologe Peter Merian, und dessen Bruder, der Mathematiker 
Rudolf Merian, haben auf seinen Lebensgang entscheidenden Einflu8 aus- 
geiibt und ihn schon friih den Naturwissenschaften zugefilhrt. VonderMihll 
durchlief das Gymnasium seiner Vaterstadt, verlieB dasselbe 1859 mit dem 
Reifezeugnis und immatrikulierte sich im selben Jahre an der Universitit 
Basel. Er hérte Vorlesungen bei Rudolf Merian, Wiedemann und Schén- 
bein. 1861 zog er nach Géttingen, um unter Riemann, W. Weber, Klinker- 
fuB und Woehler seine naturwissenschaftlichen Studien fortzusetzen. Erst 
hier entschloB er sich, seine Krifte ganz der mathematischen Physik 
za widmen. Der groBe Name Franz Neumanns fiihrte ihn nach Kénigs- 
berg, wo er von 1863 bis zu seinem Doktorexamen (1866) blieb. Franz 
Neumann hat ihm damals die maSgebende Richtung fiir seine wissen- 
schaftliche Forschung gegeben, und er ist ihr zeitlebens treu geblieben. 
Mathematisch verdankt er seine Ausbildung Richelot. 1868 habilitierte 
sich VonderMihll in Leipzig fiir mathematische Physik und wurde 1872 











ebendort auBerordentlicher Professor. Seine Habilitationsschrift behandelt 
die konforme Abbildung zweier Ebenen aufeinander, wenn dabei ein System 
paralleler Geraden der abzubildenden Ebene in ein System von Kegel- 
schnitten der anderen Ebene iibergehen soll. Die Leipziger Jahre gehérten, 
wie VonderMihll es gern betonte, zu den schénsten seines Lebens. Auch 
nach seiner Riickkehr nach Basel im Jahre 1889 war es ihm Herzens- 
bediirfnis, die Leipziger Beziehungen weiter zu pflegen. Nachdem Von- 
derMihll 1890 Ordinarius fiir mathematische Physik geworden war, wid- 
mete er seine Kriafte mit Hingebung der Universitit Basel. 1896 wurde 
er Curator fiscorum academicorum, ein Amt, das eng mit den besonderen 
Verhiltnissen der Universitit verkniipft ist, und das seiner Vielgestaltig- 
keit wegen groBer Aufopferung bedarf. Er verwaltete dasselbe mit der 
ihm eigenen groben Gewissenhaftigkeit bis zu seinem Tode. Zudem bildete 
sein Haus den Mittelpmikt des geselligen Verkehrs der Universitat. Nach 
Kriaften suchte er jedem 1euen Kollegen das Einleben in Basel zu erleichtern. 

VonderMiihlls Interesse war fast gleichmiiBig fiir Physik und Mathe- 
matik; seine Arbeiten zeigen diex Yon gréBeren Veréffentlichungen sei 
seine Herausgabe der Vorlesungen Franz Nevmanns iiber elektrische Stréme 
genannt. VonderMiihlls physikalische A:peiten lassen seine mehr kritische 
Begabung deutlich erkennen. So schrieb er iiber die theoretischen Vor- 
stellungen Georg Simon Ohms und iiber die Greensche Theorie der 
Reflexion und Brechung des Lichtes. In seinen Vorlesungen, die sich auf 
alle Gebiete der mathematischen Physik erstreckten, suchte er, nach dem 
Vorbilde Franz Neumanns, aus einfachen Annahmen die Resultate exakt 
herzuleiten. Mit der Herausgabe der Werke Leonhard Eulers ist Von- 
derMiihlls Name aufs engste verkniipft. Als Priisident der schweizerischen 
Eulerkommission hat er bedeutendes bei der Ausfiihrung des groBen 
Unternehmens geleistet. 

Seinen Freunden und Kollegen bedeutet der Tod VonderMiblls einen un- 
ersetzlichen Verlust. Seine vornehme Gesinnung, seine gewinnende Liebens- 
wiirdigkeit und Giite werden ihm unsere dankbare Erinnerung sichern. 
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Introduzione. 


Le profonde e geniali ricerche di Harnack, Hilbert, Klein e di molti 
altri geometri*) intorno alle proprieta reali delle curve algebriche reali, 


*) Un estratto di questa Memoria trovasi inserito nei Rend. Acc. Linc., 19 no- 
vembre 1911. 
A **, Per la bibliografia relativa vedi L. Berzolari, Allgemeine Theorie der hdheren 
ebenen algebraischen Curven, in Encyklopidie der mathematischen Wissenschaften mit 
EinschluB ihrer Anwendungen. Ill. 2, Heft 3, n. 19—20, pp. 383—392. 
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hanno portato ad alcune conclusioni interessanti, specialmente su quanto 
riguarda il numero e la posizione reciproca dei rami reali. 

Tuttavia ben pochi sono, in questo argomento, i risultati di carattere 
generale, né d’altronde sembra che la natura e la difficolté dei problemi 
consentano d’arrivare a conclusioni che, per la generalita e per |’impor- 
tanza loro, siano paragonabili ai classici teoremi della teoria delle funzioni 
algebriche d’una variabile dal punto di vista complesso. 

Si aggiunga che all’infuori del concetto di superficie di Riemann sim- 
metriche introdotto e largamente usato dal Klein*) si pud dire che nessun 
altro concetto veramente generale governi le ricerche che si son fatte in 
tale argomento, con profondita d’indagine, ma con indirizzi e metodi dis- 
parati, e senza vedute largamente sistematiche. 

Ond’e che, sia per la difficolté degli argomenti, sia per la mancanza 
di procedimenti, sia‘ancor pit perché attratti dall’interesse e dalla fecondita 
delle recenti ricerche nel campo della teoria delle funzioni algebriche di 
due variabili, i geometri hanno trascurato le questioni di realité degli 
enti algebrici per seguire altre vie; o se hanno tentato qualche passo 
verso indirizzi nuovi, lo spirito di generalité li ha piuttosto persuasi ad 
allargare che a restringere il campo degli enti e delle propricta sottoposte 
all’indagine.**) Cosi @ accaduto che nel campo delle proprieta reali delle 
superficie algebriche reali (intendiamo dire di quelle le cui equazioni hanno 
coefficienti reali), poco o nulla si sia fatto, se non intorno a particolari 
superficie od a classi molto ristrette, e pid coll’indirizzo proiettivo con- 
sigliato dall’uso dei metodi della Geometria Descrittiva, che con un indi- 
rizzo pid vasto o tuttavia consentito dal caso qual’é quello invariantivo 
di fronte alle trasformazioni birazionali reali.***) 

Da cid @ derivato che molti problemi generali attendono ancora la 
loro soluzione; ad esempio quello di determinare una relazione fra il nu- 
mero delle falde reali (o il loro massimo) e qualeuno degli invarianti 
geometrici d’una superficie algebrica reale; cioe il problema analogo a 
quello che fu risoluto dall’ Harnack+) per le curve algebriche reali. 

La presente Memoria si proponeva in origine la risoluzione di un 
tale problema per le superficie razionali reali, ma i procedimenti usati 


*) Riemannsche Flaichen (Zweiter Abdruck, Gittingen 1894), Il, 3. Teil, 
pp. 131—214. 

**) Voglio alludere alle belle ricerche di Segre sugli enti iperalgebrici. Vedi la 
Nota*) pag. 7 del testo. 

***) Fra le ricerche che banno carattere proiettivo ricorderd quelle di Zeuthen 
sullo sup. cubica, di Rohn sulle sup. di quarto ordine, di Severi sulle rigate cubiche, 
di Torelli (R) sui monoidi. 

+) Vedi la nota al § 6 del testo. 
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fin da principio per arrivare alla soluzione rivelarono interessanti pro- 
prieta generali per cui la questione studiata passd in seconda linea ri- 
spetto alle moltissime altre che i metodi stessi consentivano di risolvere. 

L’interesse di questi problemi mi persuase a presentare questa ri- 
cerea come uno studio generale delle superficie razionali reali dal punto 
di vista invariantivo rispetto alle trasformazioni birazionali reali, stabi- 
lendo la relativa classificazione e gl’invarianti ad essa collegati e com- 
prendendo come caso particolare la risoluzione del problema suddetto. 

Nella ricerea mi giovo principalmente di due considerazioni: 

1°. Quella di associare alla rappresentazione d’una superficie razionale 
reale /’ sopra un piano a quella trasformazione involutoria 7 di a ch’e 
imagine del coniugio di F. La T rientra nella classe di quelle trasfor- 
mazioni che si ottengono in 2 moltiplicando trasformazioni birazionali per 
il coniugio, e che ho chiamato antibirazionali estendendo la denominazione 
di antiproiettivitad data dal Segre ad un loro caso particolare; essa si ri- 
duce al coniugio di x solo quando la rappresentazione di F su z si compie 
in maniera reale, il che non @ in generale possibile perch?, pur essendo F 
reale, la sua rappresentazione piana esige in generale l’introduzione di 
imaginari nei coefficienti della trasformazione. 

2°. Quella dei sistemi lineari reali (cioe mutati in sé dal coniugio) 
a cui si arriva su F’ mediante il procedimento di successiva aggiunzione 
applicato a partire da un sistema lineare reale in condizioni generiche. 

In conseguenza della 1* di queste due considerazioni, lo studio di 
tutti gli enti reali (punti, curve, sistemi lineari, trasformazioni, ecc) ap- 
partenenti ad F’ equivale allo studio degli enti analoghi uniti nella rela- 
tiva 7; di esso mi giovo largamente pur trascurando le molte applicazioni 
particolari di cui sarebbe suscettibile. Ma limportanza della considerazione 
stessa come base per la ricerca, risiede nel fatto che a due superficie 
razionali reali F’, F’ equivalenti per trasformazioni birazionali reali, cor- 
rispondono due trasformazioni 7, 7" riducibili una all’altra per trasfor- 
mazioni birazionali (non necessariamente reali) del piano, cio, con locu- 
zione abbreviata simili; in guisa che alle classi distinte (rispetto alla si- 
militudine) di trasformazioni 7’ rispondono classi di superficie F' distinte 
per trasformazioni reali. 

Questa proprieta mi ha fatto considerare come uecessaria la determi- 
nazione dei tipi (irriducibili fra loro) a cui si possono ridurre le 7’ in- 
volutorie, mediante trasformazioni birazionali del piano; il risultato rela- 
tivo, costituisce l’enunciato del Teorema IV. (n° 37) e presenta molte 
analogie con quello che si riferisce alle trasformazione birazionali involu- 
torie e che @ noto in virtad delle ricerche di Bertini, Kantor, Castelnuovo, 
Wiman. Per questa determinazione @ di grande aiuto la 2*. delle due 
1° 
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considerazioni suddette la quale conduce ad una prima classificazione delle 
superficie razionali reali, consigliando di dividerle in tre famiglie distinte 
per trasformazioni reali (Teorema V (n° 40)), secondo la natura d’un 
sistema lineare che ho chiamato caratteristico (n° 42) e a cui si perviene 
col procedimento indicato dal criterio stesso, sottoposto a qualche elabo- 
razione ulteriore (n'’.24—40). L’imagine piana del sistema caratteristico 
dai un carattere saliente della trasformazione 7’ e ne facilita la classifi- 
cazione. 

Fin qui non ho parlato di falde reali; la loro considerazione entra 
in gioco appena si voglia proseguire ulteriormente la classificazione, perch 
® evidente che due superficie con numero diverso di falde son distinte per 
trasformazioni reali. E’naturale che per il mio scopo io mi sia attenuto 
ad una definizione di falda che abbia carattere invariantivo per trasfor- 
mazioni reali (n° 30); posta tale definizione mi son proposto due problemi 
principali: 

a) Data una F determinarne le falde e mettere il loro numero in 
relazione colla relativa 7’ o con un suo rappresentante. 

b) Ricercare una relazione fra il numero delle falde e qualche inva- 
riante (relativo) della superficie. 

Per risolvere il problema a) mi son valso della rappresentazione 
doppia di F sopra un piano reale; perch? essa si compia in maniera reale 
si richiede che su F' esista una rete reale di grado 2; una tal rete si 
ottiene facilmente a partire da un sistema caratteristico (n° 25). Allora 
il numero delle falde si determina in relazione al numero delle regioni in 
cui resta diviso il piano dei rami reali della curva di diramazione (n'. 31 
—34); e il confronto fra la rappresentazione piana doppia e una con- 
veniente rappresentazione piana semplice (n'. 26—29), da un legame fra 
il numero delle falde e il minimo numero dei punti fondamentali a cui si 
pud ridurre la relativa 7 (§ 5 e §6 Teorema IV). Per le superficie 
della III. famiglia @ pid conveniente valersi, in modo analogo, della rap- 
presentazione sopra un cono quadrico doppio; si presenta allora il pro- 
blema accessorio di mettere in relazione il numero ed il comportamento 
dei rami reali d’una sestica sghemba appartenente a quel cono col numero 
dei piani tritangenti reali. A questa ricerca ho dedicato lultima parte 
del § 5 (n'. 35—37), estendendola anche pid dello stretto necessario allo 
scopo di mostrare un’applicazione diversa e nuova degli stessi metodi 
generali della Memoria. 

La risoluzione del problema b) presente difficolté assai pid serie e 
porta alla conclusione che su tutte Je superficie appartenenti ad una data 
classe (cioe equivalenti per trasformazioni reali) Vinvariante di Zeuthen- 
Segre I non pud scendere al disotto di un minimo raggiunto e dipendente 


—_ 
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in modo determinato dal numero delle falde relativo a quella classe (Teo- 
rema VI (n° 40)). Per raggiungere lo scopo mi son valso della proprieta 
posseduta da tutte le superficie razionali reali con pit di una falda d’esser 
rappresentabili sopra un piano privo di curve fondamentali semplici*) (Teo- 
rema II (n° 23)); proprieta dedotta da uno studio accurato sulla riduzione 
delle curve fondamentali d’un sistema lineare nel piano (‘Teorema I (n° 18)) 
a cui @ dedicato quasi tutto il § 3. L’ultima parte di esso stabilisce la 
relazione J=1—1 (Teorema II) fra l’invariante J**) e il numero dei 
punti fondamentali della rappresentazione piana di F’, fatta a norma dello 
stesso Teorema II. Ne segue che il minimo di J non pud scendere al 
disotto del minimo numero di punti fondamentali della relativa 7’ dimi- 
nuito d’una unita (Teorema III (n° 23)); e poiché tale numero é fornito 
dal Teorema IV si arriva facilmente al Teorema VI. 

Denominando gruppo l’insieme di tutte le superficie d’una data fami- 
glia che hanno lo stesso numero m di falde, risulta in particolare che 
solo la I. famiglia contiene infiniti gruppi, mentre le altre due son for- 
mate da un gruppo solo: il relativo invariante @ Tintero m o il valor 
minimo di J. 

Ogni gruppo contiene infinite classi, e le condizioni perché due super- 
ficie (della stessa famiglia e gruppo) appartengano ad una stessa classe 
cioe si equivalgano per trasformazioni reali, si esprimono eguagliando dei 
convenienti numeri reali che, seguendo |’uso, ho chiamato moduli. 

L’ultimo § (7), @ appunto dedicato alla ricerca del loro numero e 
della loro interpretazione geometrica (Teorema VIII (n° 49)) e a uno stu- 
dio accurate dei sistemi lineari caratteristici (Teorema VII (n° 48)). Questo 
studio oltre ad essere necessario per la ricerca dei moduli illumina assai 
il problema relativo alla determinazione del gruppo di tutte le trasfor- 
mazioni birazionali reali in sé d’una superficie razionale reale; problema 
che ho risolto per le superficie della II. e Ill. famiglia (n° 50). 

In tutta la ricerca le superficie con una falda o addirittura prive di 
falde trovano, si pud dire un posto a sé; esse non hanno moduli e son 
sempre trasformabili realmente, le prime in un piano reale, le seconde in 
una quadrica reale priva di punti reali. 

Si rilevera che i procedimenti che ho usato nella Memoria, richie- 
dono come condizione necessaria oltre la realitd della superficie F’, anche 
la razionalita, dato che le proprieta della rappresentazione piana sono 








*) Cosi chiamo (n° 14) quelle curve che, con trasformazione birazionale del 
piano, si possono mutare in un punto non base per il sistema lineare ch’? imagine 
delle sezioni piane o iperpiane di F. 

**) Pid precisamente in essa mi occupo d'una determinazione di J valida per 
singolarita qualunque. 
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essenziali per tutta la ricerca. Essi dunque illuminano assai poco il pro- 
blema generale relativo alla superficie algebriche non razionali. 

Si pud perd indurre che nel caso delle superficie non razionali si 
otterra da una stessa classe di superficie (in senso complesso) soltanto un 
numero finito di classi distinte dal punto di vista reale. Questo almeno 
sara il caso generale perché se due superficie F, F’ birazionalmente iden- 
tiche dal punto di vista complesso, non lo sono dal punto di vista reale, 
allora limagine del coniugio di F" su F @ diversa dal coniugio di F, cioe 
F possiede trasformazioni birazionali in se. 

Il problema si risolvera allora studiando il gruppo generato sulla 
superficie dalle trasformazioni birazionali esistenti e dal coniugio, e le in- 
voluzioni antibirazionali di questo gruppo. Si badi perd che il campo 
sara sempre pid ristretto perché le superficie algebriche non razionali pos- 
siedono solo gruppi finiti o gruppi discontinui o infine gruppi continui finiti 
di trasformazioni birazionali in sé: mentre il gruppo delle trasformazioni 
birazionali di un piano é@ un gruppo continuo infinito!*) 

Nella presente Memoria non mi sono occupato delle questioni meno 
strettamente invariantive, ad esempio della connessione delle falde reali. 
Tuttavia la risoluzione di questo problema interessante non sembra debba 
essere difficile. Una trasformazione reale che alteri il valore di J, altera 
in generale la connessione di qualche falda;**) in modo che, dato J, esi- 
stera un massimo per la somma degli ordini di connessione delle varie 
falde, che avra relazione col numero / dei punti fondamentali della rap- 
presentazione piana priva di curve fondamentali semplici, cioe (Teorema II) 
col valore effettivo di I, e col numero delle falde, cio@ infine col valor 
minimo di J. Tuttavia il caso delle superficie con una falda potra con- 
durre a qualche complicazione per la mancanza d’una rappresentazione 
piana priva, in ogni caso, di curve fondamentali semplici.***) 

*) E la differenza deve essere notevole perch? sopra una retta, che pur ammette 
un gruppo continuo di trasformazioni birazionali in sé, le antiproiettivita si dividono 
in due sole classi. In altri termini vi sono due sole classi di curve razionali distinte 
per trasformaziono reali; quelle con un ramo, e quelle senza rami reali (n° 7). 

**) Ad es. l'introduzione d’una curva eccezionale reale cambia una falda bilatera 
in unilatera. 

**) Debbo segnalare una recentissima Nota del Prof. Enriques intitolata: Alewne 
osservazioni intorno alle superficie razionali reali (Rendiconti della R. Accademia di 
Bologna, 14 gennaio 1912) dedicata ad alcune questioni riguardanti la connessione 
delle superficie razionali con wna falda. 
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Capitolo Primo. 


§ 1. 
Questioni generali su alcuni enti algebrici reali.*) 


1. Premettiamo, assai brevemente, aleune osservazioni molto semplici, 
le quali conducono a risultati di cui faremo uso corrente nel seguito. Con- 
verremo di indicare con a,@ due numeri complessi coniugati; allora se ® 
@ il simbolo di una operazioni razionale eseguita su certi numeri 4, b, ¢,... 
ed @ ® (a,b, c,...) =m, sara © (4,5, 2,...) = m. Da cid si trae che se 
f (a, y,2...) ® un polinomio, ed f (x,y,z...) il polinomio avente per 
coefficienti i complessi coniugati di quelli di f, i due polinomi assumono 
valori coniugati in corrispondenza a valori pure coniugati delle variabili; 
in particolare saranno coniugati i valori di x,y,z... che soddisfano alle 
due equazioni f= 0, f =0. Ne segue che una ipersuperficie algebrica, e 
pid in generale una qualunque varieta algebrica, hanno per coniugate iper- 
superficie e varieta pure algebriche; in particolare uno spazio lineare sub- 
ordinato entro lo spazio reale (a, y,2...) ha per coniugato uno spazio 
lineare. 

Diremo reale una varieta algebrica (appartenente ad uno spazio reale) 
quando coincide colla coniugata. Una ipersuperficie la cui equazione sia 
a coefficienti reali @ certamente reale: ma di pid reciprocamente si prova 
in modo assai semplice che una ipersuperficie reale si pud rappresentare 
mediante una equazione a coefficienti reali**) Nel seguito quando do- 
vremo considerare superficie reali di S, supporremo sempre che le loro 
equazioni siano a coefficienti reali. 

2. Un sistema lineare di ipersuperficie algebriche (di uno spazio 


*) Per una trattazione pit diffusa e completa di tali questioni e di moltissime 
altre analoghe rimandiamo il lettore alle belle Memorie di Segre «) Un nuovo 
campo di ricerche geometriche, [Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino 25 
(1889—90) pp. 276—301, 430—457, 592—612, e 26 (1890—91) pp. 35—71], f) Le 
rappresentazioni reali delle forme complesse e gli enti iperalgebrici [Mathematische An- 
nalen 40 (1892) pp. 418—467)]. 

**) Seguendo l|’uso di eminenti Autori (Klein, Segre), chiameremo reale ogni ente 
algebrico che coincida col proprio coniugato. L’uso di tale locuzione @ giustificato 
dall’analogia coi numeri reali e dal fatto che le equazioni di tali enti reali hanno 
coefficienti reali. Non sara perd inopportuno osservare che, secondo la nostra defini- 
zione, si devono chiamare reali anche quelle curve superficie, ecc...a coefficienti 
reali, che sono prive di punti reali; ad esempio la conica 2*-+ y* = —1 comunemente 
detta imaginaria. Una superficie reale avente qualche punto reale semplice ha certa- 
mente falde reali; ma pud essere priva di punti reali semplici, pur possedendo linee 
© punti multipli isolati reali, di molteplicita pari. 
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reale) si dira reale quando contiene la complessa coniugata di una sua 
ipersuperficie qualunque. Se r é@ la dimensione del sistema, l’ipersuperficie 
passante per r punti generici reali sara reale e quindi si potra rappresen- 
tare mediante un’equazione a coefficienti reali. Si possono dunque, fissare, 
entro al sistema r+ 1 ipersuperficie reali linearmente indipendenti, e quindi 
Yequazione del sistema stesso pud scriversi 


Afi + Ashe ts: + Ashe 9, 

le f essendo a coefficienti reali; allora due ipersuperficie coniugate rispon- 
deranno a valori coniugati dei parametri 4. Sopra una superficie algebrica 
reale si dira reale un sistema lineare di curve se contiene la coniugata 
d’una sua curva qualunque. Le curve di un tale sistema non possono 
essere tutte reali; in altri termini due punti coniugati generici presentano 
condizioni indipendenti alle curve del sistema. Omettiamo la dimostrazione 
di questa proprieta anche perché la verité di essa risulta subito dal fatto 
che la trasformazione di coniugio d’una superficie algebrica reale non @ 
una trasformazione algebrica. A proposito dei sistemi lineari reali ci si 
pud domandare se essi siano segabili mediante sistemi lineari reali d’iper- 
superficie appartenenti allo spazio (reale) che contiene la superficie data. 
La risposta a tale questione sara affermativa senza restrizioni soltanto per 
i sistemi di dimensioni pari. 

Sia infatti | C| il sistema lineare considerato, appartenente alla super- 
ficie F’, e avente la dimensione 2r; allora per r coppie generiche di punti 
coniugati di F’ passeré una curva reale di | C|; e in tale modo si potranno 
estrarre da |C|, 2r + 1 curve reali linearmente indipendenti C,, C,, C,,,,. 
Consideriamo ora il sistema lineare di tutte le forme di ordine abbastanza 
elevato aggiunte ad F; esso sara reale perché definito razionalmente da F. 
Le aggiunte di questo sistema, che passano per C, formano pure un sistema 
lineare reale, entro cui si potra scegliere una forma reale ©, segante F 
fuori delle linee e dei punti multipli, nella curva C,+ D, D essendo una 
curva reale, Per il teorema del resto esisteranno aggiunte dell’ordine 
considerato seganti F’ (fuori delle intersezioni fisse) nella curva reale C;+ D; 
e fra queste aggiunte ve ne sara una reale ©, (i~1,...2r +1). Ne segue 
che il sistema |C| @ segato su F, fuori di parti fisse, dalle forme del 
sistema reale 
(1) AyD, + AyD, + ++ + Ag, 41 Ose 41 = 9. 

La conclusione ora ricavata @ sempre vera, come lo prova il ragionamento 
seguito, quando entro un sistema lineare oo” |C| esistono r+ 1 curve 
reali linearmente indipendenti: e quindi la proprieta rilevata sussiste senza 
restriziont per tutti i sistemi lineari reali, quando F ha punti reali. In- 
vece sopra superficie reali senza punti reali esistono sistemi lineari reali 
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di dimensione dispari non suscettibili d’esser segati con sistemi di forme 
del tipo (1). Tale @ ad esempio sopra una quadrica reale senza punti reali 
il sistema delle rette d’una schiera. Questo sistema @ reale perché altri- 
menti esso avrebbe per coniugato il sistema delle rette dell’altra schiera, 
e allora risulterebbero reali i punti comuni a due rette coniugate. Tutta- 
via il sistema non ha rette reali e percid non si pud segare con un si- 
stema del tipo (1): perché tale possibilité porta di conseguenza |’esistenza 
di curve reali entro al sistema; quelle rispondenti ai valori reali dei para- 
metri .*) 

3. Hanno speciale importanza per la nostra ricerca quelle superficie 
reali che contengono una rete reale di grado 2; le denomineremo piani 
doppi reali. L’equazione di un piano doppio pud sempre, con trasforma- 
zioni convenienti ridursi alla forma z2*= D(x y); giova pero osservare che 
se il piano doppio @ reale il polinomio D é@ a coefficienti reali. Cid de- 
riva dai risultati del n° precedente. 

Sia difatti f(z, y, 2) = 0 l'equazione, a coefficienti reali, della superficie 
F; e su essa la rete di grado 2, venga segata dal sistema 


(2) AQ, + 4g G, = 1, 
9, Pz essendo funzioni razionali a coefficienti reali. Si ponga la rete con- 
siderata in corrispondenza biunivoca colla rete delle rette di un piano &, 


(3) H&+u.y=—1, 


ad es. mediante le relazioni 1,=m,, 4, = # Ad ogni punto & 9 corri- 
sponderanno due punti di F’ comuni alle curve del fascio 


A,(91 — §) + 4(9.— 9) = 9, 
fuori degli eventuali punti base della rete. Con operazioni razionali di 
eliminazione si arriveranno ad esprimere le coordinate dei punti di F nella 
maniera seguente 


(4) ?+ 4,0) s+ 40) <0, (*~9@b0 


y= ¥ (2, g "), 


le a,,a,,,‘¥ essendo funzioni razionali dei loro argomenti dedotte razio- 


*) Si potrebbe dimostrare che la possibilita di segare il sistema | C | mediante 
un sistema reale @ conseguenza diretta dell’esistenza di curve reali entro | C|. Sicché 
insomma i sistemi di dimensione pari contengono sempre curve reali; quelli di di- 
mensione dispari possono invece non contenerne. Se si rappresentano le curve di 
|C| coi punti di uno spazio reale S,, la corrispondenza fra le curve coniugate di |C| 
determina in §, una antiproiettivita involutoria. Dunque se ¢ é pari tale corrispondenza 
ha sempre punti uniti, mentre pud non averne se ¢ @ dispari. Cfr. Segre, Memoria 
citata *) pag. 7, B) p.481, 432. 
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nalmente dalla f e dalle o,, m, e percid a coefficienti reali. Posto a,(& 7) 


b, ( n) “a b, (E n) ' 
Gn)’ a, (& m) bn)’ la trasformazione reale. 





a=Z, r= O(2', 2’, y'), y= ¥(2,2’,y’), 
ch’é birazionale perché equivale alla 
g=2,2=—§, y—7, 
e le §,4 sono funzioni razionali di x,y, 2, mutera la superficie F nella 
superficie 
(5) bo(a' y’) 27+ b,(2'y')z + b,(2'y'), 
e da questa mediante la trasformazione reale 
X=27), Y=y, Z=b,e'+5,, 
si passera alla superficie 
(6) Z*— A(X Y), (A = bt — 4b,},), 
A essendo un polinomio a coefficienti reali. Liberandolo, col noto pro- 
cedimento, da fattori multipli d’ordine pari, avremo in definitiva l’equa- 
zione del piano doppio reale sotto la forma 
(7) Z*= D(X Y), 
D = 0 essendo la curva di diramazione effettiva della superficie (sul piano 
X, Y) che risultera manifestamente reale. A una tale forma ci riferiremo 
assai frequentemente nel seguito. Giova osservare che la riduzione ese- 
guita prova che due piani doppi aventi la stessa curva di diramazione 
sono birazionalmente identici: anzi se si tratta di piani doppi reali si 
pud sempre passare dall’uno all’altro con trasformazioni a coefficienti reali. 


§ 2. 
Trasformazioni antibirazionali involutorie nel piano, e loro relazione 
colla rappresentazione delle superficie razionali reali. 


4. Chiameremo antirazionale una trasformazione fra due piani 2, y; 
z',y' definita dalle formole 
(8) a= f(£9); y= (29); 
ove le f,m son funzioni razionali: se di pid le formole (8) sono inverti- 
bili la trasformazione si dira antibirazionale. Sono particolari trasforma- 
zioni antibirazionali quelle per cui f,@ risultano funzioni lineari fratte 
collo stesso denominatore, cioé le antiproiettivita;*) e in particolare, se i 
due piani son sovrapposti, il coniugio 2’ = Z, y' = 7. 


*) Segre, Memoria citata *) pag. 7, 8) p. 427—428. Scindendo ogni coordinata com- 
plessa nelle sue componenti reali, le (8) definiscono una trasformazione razionale fra 
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Ad ogni trasformazione antibirazionale S rappresentata dalle formole 
(8) restano associate due trasformazioni Cremoniane coniugate T, V 


T) #=f(ay), y = (xy); V) a =f (xy), y= (ay), 
tali che se K, K' sono le trasformazioni di coniugio dei due piani risulta 
S=—KT=VK; essendosi posto a sinistra nella moltiplicazione il sim- 
bolo di questa trasformazione che si @ eseguita per la prima. Le trasfor- 
mazioni antibirazionali si possono dunque definire come prodotti d’una 
trasformazione birazionale fra due piani per il coniugio d’uno di essi. 

Enunciamo brevemente quelle proprieta delle trasformazioni antibi- 
razionali che si deducono per ovvia estensione da quelle delle trasforma- 
zioni birazionali. Una curva algebrica viene mutata in una curva algebrica, 
e un sistema lineare in un sistema lineare; in particolare Ja rete delle 
rette di ciascuno dei due piani vien trasformata in una rete omaloidica 
di curve d’ordine » dell’altro. Il numero m si chiamera ordine della tras- 
formazione; esso @ anche l’ordine delle trasformazioni 7, V associate alla 
data. I punti base di ciascuna delle due reti, e le relative curve fonda 
mentali si diranno rispettivamente punti e curve fondamentali della tras- 
formazione su quel piano che contiene la rete considerata. Sul piano z, y 
tali elementi fondamentali coincidono con quelli di V e sono coniugati 
di quelli di 7; Yopposto accade sul piano 2’, y’. 

Tra le rette di uno dei due piani e le curve dalla rete omaloidica 
dell’altro resta definita un’antiproiettivita, e reciprocamente se fra le rette 
di un piano e le curve d’una rete omaloidica di un altro piano si pone 
una antiproiettivita essa definisce una trasformazione antibirazionale fra. i 
due piani. 

5. Hanno specialissima importanza per lo scopo che ci proponiamo 
le trasformazioni antibirazionali fra due piani sovrapposti che risultano 
involutorie. Se S= K7=V K @ una tale trasformazione, allora risulta subito 
(9) KTK=T-'"| KVK=V-', 

e cioe le trasformazioni 7,V sono armoniche al coniugio;*) se dunque le 
T, V son trasformazioni reali (cioe tali che K TK = T) anch’esse debbono 
risultare involutorie. 

E’ evidente che per tali trasformazioni, come per le trasformazioni 
birazionali involutorie, le reti omaloidiche dei due piani sovrapposti coin- 
cidono, e che di conseguenza i punti e le curve fondamentali sono gli 
stessi nei due piani. 


gli spazi S, dove si rappresentano queste componenti. Le trasformazioni antirazionali 
sono dunque particolari trasformazioni iperalgebriche. Segre, Memoria citata *) 
pag. 7, B) p. 438. 

*) La denominazione @ di Segre, Memoria citata *) pag. 7, f) p. 429 
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6. Fatte queste brevi premesse passiamo a mettere in rilievo una 
proprieta fondamentale delle trasformazioni antibirazionali involutorie che 
ci servira di base per la nostra ricerca. Sia F(X, Y,Z)=—0O una super- 
ficie reale di S, rappresentata sul piano x,y mediante le formole 


X=f,(ry), Y=f(xy), Z=—f(ry), 
= ©, (X, Y,Z), eg o, (X, Y,Z), 
fi» fer fs, 9,, M, essendo funzioni razionali non necessariamente a coefficienti 
reali. La trasformazione di coniugio di S, subordinera sopra F' una tras- 
formazione involutoria (coniugio di I’) e a questa rispondera nel piano ry 
una trasformazione antibirazionale involutoria le cui equazioni saranno 
a’ =O (X,¥,2) = 9, (f,(%9), f2(Z9), Fs(49)} 
y' = %,(X,¥,Z) _ %, {7 , (ZY), f (#9), f;(@¥)}, 
col solito significato dei simboli %, f, ecc. Se le f,, fy, f, sono a coeffi- 
cienti reali, cio® se la rappresentazione di F' sul piano zy si compie in 
maniera reale, allora f,, f,, fs, P;, , coincidono rispettivamente con f,, /,, 
f;,,,%, e la (11) si riduce al coniugio. Una tale circostanza perd non 
si trova im generale verificata benché la F' sia reale, né @ possibile verifi- 
carla col cambiare la rappresentazione piana di F. Ma di cid diremo 
meglio in seguito. 

Reciprocamente sia 
(12) 2'=9,(£9), ¥ = 94(29) 
una trasformazione antibirazionale involutoria del piano x,y. Una gene- 
rica funzione razionale ®(zy) assumera in due punti omologhi i valori 


O(xy); O(a'y’) = O( 9, (ZY), 92(F9)}, 
di guisa che la funzione razionale 
, (zy) = O(xy) + O{ g, (xy), G(xy)}, 
assumera valori complessi coniugati in punti omologhi nella (12).*) Se 


si determinano in modo analogo due altre funzioni ,(zy), (zy) e quindi 
si pone 


(10) 


(11) 


° 


X=9%,(zy), Y= 9%, (zy), Z = (zy), 
Yeliminazione di 2, y, ci dara l’equazione F(X, Y,Z) =O di una super- 
ficie razionale reale rappresentata sul piano zy in modo che alla trasfor- 
mazione di coniugio risponde la trasformazione antibirazionale (12). Ritor- 
neremo presto su tale problema risolvendolo con un procedimento geo- 
metrico che sara poi applicato assai frequentemente. 


*) Un analogo procedimento per uno scopo non sostanzialmente diverso si trova 
in Klein, Riemannsche Flachen (Gdttingen 1894 (Zweiter Abdruck)), II, pp. 1883—134. 
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7. Una trasformazione birazionale fra due superficie si dira reale se 
muta coppie di punti complessi coniugati in coppie di punti complessi 
coniugati. La trasformazione di coniugio d’una superficie reale @ dunque 
invariante di fronte alle trasformazioni reali; e quindi le cose dette al n° 
precedente valgono anche per superficie reali di un S, reale perché esse 
si possono trasformare realmente in una superficie reale di §,. 


In questa ricerca noi ci occuperemo di aleune proprieta delle super- 
ficie razionali che rimangono invariate per trasformazioni reali. E’ oppor- 
tuno osservare fin d’ora che rispetto alle trasformazioni reali le super- 
ficie razionali (reali) si dividono in pid classi, mentre, come @ noto esse 
appartengono ad un’ unica classe se si considerano in relazione al corpo 
pid ampio delle trasformazioni complesse. La presente ricerca metterd in 
rilievo alcune proprieta di tale distribuzione in classi, e alcuni invarianti 
geometrici e numerici collegati a ciascuna classe, e che servono a carat- 
terizzarla di fronte alle trasformazioni reali. 


Sia F’ una superficie razionale (d’ora in poi l'aggettivo reale verra 
sottinteso quando non vi sia ambiguitaé) in corrispondenza con un piano 
reale x; e sia S la trasformazione antibirazionale involutoria legata (n° 6) 
alla rappresentazione piana di F. Trasformando il piano z in un altro 
piano 2’ mediante una trasformazione birazionale. 7, restera definita una 
rappresentazione di J’ su 2, a cui @ legata la trasformazione S'= 7'-'S 7, 
simile alla S. 

Se due superficie razionali F, F' son rappresentate sui piani 2, 2’ 
dando luogo a due trasformazioni S, S’, e fra F, F’ passa una trasfor- 
mazione reale, ad essa corrisponde una trasformazione 7’ fra a e 2a’, che 
trasforma S in S'; e reciprocamente se @ S'’= 7'-'ST la T ha per ima- 
gine una trasformazione fra F ed F" che muta il coniugio nel coniugio, 
cioé una trasformazione reale. Quindi: Alle superficie razionali di una me- 
desima classe corrispondono nel piano trasformazioni antibirazionali involu- 
torie simili e viceversa. 

Questa osservazione fa comprendere l’importanza che ha la conside- 
razione delle trasformazioni antibirazionali involutorie e la determinazione 
di tutti i tipi a cui esse possono ricondursi per trasformazioni birazionali, 
nella ricerca di quelle proprieta delle superficie razionali che rimangono 
invariate per trasformazioni reali. 

Limitiamoci per ora a dare un cenno di quello che accade per le 
curve razionali. A ciascuna classe di curve (definita a meno di trasfor- 
mazioni reali) corrisponde sulla retta una classe di trasformazioni anti- 
proiettive involutorie (trasformazioni di 2* specie). Ora queste si riducono 
a due tipi distinti rappresentati dalle equazioni 
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f=t-; 
si ha luno o laltro di questi secondoché la riflessione che corrisponde 
all’antiproiettivité considerata sul piano reale z, y dove si distende la 
variabile complessa z @ propria od impropria.*) Nel 1° caso il circolo unito 
é reale, nel secondo imaginario (nel senso ordinario della parola; per noi 
si tratterebbe ancora di un circolo reale): si ottengono corrispondente- 
mente le curve razionali con un ramo reale e senza rami reali. 

8. Rivolgiamoci ora a studiare brevemente i casi pid semplici di 
trasformazioni antibirazionali involutorie; cioe le trasformazioni antipro- 
iettive e le antiquadratiche. Ricaveremo aleune conclusioni interessanti e 
utili per il seguito. 

Tutte le antiproiettivita involutorie piane sono simili al coniugio: pid 
in generale due antiproiettivita involutorie di uno spazio pari sono sempre 
simili fra loro e quindi al coniugio: questo fatto si verifica negli spazi 
dispari per le trasformazioni dotate di punti uniti. Difatti siano t, r' due 
due antiproiettivita involutorie di S,S'. Se r 2 pari si fissino rte coppie 
generiche, omologhe in t, formate dai punti A, A,', A,A,’,..., A,+, A.+s 

2 2 
e in S/, .T8 coppie analoghe B, B,', B, B,',... B.., B. 4, omologhe in 1’. 


La proiettivita o fra S. ed S’. determinata dalle corrispondenze (> 
(i we Raweces “+ trasforma la t in una antiproiettivité involutoria @ di 


, Tr+2 . 4 . . 2 
S,' avente con Tt, + coppie generiche in comune. Dovra dunque essere 


@=t perché altrimenti la proiettivitd t'9~' avrebbe r + 2 elementi uniti 
generici senza essere identica. Se r @ dispari l’intento si ottiene scegliendo 
in S,,8,',r +2 punti di cui r + 1 formano rs coppie omologhe in rt, 
t', e Pulteriore @ unito. Come si vede, l’ipotesi che t, r' abbiano elementi 
uniti non @ necessaria se r @ pari; lo @ invece se r é dispari perché negli 
spazi dispari vi sono antiproiettivita involutorie senza elementi uniti (Cfr. 
la Nota *) a pag. 9 e il caso della retta al n° prec.). 

9. Passiamo ora a considerare le trasformazioni antiquadratiche in- 
volutorie. In esse i vertici 1,2, 3 del triangolo fondamentale dovranno cor- 
rispondersi in modo da rispettare le leggi di appartenenza degli elementi 
omologhi; e percid si otterranno trasformazioni di due diverse specie: 
quelle in cui ad ogni vertice del triangolo corrisponde il lato opposto 
(analoghe all’involuzione rispetto ad un fascio di coniche) e quelle in cui 

*) Bianchi, Teoria delle funzioni di wna variabile complessa e delle funzioni ellit- 
tiche (Pisa, Spoerri 1901) § 13 p. 42 nota (1). 
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un vertice corrisponde al lato opposto e gli altri due ai lati che passano 
per essi (analoga all’inversione quadrica di Hirst ch’é una particolare 
trasformazione dei de Jonquiéres). Queste trasformazioni sono sempre ri- 
ducibili ad antiproiettivité involutorie (e quindi al coniugio) quando possie- 
dono un punto unito fuori delle rette fondamentali. L’intento si ottiene 
mediante una trasformazione quadratica che abbia come punti fondamen- 
tali quel punto unito e due dei punti che sono fondamentali per la tras- 
formazione considerata, i quali, nel 2° caso sono quei due punti 2, 3 che 
corrispondono ai lati 12, 13 passanti per essi. 


Ora lesistenza di un punto unito si pud affermare nel 2° caso per- 
che allora i due fasci 2,3 sono riferiti antiproiettivamente e generano 
una iperconica*) tutta costituita da elementi uniti; mentre nel 1° caso la 
trasformazione subordina un’antiproiettivita involutoria in ciaseuno dei 
fasci di centri 1, 2,3; e una tale antiproiettivita pud non avere raggi uniti. 

L’esempio di una trasformazione antiquadratica priva di punti uniti 
e quindi non riducibile a un’antiproiettivité involutoria si ha dal consi- 
derare la rappresentazione piana d’una quadrica reale senza punti reali, 
fatta per proiezione da un suo punto P. Se a,b sono le due rette della 
superficie passanti per P; a,b le loro coniugate incidenti rispettivamente 
a b, a; P il loro punto comune coniugato di P; A, B, C, le traccie di a,b PP 
sul piano z della rappresentazione; «,B,y le rette AB, BC, CA, la 
trasformazione di coniugio della superficie dé come imagine su a una 
antinvoluzione quadratica del 1° tipo avente per triangolo fondamentale 
ABC. Difatti una retta di a @ imagine di una conica per P, la cui con- 
iugata passante per P e incidente ad a,b 2 proiettata secondo una conica 
per A,B,C. La trasformazione cosi ottenuta sul piano a non ha punti 
uniti perché la quadrica considerata non ha punti reali. 


Una trasformazione analoga ma con due punti fondamentali infinita- 
mente vicini si ottiene dalla rappresentazione piana di un cono quadrico 
reale senza punti reali per proiezione da un suo punto P. Non esistono 
trasformazioni analoghe con tre punti fondamentali infinitamente vicini; 
perché alle rette del piano risponderebbero coniche osculantisi in un 
punto O; e l’antiproiettivita subordinata dalla trasformazione entro il fascio 
O avrebbe come retta unita la tangente in O a tutte le coniche della rete. 
Percid in questo fascio vi sarebbero infinite rette unite su ciascuna delle 
quali rimarebbe subordinata un’antiproiettivita dotata di elementi uniti 
perché uno di essi @ certamente il punto 0.**) 


*) Segre, Memoria citata *) pag. 7, 8) p. 432—33. 
**) Si vede subito che l’antiproiettivita subordinata sulla generica retta unita 
non & degenere. 
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Due trasformazione antiquadratiche senza elementi uniti e ambedue 
con punti fondamentali distinti o con due punti fondamentali infinitamente 
vicini sono sempre proiettivamente identiche. Per dimostrare cid possiamo 
anzitutto supporre che i due triangoli fondamentali coincidano; e per mag- 
giore semplicita riferirci all’ipotesi che i loro vertici 1, 2,3 siano distinti. 
Indichiamo con 4,, 6,', 6,, 6,',6,,6,' le antiproiettivitd subordinate dalle 
due trasformazioni antiquadratiche entro ai fasci 1, 2,3. Esiste una pro- 
iettivita entro al fascio 1 la quale muta o, in o,' lasciando fissi i raggi 
12, 13 (omologhi tanto in 6,, che in o,';*) e una analoga proiettivita entro 
al fascio 2 la quale muta 6, in o,' lasciando fissi i raggi 21, 23; queste 
due proiettivité individuano un’ omografia piana (col triangolo unito 1, 2,3) 
la quale trasforma una nell’ altra le due antinvoluzioni quadratiche date. 
Le trasformazioni ora studiate non sono, come si @ visto, riducibili al 
coniugio; mentre invece @ noto che tutte le involuzioni quadratiche sono 
riducibili all’omologia armonica.**) E’ questo un punto in cui l’analogia 
colle trasformazioni birazionali involutorie, che, come si vedra in seguito, 
& quasi sempre assai intima, viene a cadere in difetto; esso ha notevole 
importanza nella nostra ricerca per lo studio delle superficie razionali 
senza falde reali. 

10. Un altro gruppo di trasformazioni antibirazionali involutorie note- 
volmente importante per il nostro studio, @ costituito da quelle trasfor- 
mazioni che mutano in sé un fascio di rette di centro O e che quindi 
sono analoghe alle trasformazioni birazionali involutorie di de Jonquiéres 
studiate dal Bertini nel lavoro citato alla nota.**) Esistono certamente 
trasformazioni di questo tipo; per averne un esempio basta partire da una 
trasformazione birazionale involutoria di de Jonquiéres reale (com’é quella 
che si ottiene partendo da una C,, reale dotata d’un punto 2n—2-plo O 
e facendo corrispondere le coppie di punti allineate con O e separate ar- 
monicamente dalle intersezioni della loro congiungente colla C,, e molti- 
plicarla per il coniugio (n° 5). In questo numero ci occuperemo della ri- 
duzione di queste trasformazioni a tipi semplici per servircene largamente 
in seguito. 

Sia dunque 7 una trasformazione (antib. inv.) del piano 2 che lasci 
unito un fascio O di rette (subordinandovi una antiproiettivita involutoria). 





*) Cid equivale ad affermare che, sopra una retta, due antiproiettivita involu- 
torie 2’ = F ‘= 3 (k,k, reali) aventi in comune la coppia 0,00 e ambedue prive 
di punti uniti (k,k,, negativi) sono mutate una nell’ altra dalla proiettivita 2’ = mz 


(min = ") aventi i punti uniti 0,00. 





*) Bertini, Sopra wna classe di trasformazioni ivoche involutorie [Annali di 
Matematica, (2) 7 (1877), pp. 11—23] n° 4, p.14, n° 15 p. 19. 
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Alle rette di a risponderanno curve d’un certo ordine » con un punto 
n—1-plo in O e formanti una rete omaloidica, cioe aventi in comune 
2n—2 punti semplici distinti o infinitamente vicini ed eventualmente 
anche infinitamente vicini ad 0. Noi vogliamo anzitutto mostrare che la 
T si pud, con successive trasformazioni quadratiche, ridurre a una trasfor- 
mazione dello stesso tipo i cui punti semplici siano tutti distinti o infini- 
tamente vicini ad O in direzioni distinte. Indichiamo percid con P,, P,, 
..+)Ps,_¢ i punti fondamentali semplici della 7’ e fissiamo |’attenzione 
sopra i punti P,, P,,..., P. che supporremo infinitamente vicini e, pel 
momento, distinti da O; il loro insieme sara un contatto 7-punto per le 
curve d’ordine » suddette. Sia U un punto del piano z, unito in 7, e 
trasformiamo quadraticamente il piano z, in un piano 2,, in modo che 
il triangolo fondamentale di a sia OP, U: se la trasformazione 7 ha punti 
uniti, come per ora supponiamo, si pud sempre supporre che il lato P, U 
non passi per P, cioe non sia tangente in P, alle curve della rete sud- 
detta. La trasformazione quadratica operata muterd la 7 in una trasfor- 
mazione 7’, di 2,: determiniamo quali sono le curve che corrispondono in 
T,, alle rette di 2,. 

Cid si ottiene facilmente. Alle rette di 2, rispondono le coniche di 
ax passanti per OP,U; la 7 muta queste coniche in curve d’ordine » con 
un punto n—1-plo in O e passanti per P,,,,..., P,,_,, U. Tali curve 
hanno un contatto  —1-punto nel punto P in cui sono riuniti P,,..., 
P, perché hanno gia fuori di P, 2n —r—1 punti comuni; in altre pa- 
role esse passano per P,,...,P, non per P,. Siano O, P,'U, i vertici 
del triangole fondamentale sul piano 2,; P.,,,..., P,,~9, U; i punti di 
a, omologhi di P.,,,...P;,_,, U: allora la trasformazione quadratica 
con cui operiamo muterd le curve d’ordine » ora trovate in curve d’ordine 
n—1 con un punto m—2-plo in O, e passanti per P.,,,..., Py, 
ma non per U;. Tali curve non possono avere ulteriormente in comune 
che r — 2 punti i quali si addensano intorno a quel punto del lato O, U, 
che risponde alla direzione P, P,.*) 

La trasformazione 7’ ha dunque 7 — 2 punti fondamentali infinita- 
mente vicini, al posto degli r punti da cui siamo partiti. Cosi continuando, 
0 i punti fondamentali che derivano da P,,...P, spariranno addirittura 
oppure ci si ridurra ad un unico punto fondamentale semplice isolato. 

L’ipotesi che il vertice U sia unito in 7’ non @ essenziale; nel caso 
che U non sia unito, la 7, acquista due nuovi punti fondamentali che si 
possono supporre generici, ma opera come precedentemente quanto alla 
riduzione del numero dei punti fondamentali infinitamente vicini. Se i 


*) Cfr. il procedimento analogo di Bertini, loco cit. p. 16%") n° 4, p. 13. 
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punti P,,..., P, fossero infinitamente vicini ad O si opera ancora nello 
stesso modo e la riduzione si effettua in maniera analoga. 

11. Prendiamo ora a considerare una trasformazione 7’ del tipo in 
questione la quale abbia in O il suo punto fondamentale » —1-plo e 
in P,, P,,...P:,_, i punti fondamentali semplici. Se noi supponiamo 
che sulla 7’ si siano gid effettuate le riduzioni di cui al n° prec. @ chiaro 
che al pid »—1 dei 2(m—1) punti fondamentali semplici suddetti po- 
tranno essere infinitamente vicini ad O in direzioni diverse e gli altri punti 
saranno distinti fra di loro e da 0. 

Ciascuna delle rette p,= OPi=1,...,2m— 2) sara fondamentale 
per 7 e corrispondera ad uno dei punti P,; fra questi vi potranno essere 
dunque punti che hanno per omologhe rette non passanti per essi; e questi 
punti saranno certamente in numero pari perché se ad es. P. ha per omo- 
loga la retta p, necessariamente P, ha per omologa la retta p. Ora questi 
punti fondamentali si possono far sparire appena l’ordine m della trasfor- 
mazione @ maggiore di 2: se P,, P, @ un’ altra coppia di punti fonda- 
mentali che si comportano in modo analogo, o se P, un punto fonda- 
mentale omologo della retta p,, lintento si pud ottenere con una trasfor- 
mazione quadratica avente OPP, oppure OP,P, come triangolo fonda- 
mentale. 

Una tale trasformazione quadratica si pud sempre realizzare perché 
uno dei due vertici P,, P; o P,, P, si pud sempre supporre distinto da 0; 
ed essa non altera le proprieta dei punti fondamentali di 7’ perché pud 
portare soltanto alcuni dei punti fondamentali infinitamente vicini ad O 
ad essere distinti dal punto 0, omologo; o viceversa pud portare alcuni dei 
punti fondamentali distinti da O (giacenti sul lato P,P; 0 P,P.) ad essere 
infinitamente vicini ad 0, ma in direzioni diverse. 

Poich? il caso n= 2 si ® gid esaminato si conclude facilmente dai 
regionamenti precedenti che: 

Le trasformazioni antibirazionali involutorie che lasciano unito un fascio 
di rette si possono ridurre mediante trasformazioni quadratiche ad uno dei 
seguenti tipi: 

a) Trasformazioni dordine m dotate d’un punto fondamentale m -— 1-plo 
O e di 2(m—1) punti fondamentali semplici P,, P, ... Ps ,,_ 4) distinti 
fra loro o infinitamente vicini ad O in direzioni diverse, e aventi ordinata- 
mente per omologhe le rette p,, Po; --- 5 Po(m—1) (Pp, = OP,); 

b) Trasformazioni antiquadratiche senza elementi uniti (n° 9); 

c) Antiproiettivita imvolutorie. 

E da notarsi che le trasformazioni a) hanno sempre punti uniti perch, 
se m ® dispari una retta e la C,, omologa hanno un numero dispari di 
punti in comune, e, se m @ pari cid succede d’una retta per P, e della 
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C,,-1 omologa. Adunque tutte le trasformazioni prive di punti uniti e 
lascianti unito un fascio di rette si possono ridurre al tipo b). E’questo 
un caso particolare d’un risultato pid generale che si vedra in seguito. 

12. Al n° 6 abbiamo risolto analiticamente il problema di costruire 
una superficie razionale rappresentata sopra un piano in modo che la 
trasformazione di coniugio avesse per imagine una assegnata involuzione 
antibirazionale 7. Una risoluzione geometrica di questo problema si pud 
ottenere partendo da un sistema lineare | C| irriducibile, semplice, e unito 
in 7; ad esempio dal sistema individuato da una curva generica A d’or- 
dine » e dalla sua corrispondente A’; sistema formato da tutte le curve 
dello stesso ordine di A + A’ e che si comportano come la A’ nei punti 
fondamentali di 7. La 7 subordina entro |A-+ A’! una antiproiettivita 
involutoria la quale ha certo elementi uniti fra cui si trovano tutte le 
curve A+ A’. Si potra porre allora una proiettivita fra gli elementi di 
A + A'| e i punti d’uno spazio reale S, in modo che alla trasformazione 
subordinata entro |A-+ A’) da 7’ risponda il coniugio di S,; al piano 
x,y rispondera allora una superficie razionale J’ che godra della proprieta 
voluta. 


§ 3. 


Alcune proprieta fondamentali relative alla rappresentazione piana 
delle superficie razionali.*) 


13. Sia F una superficie razionale dotata di singolarité qualunque. 
Una rappresentazione di F' sopra un piano z si otterra fissando su F’ una 
rete omuloidica R (di curve razionali) e riferendola proiettivamente alle 
rette di w. Il sistema delle sezioni piane o iperpiane di J’ avra per imma- 
gine un sistema lineare S, co”, semplice, di curve piane irriducibili; i punti 
base e le curve fondamentali di questo sistema si diranno punti e curve 
fondamentali della rappresentazione. 

Cirea i punti fondamentali si presenta subito una importante distin- 
zione dipendente dal comportamento che in essi presentano le curve di S. 

a) punti fondamentali per cui le curve di S passano con qualche dire- 
zione variabile; ad essi rispondono curve della superficie F. Questi punti 
fondamentali si diranno improprii. 

b) punti fondamentali (aventi altri punti fondamentali infinitamente 


*) Lo studio di questa rappresentazione si collega intimamente con quello dei 
sistemi lineari di curve piane. Di tale argomento si sono occupati gid da lungo 
tempo i migliori geometri: ricorderemo fra i principali Clebsch, Cayley, Cremona, 
Noether, Caporali, Jung, Castelnuovo. Riserbiamo per il seguito i debiti richiami 
in forma piu precisa. 


3* 
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vicini) dai quali tutte le curve di S escono con direzioni fisse; a questi 
punti non rispondono pid curve, ma bensi punti della superficie F.*) Questi 
punti fondamentali si diranno proprii. Un sistema lineare S si pud sempre 
liberare dai punti fondamentali proprii trasformandoli quadraticamente in 
curve fondamentali. Se le trasformazioni quadraiiche operate sono gene- 
riche esse introducono soltanto degli ulteriori punti fondamentali ma tutti 
improprii. Noi potremo dunque supporre che la rappresentazione piana 
di F su z sia dotata soltanto di punti fondamentali improprii. Esaminiamo 
ora il comportamento delle curve fondamentali di S. Noi diremo che due 
di queste curve (irriducibili) sono associate quando le curve di S che con- 
tengono come parte una di esse contengono di conseguenza anche |’altra. 
Se A,B sono due tali curve e se tutte le curve di S che contengono 
come parte A contengono di conseguenza anche B ? facile dimostrare che 
reciprocamente tutte le curve che contengono come parte B contengono 
anche A. Difatti sia X il sistema lineare co’~' ottenuto da S imponendo 
il passaggio per un punto P di A, sistema che non varia al variare di P 
sopra A, e 2” il sistema lineare, pure oo”~' ottenuto da S imponendo il 
passaggio per un punto Q di B. Poiche per ipotesi le curve di Y con- 
tengono come parte la B, esse appartengono tutte a 2”, ma d’altronde £ 
e 2” hanno la stessa dimensione quindi necessariamente coincidono. 


Segue da cid che due curve fondamentali associate a una terza lo 
sono pure fra loro; e che una curva fondamentale A di S individua un 
gruppo di curve fondamentali due a due associate, di cui essa fa parte; 
quel gruppo di curve si comporta rispetto ad S come una curva fonda- 
mentale unica. 

Se il gruppo di curve fondamentali individuato da una A contiene 
soltanto la A, essa si dira una curva fondamentale isolata. Si possono 
dare esempi assai semplici di curve fondamentali associate (vedi la nota a 
pag. seg.); ritorneremo in seguito sulla loro generazione e su alcune 
proprieta fondamentali. 


14. Diremo che una curva, fondamentale pel sistema S, ¢ semplice 
quando esiste una trasformazione birazionale del piano z in un altro piano 
a, la quale muta quella curva in un punto non base per il sistema S’ trasfor- 
mato di S. In tutti gli altri casi la curva fondamentale sara detta multipla. 


*) Questi punti sono in generale multipli. Se si opera una trasformazione qua- 
dratica la quale muti uno dei punti fondamentali proprii in una retta, su questa il 
sistema §’ trasformato di S ha pit di due punti base; e percid imponendo alle curve 
di S’ di contenere quella retta si ottengono delle curve residue che la segano in pid 
di un punto fuori dei punti base. Se di questi punti almeno due sono variabili si 
pud asserire che quella retta ha per omologo un punto multiplo di F: vi sono peri 
degli esempi in contrario su cui ritorneremo alla nota seguente. 
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Un esempio elementare di curva fondamentale semplice si ha consi- 
derando una retta su cui il sistema S abbia due punti base: ponendo in 
essi due dei punti fondamentali @una trasformazione quadratica, quella 
retta si trasforma in un punto non base per il sistema S’ trasformato 
di S. Se invece il sistema S ha tre punti base su quella retta e le parti 
residue di quelle curve di S che la contengono hanno le loro due inter- 
sezioni colla retta (fuori dei punti base) tutte e due variabili, come ad 
esempio succede se S non ha altri punti base fuori dei tre suddetti ed @ 
definito da essi, a quella retta risponde un punto doppio della superficie F. 
Come si vedra in seguito una tale retta non si pud mutare in un punto 
(non base per S) con trasformazioni birazionali del piano; essa @ percid 
una curva fondamentale multipla nel senso teste definito.*) 

Come si potra riconoscere se una curva fondamentale C @ semplice 
o multipla per un sistema lineare S? Sia m lordine di C e siano Q,, Q,, 

..» Q, » punti base di S che cadono sopra C, multipli secondo s,, 8, ..., 8, 
per la C. Considerando questi punti come punti base assegnati sulla C 


con molteplicita virtuale eguale all’ effettiva, la C si potra considerare 
t 


come un sistema lineare, certo 00°, di grado virtuale m* — S's} e di ge- 
I i=1 

Ss J Questi caratteri hanno una 

i=1 

grande importanza per la ricerca di una condizione necessaria per la sem- 

plicita di C. 

15. Rivolgendoci a questo scopo supponiamo che esista una trasfor- 
mazione birazionale del piano z in un altro piano a’ la quale trasformi 
la curva C in un punto C’ non base per il sistema S’ trasformato di S. 
Indichiamo con o,Q° le due reti omaloidiche di 2,2’ definite dalla tras- 
formazione birazionale anzidetta; @ chiaro che la curva C sara fondamen- 
tale per @ e che il punto C’ sara un punto base per 9g’. 

Incominciamo dal supporre che C’ sia un punto base ordinario per 


(m — 1) (m — 2) as 


nere virtuale ; 


*) Non sempre l’esistenza di tre punti base di S sopra una retta posta di conse- 
guenza che questa sia una curva fondamentale multipla. Siano ad es. a, b due rette 
segantisi in P, D,, 8,, S, tre punti di a, D,, D, due punti di b, S il sistema oo* delle 
quartiche che hanno come doppi i punti D e come semplici i punti S. Le due rette 
a,b sono curve fondamentali associate per S e le curve residue son coniche per D,, 
D,, D, seganti a in un punto variabile. Una trasformazione quadratica coi tre punti 
fondamentali D,, D,, D, (su) muta S in un sistema oo'S’ di coniche per due punti 
S,’, 8S,’ sulla retta a’ omologa di a e muta la b in un punto di a non base per S. 
Una ulteriore trasformazione quadratica con due punti fondamentali in S,’, S,’ fa spa- 
rire anche la a. Si noti che le due curve fondamentali associate a,b si non mutate 
in due punti infinitamente vicini, non base per il sistema S” trasformato di &. 
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la rete 9’; i punti base della rete @ su C corrisponderanno alle curve fon- 
damentali di g’ per C’; e poiché le curve di S’ non passano per C’, i 
punti base di S su C corrisponderanno anch’ essi ad alcune o a tutte 
queste curve fondamentali. In altre parole fra i punti base di g su C si 
trovano certamente i punti Q,, Q,,-.., Q,, pid eventualmente altri punti 
Qi419-++ +» Q, multipli secondo s,,,,...,8, per la C.*) Noi vogliamo far 
vedere che @ necessariamente ¢=/. Difatti sia m l’ordine delle curve di 
@, 7, %,---, 7, le loro molteplicita in Q,, Q,,..., @,: poiché evidentemente 
la C @ razionale e non ha punti multipli fuori di Q,, Q,,..., Q, sara 
(13) (m —1)(m — 2) = > s(s, —1); 

i=1 
e poiche tutte le intersezioni di C colla generica curva di @ cadono in 
Y,, Vs» -- +» Q, Cosi si avra 


t 


(14) >'18,= nm. 


i=1 
Ad una retta di x’ per C’ risponde una curva di @ spezzata in C e 
in una curva residua D dordine » — m passante colle molteplicita r;— s, 
per ogni punto Q,. Fuori di questi punti la D taglia C in un punto va- 
riabile al variare della retta per C’, dunque si ha 
t 
(15) m(n — m) = > s(t —s)+1, 
i=1 
da cui e dalle precedenti si traggono le 
t t 
> ° al 2 mm+3)  QYr56+ 1). 
(16) m +1= 5's}, ; -»>* ; 
i=1 i=1 
Se fosse / < ¢, sussisterebbero le 
! t i t 
i=1 i=1 i=1 i=1 


da cui seguirebbe in virti della 2* delle (16) 


t 
m(m -+- 3) 8;(8; + 1) 
> Ps iti 


i=1 
*) Non si pud invero escludere a priori che qualcuna delle curve fondamentali 
di @ per C’ non sia fondamentale anche per S’, cioe che il punto omologo di C 
possa non esser base per S. Quanto ai punti @,,..., @, non escludiamo che alcuni 
di essi possano anche essere infinitamente vicini. 


ce oe a 


a 
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Adunque i punti Q,, Q,,-.--, Q, imponessero alla C meno di a +9) 


condizioni e percid vi sarebbero infinite curve che si comporterebbero in 
quei punti come la C e quindi sarebbero fondamentali per S, il che @ 
manifestamente assurdo. 

Sara dunque /=¢?, e allora dalle (13), (16) si trae che la C, coi 
punti base assegnati Q,, Q,,...,Q, ha il genere virtuale 0, e il grado vir- 
tuale — 1. 

Osservazione. Notiamo che l’ipotesi che C’ sia un punto base ordinario 
per la rete o° @ essenziale per poter scrivere la formola (15). Se per 
esempio C” avesse infinitamente vicino un altro punto base C” di molte- 
plicitaé minore, i due punti avrebbero per omologhe due curve distinte C, C, 
segantisi in un punto diverso dai punti base di C. Ne verrebbe che le 
curve D conterrebbero C come parte fissa (in altre parole C, C, sarebbero 
associate) e segherebbero ulteriormente C in un punto variabile, e la for- 
mola (15) diverrebbe 

t 
m(n — m) = >a 8) + 2, 
i=1 
da cui si concluderebbe che la C ha il grado virtuale — 2. 


16. Esaminiamo ora Vipotesi che C non sia punto base ordinario per 
la rete 9’, cioe supponiamo che esso abbia infinitamente vicini altri punti 
base; allora all’ intorno di C corrisponderanno in generale pit curve fon- 
damentali per la rete 9 e per il sistema S. 

Non ci curiamo di far vedere dettagliatamente come possa acca- 
dere per esempio che a due punti base infinitamente vicini di 9’ rispon- 
dano su a due curve fondamentali non distinte; limitiamoci ad osservare 
che tutte le curve fondamentali omologhe dell’ intorno di C sono associate 
per il sistema S, in quanto l’imporre alle curve di S di contenerne una 
equivale a imporre alle curve di S’ di passare per C’ e cid porta di conse- 
guenza che le curve corrispondenti abbiano come parte fissa l’intera curva 
fondamentale omologa dell’ intorno di C’. 

Partendoci dal punto base C’ di massima molteplicita fissiamo una 
successione di punti base C’,C”,...,C” appartenenti a intorni successivi 
di C la quale termini con un punto C” nel cui intorno non cadono pit 
punti base di o’. Mediante successive trasformazioni quadratiche trasfor- 
miamo in curve i punti C’,C”,...,C@-™" arrestandoci ad un piano 2, su 
cui alla rete g rispondera una rete 9“) col punto base ordinario che chia- 
meremo ancora C™); e questo punto non sara base per il sistema S“ tras- 
formato di 9’. 

Nella trasformazione fra 2 e x) in cui alle rette di x rispondono le 
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curve di 9) al punto C® rispondera una curva di 2, fondamentale per S, 
che sara ancora la stessa curva ch’era omologa di C“ nella trasformazione 
fra x e 2’; e fara quindi parte del gruppo di curve fondamentali asso- 
ciate omologo dell’intorno di C’. Ma poich® C”) @ un punto base ordi- 
nario per g@“) quella curva, come curva fondamentale di S avra, in virti 
dei ragionamenti precedenti, genere virtuale — 1. Non cosi accadra in 
generale delle curve omologhe di C’,...,C@-"; che anzi si potrebbe far 
vedere che esse, se son distinte dalla curva fondamentale omologa di C™, 
hanno grado virtuale — 2, Tuttavia ciascuna di esse si dovra riguardare 
come curva fondamentale semplice a tenore della nostra definizione; ne 
seguira dunque la seguente: 

Condizione necessaria perche una curva fondamentale sia semplice ¢ che 
essa faccia parte dun gruppo di curve fondamentali associate fra cui ce ne 
sia una (almeno) di genere virtuale zero e grado virtuale — 1. 

Osservazione I. Badiamo bene che la condizione necessaria ora 
enunciata, pud benissimo non essere sufficiente: basta per esempio pensare 
ad una superficie razionale con un punto multiplo isolato ad intorno non 
razionale. A questo corrisponde necessariamente una curva di 2, fonda- 
mentale per S; un punto qualunque di questa curva si pud, volendo, 
mutare in una curva fondamentale di grado virtuale — 1, associata a quella 
che proviene dal punto multiplo e che non @ certamente semplice. 

Osservazione IL A proposito delle denominazioni di semplici e mul- 
tiple da noi date alle curve fondamentali di S, osserviamo che, come si 
vede facilmente ragionando sulla rete R della superficie F come si @ fatto 
sulla rete 9’, ad un punto semplice di F risponde una curva fondamen- 
tale che soddisfa alla condizione necessaria enunciata. Sembrerebbe quindi 
pii ovvio chiamare semplici quelle curve fondamentali di S che derivano 
da punti semplici di F’: tuttavia questa definizione darebbe luogo ad in- 
convenienti assai gravi per il seguito. E’ invero anche punti di linee 
multiple, o d’intorni di punti multipli possono dar luogo a curve fonda- 
mentali semplici secondo la nostra definizione: e ognun vede quale incon- 
veniente ne verrebbe se nell’ intorno di un punto multiplo non ordinario 
si volessero cercare quali punti come ad esempio quelli di linee multiple 
infinitesime non si debbono chiamare semplici e quali si. Altre ragioni 
pure assai persuasive, si vedranno in seguito. 

17. Abbiamo gia osservato che la condizione necessaria enunciata al 
n° precedente, pud non essere sufficiente. E’ perd assai importante rile- 
vare che essa lo @ certamente quando la curva fondamentale considerata 
abbia genere virtuale zero e grado virtuale — 1. La nostra affermazione 
si basa sopra un teorema dovuto al Ferretti*) in virti del quale ogni 


*) Ferretti, Sulla riduzione all’ ordine minimo dei sistemi lineari di curve piane 
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curva avente i caratteri suddetti si pud mediante trasformazione birazionale 
del suo piano mutare in una retta su cui il sistema trasformato di S abbia 
due punti base, e quindi, mediante trasformazione quadratica, in un punto, 
che, come si vede subito, non pud essere un punto base (proprio) per 
ultimo sistema trasformato (cf. la nota a p. 20). 

Precisiamo ulteriormente alcuni dettagli essenziali del teorema ora 
citato. La trasformazione birazionale che riduce una curva fondamentale C 
avente i caratteri suddetti ad una retta con due punti base, si compone 
di successive trasformazioni di De Jonquiéres i cui punti fondamentali 
cadono nei punti base assegnati sulla curva (o sulle successive sue trasfor- 
mate)*); ciascuna di queste trasformazioni, d’ordine v, avendo il suo punto 
v—1-plo in quel punto della curva data (o di una delle sue trasfor- 
mate) che ha massima molteplicita. Pud darsi eventualmente che le suc- 
cessive riduzioni arrivino a far addirittura sparire la curva riducendola ad 
un punto: tuttavia, nell’ipotesi pii generale, tale sparizione si potra effet- 
tuare soltanto eseguendo sulla retta coi due punti base una trasformazione 
quadratica avente un punto fondamentale diverso dai punti base assegnati. 

Cid premesso, ritorniamo al sistema lineare S, e consideriamo in esso 
quelle curve fondamentali che hanno genere virtuale 0 e grado virtuale — 1. 
La totale mancanza di esse, porterebbe di conseguenza, in virti della con- 
dizione necessaria enunciata al n° precedente quella di curve fondamentali 
semplici. Sopra una delle curve fondamentali suddette eseguiamo le ridu- 
zioni consentite dal teorema di Ferretti trasformandola in una retta con 
due punti base o addirittura in un punto; .e osserviamo che tale opera- 
zione non aggiunge curve fondamentali al sistema S, dato che i punti fon- 
damentali delle successive trasformazioni non cadono fuori dei punti base 
di S e questi sono tutti impropri. Trasformando successivamente la retta 
con due punti base in un punto, porremo il terzo punto fondamentale 
della trasformazione quadratica in un punto generico del piano: introdur- 
remo cosi una curva fondamentale semplice, isolata, corrispondente ad un 
generico punto semplice di J’. Potra darsi che le operazioni eseguite mu- 
irriducibili di genere p; in particolare per i valori 0, 1, 2 del genere (Rendiconti 
del Circolo Matematico di Palermo 16 (1912) p. 2836—279) § III teor. Vile IX. In 
questa Memoria |’A. dimostra (tenendo conto di un’ obiezione che era stata mossa 
alla dimostrazione del teorema sulla riducibilita delle trasformazioni cremoniane a 
trasformazioni quadratiche) i teoremi sulla riducibilité dei sistemi lineari di curve 
piane mediante trasformazioni cremoniane stabiliti da Noether, Bertini, Guccia, Mar- 
tinetti, Jung, De Franchis. Rimandiamo ad essa per le relative citazioni. Veramente 
anche per i sistemi di curve razionali i teoremi di Ferretti danno qualcosa di pit di 
quello che a noi occorre, poiché si riferiscono a sistemi di dimensione virtuale K > — 1. 
Nel nostro caso & K=0 (formola (15)) e percid @ applicabile il teor. IX. 

*) loco cit (nota prec.); leggere la dimostrazione del teorema III al § I. 
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tino qualche altra curva fondamentale di S in un punto base proprio per 
il sistema trasformato di S; noi ce ne libereremo subito, come al n° 13, 
introducendo al pit delle nuove curve fondamentali, semplici, isolate, ecc, 
come la precedente. 

Cid fatto, senza preoccuparci delle nuove curve fondamentali, rivol- 
giamoci alle trasformate delle curve fondamentali di S, ed eliminiamo collo 
stesso procedimento un’ altra curva avente genere virtuale 0 e grado vir- 
tuale — 1, e cosi continuiamo finché l’operazione @ possibile, cioé finché 
tra le trasformate delle curve fondamentali di S non ve ne sara pid nes- 
suna coi caratteri suddetti, cio® nessuna che sia semplice. Avremo dunque 
un sistema S’ di cui tutte le curve fondamentali semplici saranno isolate, 
corrispondenti a punti generici di /’ pure isolati cioe privi di punti fon- 
damentali infinitamente vicini. 

In altre parole alle rette del piano contenente S’ risponderanno su F 
curve d’una rete omaloidica, che, fuori dei punti multipli di F ha soltanto 
punti base ordinari e generici. 

Osservazione |. Potrebbe sorgere il dubbio che il procedimento ora 
seguito non facesse sparire qualeuna di quelle curve fondamentali semplici 
che non hanno grado virtuale — 1. Tuttavia il fatto che eliminando suc- 
cessivamente le curve di grado virtuale — 1 si arriva ad un punto in cui 
nessuna delle curve omologhe delle curve fondamentali di S ha pid grado 
— 1, prova che nessuna di quelle curve pud essere semplice. Chiariremo 
la dimostrazione, che del resto @ completamente rigorosa, con un esempio. 
Riferiamoci al sistema di cuj si parla alla nota*) a p. 21; le due rette 
fondamentali a, 6 hanno i gradi virtuali — 2, — 1. Facendo sparire la b 
mediante la trasformazione quadratica di cui si fa uso alla nota*) la retta 
a’ omologa di a non ha pid rispetto ad S’ grado virtuale — 2, bensi — 1, 
e quindi si pud far sparire anch’ essa. 

Osservazione Il. Noi abbiamo or ora mutato delle curve fondamen- 
tali di S in punti non base per il sistema trasformato. E opportuno in- 
sistere sul fatto che una curva fondamentale C di genere virtuale 0 e 
grado virtuale —1 non si pud mutare mai in un punto base con una 
trasformazione che abbia punti fondamentali su C solo nei punti base 
assegnati. Difatti esso sarebbe proprio cioe avrebbe dei punti base in- 
finitamente vicini; vale a dire vi sarebbero dei punti base di S su C 
che rimarrebbero punti, cio® che non sarebbero fondamentali per la 
trasformazione che muta C in un punto. Ma allora considerando quei 
soli punti base di C che son fondamentali, essi, come si vede dalle 
formole del n° 15, individuerebbero infinite curve dello stesso ordine 
di C e con le stesse molteplicita in quei punti, le quali tutte, dovreb- 
bero insieme sparire, il che @ assurdo. Invece una curva fondamentale 
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di grado virtuale <—1 pud benissimo mutarsi in un punto base 
proprio. 

18. Partiamoci ora da un sistema S su cui si siano gia eseguite le 
riduzioni di cui al n° precedente, e preoccupiamoci soltanto delle curve 
fondamentali semplici, a ciascuna delle quali, come sappiamo, si pud ap- 
plicare il procedimento di riduzione dovuto al Ferretti, e proponiamoci la 
seguente questione: E’ possibile far sparire tutte le curve fondamentali 
semplici senza introdurre nuove curve fondamentali per S? 

Il teorema suddetto ci pone in grado di affermare che una delle curve 
fondamentali semplici si pud ridurre ad una retta r con due punti base, 
soddisfacendo alle condizioni richieste. Ora per far sparire questa retta 
noi possiamo eseguire una trasformazione quadratica, ma essa domanda 
l'introduzione di un nuovo punto fondamentale e questo punto introduce 
effettivamente una curva fondamentale nuova se non @ un punto base per 
il sistema 2, trasformato di S*). 

La riduzione si potra dunque continuare quando un tale punto esista, 
e, se i due punti base di r sono infinitamente vicini, non sia infinitamente 
vicino ad essi. Si conclude che il procedimento si arrestera quando: 

a) L’ultimo sistema 2 trasformato di S avra una retta fondamentale 
con due punti base distinti O,, O, e nessun altro punto base diverso da 
0;, 93; 

b) Il sistema 2 possiederd una retta fondamentale r con due punti 
base infinitamente vicini O,, O, e avra tutti gli altri suoi punti base pure 
infinitamente vicini ad O,, O,. 

Nei caso a) il sistema 2 ha la sola curva fondamentale r, perché 
un’ altra curva non possedente punti fondamentali diversi da O,, 0, dovrebbe 
essere da essi individuata, il che @ assurdo. 

Nel caso b) se esiste una curva fondamentale C, d’ordine n diversa 
da r e che non sia una retta s per O, contenente un altro punto fonda- 
mentale O, infinitamente vicino ad O, essa passera per O,, O, con mol- 
teplicita J,,7, tali che 1,+1,—m. Poiché tutti i punti multipli di C sono 
infinitamente vicini ad O,, O, uno di questi, ad es. O,, sara il punto di 
massima molteplicita per C (se J,>/,). Ma allora, in virti del teorema 
di Ferretti esiste una trasformazione monoidale d’ordine J, con un punto 
l,— 1-plo in O e gli altri punti fondamentali in punti base di C (fon- 
damentali per 2) la quale abbassa l’ordine di C. Questa trasformazione 
non introduce curve fondamentali nuove, muta le rette fondamentali per O 





*) Il sistema  potrebbe avere dei punti base propri, ma questi non danno 
luogo a nuove curve fondamentali, perch? derivano da curve fondamentali non sem- 
plici (cf. Oss. II, n° 17) di S. 
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(come r,s) in rette fondamentali, o le fa sparire. Il procedimento di ridu- 
zione non si arresta dunque, quando esista qualche curva fondamentale 
che non si trovi nelle condizioni della retta s né evidentemente si arre- 
stera se non quando le curve fondamentali saranno scomparse, o si ricadra 
nel caso a), oppure le curve fondamentali saran rette per un punto fon- 
damentale 0, contenenti ciascuna un altro punto fondamentale infinita- 
mente vicino ad 0. 

Abbiamo dunque il seguente: 

Teorema I. Ogni sistema lineare semplice S, co” (ry >3), di curve 
piane irriducibili, si puis ridurre, mediante trasformazione birazionale del 
piano, ad un sistema unalogo, appartenente ad uno dei tipi sequenti: 

I) privo di curve fondamentali semplici. 

II) dotato di una sola retta fondamentale contenente due punti fonda- 
mentali distinti, e privo di cltri punti fondamentali. 

III) avente per curve fondamentali semplici m rette fondamentali uscenti 
da un punto fondamentale O e contenenti ciascuna un altro punto fonda- 
mentale infinitamente vicino ad O*). 

19. Supponiamo che il sistema S rappresentativo di quello delle se- 
zioni piane 0 iperpiane di J’ si possa ridurre ad un sistema 2 apparte- 
nente al primo dei tipi di cui si parla nell’ enunciato precedente. Alla 
rete delle rette del piano x, contenente 2 risponde allora su F' una rete 
omaloidica priva di punti base in punti semplici di F. 

I casi in cui questa importante proprieta non @ verificata si presen- 
tano dunque quando & appartiene ad uno dei tipi Il, UI. Approfondiamo 
lo studio di questi casi mettendo in rilievo leccezione da essi presentata. 

Caso Il. Sia a la retta fondamentale del piano x contenente 2, P,, P, 
i suoi punti fondamentali che sono gli unici punti base di 2; T la tras- 
formazione ch’é imagine del coniugio di /’. Il sistema X sara unito in 7. 

Un punto fondamentale di 7 che sia diverso da P,, P, non @ punto 
base per 2, e percid la curva fondamentale omologa @ fondamentale per 
2 e cio® deve essere la retta a. Dunque 7 ha al pid oltre P,, P, wn 
punto fondamentale omologo della retta a; e percid essa @ un’ antipro- 
iettivita involutoria oppure una trasformazione antiquadratica involutoria. 

Nel 1° caso l’antiproiettivita @ riducibile al coniugio e quindi la super- 
ficie F @ trasformabile realmente in un piano: nel 2° caso non lo sara sol- 


*) I casi I, II, si trovano nella Memoria di Caporali, Sopra i sistemé lineari 
triplamente infiniti di curve piane (In memoriam Dominici Chelini — Collectanea Ma- 
thematica — nunc primum edita cura et studio L. Cremona et E. Beltrami [Medio- 
lani Hoepli 1881] pp. 144—170), a pag. 147. Il Caporali si pone in ipotesi generiche 
per il sistema S: allora il caso III non si presenta. Nelle nostre ipotesi si pud pro- 
varne l’esistenza con effettivi esempi anche assai semplici. 
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tanto se l’ordine della trasformazione antiquadratica non si pud abbassare, 
cioe se si cade nel caso studiato al n° 8. Ma allora @ noto dallo stesso 
n° 8 che la superficie si pud trasformare realmente in una quadrica (0 cono) 
reale priva di punti reali. 

Effettivamente una quadrica qualunque proiettata da un suo punto 
sopra un piano da luogo ad una retta fondamentale con due punti fonda- 
mentali. Una rete omaloidica del piano o non ha quella retta come fonda- 
mentale o ha almeno un punto base fuori di essa. Ne segue che sopra 
una quadrica ogni rete omaloidica ha almeno un punto base. Le reti oma- 
loidiche con un punto base son reti di sezioni piane per un punto della 
quadrica. 

Caso III. Esso @ assai pid complicato del precedente e condurra ad 
una discussione pid delicata e interessante. Siano a,,a,,...,4@,, le rette 


lis m 
fondamentali uscenti da O, e contenenti rispettivamente i punti O,, 0,,..., O,, 
infinitamente vicini ad O. Le curve di 2 d’ordine m avranno in O un 
punto s-plo, in 0,, O,,..., O,,, punti m— s-pli ed eventualmente altri 
punti base tutti infinitamente vicini ad 0. Sia ancora 7’ la trasformazione, 
imagine del coniugio di F’ e in cui @ unito il sistema &. Un punto A, 
fondamentale per 7' e distinto dai punti base di 2 avré per omologa una 
curva A’ fondamentale per 2, anzi una curva fondamentale semplice, e 
quindi una delle rette a,,a,,...,a,,. Dunque la 7’ possiedera soltanto h 


a 


(0<h<™m) punti fondamentali B,, B,,..., B, diversi dai punti base di 
2 e omologhi delle rette (fondamentali) a,,a,,...,a,. Le rette del fascio O, 
non incontrano 4,, d@,,...,@, in punti variabili; percid ad esse risponde un 
fascio ® di curve razionali che non ha punti base in B,, B,,..., B, e che 
quindi ha tutti i suoi punti base in punti base di 2. Ma allora, se ® 
non @ d’ordine minimo, cioé se non si riduce allo stesso fascio di rette O*) 
il quale allora risulta unito in 7’, esiste una trasformazione di de Jon- 
quieres d’ordine » con un punto v— 1-plo in O e gli altri punti fon- 
damentali in punti base di 2 la quale abbassa l’ordine di ©. Questa tras- 
formazione non introduce curve fondamentali nuove e muta le m rette 
fondamentali per O in rette fondamentali per un punto O’, eventualmente 
diminuendone il numero. Se il fascio di rette O’ ed il fascio ’ trasfor- 
mato di ® non si comportano come O,® si cade necessariamente in un 
caso in cui, per l’esistenza di punti base del sistema 2” (trasformato di 2), 
non infinitamente vicini ad O’ la riduzione delle curve fondamentali si pud 
proseguire facendo sparire qualcuna delle rette fondamentali per 0’; op- 
pure ci si deve trovare in uno dei casi I, II. 

D’altra parte se O’,® si comportano come O,® si potra proseguire 


*) loco cit. *) p. 24 § LI° teor. VII. 
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labbassamento dell’ ordine di ®; ed @ certo che cosi continuando si dovra 
arrivare ad un momento in cui i fasci trasformati si comporteranno in 
modo diverso da O,® altrimenti questi finirebbero col ridursi simultanea- 
mente al medesimo fascio di rette. 

Adunque, se una riduzione del numero delle curve fondamentali non 
& possibile, il fascio O sar unito in 7; e percid la 7 sara una di quelle 
trasformazioni che abbiamo studiato ai n' 10,11. Eseguiamo sulla 7’ le 
riduzioni ivi operate, osservando che esse potranno introdurre qualche 
nuova curva fondamentale (semplice, isolata, ecc.) per il sistema trasfor- 
mato di 2, ma si trattera sempre di rette uscenti da un medesimo punto. 

Siamo dunque tratti a considerare un sistema  unito in una delle 
trasformazioni a), b), c) dell’ enunciato al n° 11 e avente per curve fonda- 
mentali solo rette uscenti dal centro d’un fascio unito O. Se la 7’ pre- 
senta i casi b), c) la superficie F @ trasformabile realmente in un piano 
o in una quadrica priva di punti reali (n° 9), e noi ce ne occuperemo. 

Supponiamo dunque di essere nel caso a); sia p una retta fondamen- 
tale per la 7 contenente il punto omologo P. Se le curve di XY segano p 
in punti variabili essa non @ retta fondamentale per 2 e il punto P risulta 
un punto multiplo, base per 2, e improprio. Se la retta p @ fondamentale 
per 2, vi deve essere su p qualche punto base di Z diverso da O; ne 
segue subito che P dev’ essere un punto base proprio per 2, e quindi 
(cfr. la a nota p. 27) p una curva fondamentale multipla. Non insistiamo 
su maggiori dettagli trattandosi di deduzioni assai semplici. 

Dunque le curve fondamentali semplici di 2 sono rette uscenti da O 
e non fondamentali per 7’; ciascuna di esse essendo generica isolata, ecc; 
contiene un altro punto base diverso da 0. Ora ricordiamo (n° 11) che 
se r @ lordine di 7, almeno r —1(> 2) punti fondamentali di 7’ sono 
distinti da O. Sia ora OP =p una retta fondamentale di  contenente 
il punto base (improprio) P (eventualmente infinitamente vicino ad 0). 
Possono allora darsi due casi: 

1°) OP @ una retta unita e quindi P un punto unito; allora se Y é 
uno dei punti fondamentali di 7 distinti da O, una trasformazione qua- 
dratica avente su 2 il triangolo fondamentale OPQ fa sparire la retta 
fondamentale p non introduce nuove curve fondamentali semplici, e muta 
la 7 in una trasformazione perfettamente analoga; 

2°) OP ha per omologa una retta O P’= p’ pure fondamentale per 2; 
allora le due rette fondamentali spariscono con due trasformazioni quadra- 
tiche successive, analoghe alle precedente. 

20. Siamo arrivati a concludere che il sistema S rappresentativo delle 
sezioni piane o iperpiane d’una superficie razionale reale F’, si pud sempre 
trasformare in un sistema 2 privo di curve fondamentali semplici, sem- 
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preché la trasformazione 7’, relativa ad F, non sia riducibile ad una anti- 
proiettivita o ad una trasformazione antiquadratica senza punti uniti; in 
altri termini semprech? J’ non sia trasformabile realmente in un piano 
reale o in una quadrica (0 cono) reale priva di punti reali. Tale eccezione 
® effettiva e pud portare, come si @ visto, al Caso II del teorema I (n° 18) 
e anche al Caso II]; basta pensare alla rappresentazione piana d’un cono 
reale d’ordine r—1 di S, che si ottiene per proiezione da un S,_, pas- 
sante per r — 2 punti generici reali del cono stesso. 

Tenendo presente che le superficie /’ per cui non @ possibile la ridu- 
zione di cui ai n' prec. hanno, zero o wna falda reale, ricordando le cose 
dette in principio del n° 19 ne concludiamo che: Sopra una superficie ra- 
zionale reale con pit di una falda reale esiste sempre una rete omaloidica 
priva di punti base, in punti semplici della superficie. 

D’ora in poi, nel seguito di questo capitolo, considereremo soltanto 
superficie per cui il sistema S @ riducibile ad un sistema 2 privo di curve 
fondamentali semplici. Non é@ detto a priori che tale riduzione non si 
possa fare in pid modi diversi; perd @ assai importante Osservare che due 
sistemi 2, &" (appartenenti a due piani 2, x’) ambedue trasformati del me- 
desimo sistema S e ambedue privi di curve fondamentali semplici, hanno 
lo stesso numero di punti base. 

Difatti si passer’ da 2 a X’ mediante una trasformazione birazionale 
di x in a’; poiche 2” non ha curve fondamentali semplici, i punti fonda- 
mentali della trasformazione suddetta, su 2, cadranno tutti in punti base 
di 2; e analogamente per i punti fondamentali esistenti su 2. Adunque 
h fra i punti base di Y saran fondamentali, e k non lo saranno, cioé si 
muteranno in punti base di =’. Se dunque h’, & sono gli analoghi nu- 
meri per " si ha subito k =i’; d’altronde per una nota proprieta delle 
trasformazioni birazionali & h = h’: quindi @ vero l’asserto. 

Il numero totale / dei punti base di 2 @ dunque un carattere della 
superficie F’; noi vogliamo provare che 1 — 1 @ un noto imvariante relativo 
(di fronte alle trasformazioni birazionali) di F’; e precisamente l’invariante 
di Zeuthen-Segre J. 

21. Il carattere J fu studiato in speciale modo dal Segre*) il quale 
ne defini il valore per una superficie dotata di singolaritaé ordinarie (0 ad- 
dirittura priva di singolaritaé), esaminando anche il caso di punti multipli 
isolati. Nel caso di una superficie dotata di singolarité ordinarie, si ha 
come @ noto 


(17) I=d—4z—<¢, 


*) Segre, Intorno ad un carattere delle superficie e delle varieta superiori algebriche 
(Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino 31 (1895—96). 
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ove con z,6,0 si indicano rispettivamente il genere, il numero dei punti 
base, il numero dei punti doppi staccati (cioé fuori della linea doppia della 
superficie) per un fascio lineare fissato sopra F’, ad esempio per un fascio 
di sezioni piane. E’ noto inoltre che un punto base s-plo per il fascio 
(in un punto semplice della superficie) si deve contare una volta sola nel 
numero 6, e che invece un punto s-plo staccato deve contare per (s — 1)? 
punti doppi; se perd questo cade in un punto s-plo isolato (ordinario) 
della superficie esso deve contare per s punti doppi.*) 

In virtd di quest’ ultima osservazione il numero J resta definito anche 
per superficie dotate di singolarité ordinarie isolate. Nel caso di super- 
ficie dotate di singolariti qualunque, baster& tener presente che il numero 
stesso @ invariante per trasformazioni birazionali che non introducono curve 
eccezionali, mentre aumenta di una unitd per ogni curva eccezionale di 1* 
specie introdotta nella trasformazione. 

22. Nel caso che noi studiamo @ facile dimostrare che il passaggio dal 
piano 2 alla superficie F’ introduce precisamente / curve eccezionali di 1* 
specie. Difatti poiché il sistema 2 @ privo di curve fondamentali sem- 
plici, nessun punto semplice di /’ si muta in una curva di x, mentre | 
punti di z, base per 2, si mutano in curve di F. Nessuna obbiezione a 
questo ragionamento pud derivare dall’ esistenza di punti base propri per 2; 
difatti ad essi corrispondono punti multipli di F’ ad intorno razionale irri- 
ducibile, i quali contano come curve eccezionali, e si posscno trasformare 
in curve effettive senza alterare il numero delle curve eccezionali di F. 

L’esistenza di punti di a, non base per 2, e tali che tutte le curve 
di 2 che passano per essi abbiano di conseguenza un punto multiplo ivi, 
non introduce nuove curve eccezionali in F, ma, come si vedrebbe senza 
difficolta, introduce nella linea multipla di F’ delle particolarita che non 
alterano il valore di J.**) Si ha dunque, come avevamo asserito J = 1 — 1.***) 


*) Cfr. p. es. Severi, La base minima pour la totalité des courbes tracées sur 
une surface algébrique (Annales de I’Ecole Normale Supérieure de Paris 25 (1908), 
pp. 449—468) nota 1, pag. 466. 
**) Ad esempio l’esistenza di un punto P di a che sia doppio per tutte le curve 
di = passanti per esso porta di conseguenza )'esistenza di una singolaritdé che si pud 
generare proiettando una PF” di S, da una retta di un suo piano tangente. Si tratta 
di un punto, quadruplo per J’, e quintuplo o sestuplo per la linea doppia di F’ se- 
condo che le tangenti alle curve di 2 per P formano una g,* o una g,'. 
***) Si pud calcolare il numero J anche mediante un fascio di sezioni piane di 
F con punti base generici. Detto ¥ il fascio, contenuto in a e omologo di ®, risulta 
allora che i due fasci portano lo stesso contributo al numero d mentre il numero 6 
relativo a Y supera dil unita quello relativoa®. Risulterebbe pure assai facile calcolare 
l'invariante w di Castelnuovo-Enriques e verificare la relazione di Néther a + I= 9. 
La formola J=1—1 si pud estendere anche ad un sistema > dotato di / 
punti base e k curve fondamentali semplici: essa diviene J —1—k—1. 
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23. Confrontando i risultati del n° 22 con quelli del n° 20 arriviamo 
al seguente: 

Teorema I]. Una superficie razionale non trasformabile realmente in 
un piano o in una quadrica é sempre rappresentabile sopra un piano x privo 
di curve fondamentali semplici e dotato di I +1 punti fondamentali, I es- 
sendo Vinvariante di Zeuthen-Segre della superficie. 

Sia ora 7 la trasformazione di a imagine del coniugio di F’; poiche 
7 muta in se 2, e Z non ha curve fondamentali semplici, i punti fon- 
damentali di 7’ cadono al pid negli J+ 1 punti base di 2 (cfr. n° 20): 
abbiamo dunque il 

Teorema III. Una superficie razionale F che si trovi nelle condizioni 
dell’ enunciato precedente, si pud rappresentare su x in modo che la trasfor- 
mazione involutoria T, ch’é imagine del coniugio di F, abbia al pit I+ 1 
punti fondamentali. 

Se nella classe delle trasformazioni simili alla T' non vi sono trasfor- 
mazioni con meno di N punti fondamentali, Vinvariante I di F non si pud 
abbassare al disotto di N —1 per trasformazioni reali. 

Questi due teoremi hanno ufficio fondamentale per la nostra ricerca. 


Capitolo Secondo. 
g 4. 


Le superficie razionali reali considerate come piani doppi reali. 


24. Lo studio dei sistemi lineari reali appartenenti ad una super- 
ficie razionale (reale) ha grande importanza sia come base per la deter- 
minazione delle falde reali della superficie, sia come fondamento per la 
classificazione delle superficie razionali dal punto di vista delle trasfor- 
mazioni reali. Nel presente § occupandoci soltanto di quanto riguarda il 
1° dei due problemi suddetti, stabiliremo, sopra ogni superficie razionale 
reale, l’esistenza d’una rete reale di grado 2, in virta della quale la super- 
ficie si pud considerare come un piano doppio reale. Tale considerazione 
permette facilmente di dedurre il numero delle falde reali della superticie; 
e il legame fra la rappresentazione piana doppia e una conveniente rap- 
presentazione piana semplice mette in intima relazione i due problemi 
fondamentali suddetti, collegando il numero delle falde reali coi caratteri 
invariantivi (per trasformazioni reali) della superficie. 

Per risolvere il problema che ci proponiamo, prenderemo le mosse 
da una questione che ci condurra ad un risultato la cui importanza sara 
messa in luce nelle conclusioni finali della presente Memoria. Sia F’ una 
superficie razionale reale rappresentata sul piano (reale) 2 mediante una 
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trasformazione antibirazionale involutoria 7.*) Si scelga in a un sistema 
lineare oo” | C |, irriducibile, semplice, dotato di punti base tutti impropri, privo 
di curve fondamentali, unito in T, e dotato di curve unite. Tale @ ad esempio 
il sistema A+ A’| individuato da una curva A dordine » abbastanza 
elevato passante con qualche direzione variabile per tutti i punti fonda- 
mentali di 7, e dalla sua omologa A’. Facendo limagine di tale sistema 
cog!’ iperpiani di uno spazio reale S_ (cfr. la fine del n° 12) ci potra tras- 
formare realmente la F' in una superficie F’ priva di punti multipli su cui 
il sistema |.D| omologo di |C) sara segato dagl’ iperpiani. 

Sia D’| Vaggiunto a |Dj, |C'| Yomologo di | D’| cio® il sistema 
aggiunto puro a |C|. Poiche |C’ | @ definito univocamente da |C| esso 
sara pure unito in 7’; in altri termini | D’, sara reale perché definito uni- 
vocamente da ||; di pid anche |C’| avra curve unite in 7 perché sopra 
una superficie razionale l’aggiunto | D’| d’un sistema reale | D| dotato di 
curve reali, ha esso pure curve reali.**) Si prosegua il procedimento di 
aggiunzione nel piano: un teorema di Castelnuovo***) ci permette di as- 
serire che esso condurra necessariamente ad uno dei seguenti sistemi lineari 
che risulterad unito in T (e dotato di curve unite): 


1° Sistema lineare (co almeno) di curve razionali, determinato dal 
gruppo base; 

2° Sistema lineare, irriducibile, semplice, (co* almeno) di curve ellit- 
tiche, privo di curve fondamentali proprie, determinato dal gruppo base; 

3° Rete di curve eliittiche riducibile (per trasformazione birazionale) 
alla rete delle cubiche passanti per 7 punti base; 

4° Sistema lineare oo* di curve di genere 2 riducibile al sistema delle 
sestiche con 8 punti base doppi. 

In corrispondenza a questi sistemi si ottengono sulla F' e sulla F" 
analoghi sistemi reali. Questi sistemi possiedono curve reali e percid (n° 2) 
sono segabili mediante sistemi lineari reali di forme. Nel 1° caso adunque 
se la dimensione del sistema di curve razionali ¢ s >1 entro al sistema 
stesso si pud sempre fissare un fascio reale segato dalle forme del sistema 


*) E’ ovvio il significato di questa locuzione abbreviata. 

**) Difatti sia D una curva reale di F’’. La serie canonica di D ha certo gruppi 
reali (come si dimostra riferendosi p. es. alla proiezione reale di D su un piano reale): 
poiché per ognuno di questi gruppi passa wna sola D’, essa % necessariamente reale. 

***) Appendice alla Memoria di Enriques, Sui piani Coppi di genere uno [Memorie 
della Societa Italiana delle Scienze (detta dei XL) (3) 10 (1896) pp. 201—224] p. 222. 
L’enunciato @ al n° 7 p. 208 della Memoria. In esso si parla di sistema lineare privo 
di curve fondamentali proprie, e quindi di punti base propri i quali equivalgono a 
curve fondamentali in generale proprie. 
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suddetto che passano per s—1 punti reali dello S, contenente F. Nel 
2° caso la F" @ trasformabile realmente in una Fy di S,(3 <n < 9) a se- 
zioni ellittiche*) la quale, se m @ dispari ha certo punti reali. Le sezioni 
iperpiane di F’ passanti per » — 2 punti reali o per *—* coppie di punti 
complessi coniugati di S,, secondoch® m @ dispari o pari danno su F" 
(e quindi su F’) una rete reale di grado 2, di curve ellittiche. Su a si 
ha quindi un’analoga rete unita in 7’, e questa si pud come @ noto, tras- 
formare birazionalmente nella rete delle cubiche con 7 punti base.**) Ne 
risulta il teorema: ° 

Sopra una superficie razionale reale F’ esiste sempre qualche sistema 
lineare reale appartenente ad uno dei seguenti tipi: 

|. Fascio di curve razionali; 

Il. Rete di grado 2 di curve ellittiche (riferibile alla rete delle cubiche 
piane per 7 punti base); 

Ill. Sistema lineare oo* di grado 4 e genere 2 (riferibile al sistema 
delle sestiche per 8 punti base doppi). 

25. Il teorema ora dimostrato ha molta importanza per tutta la nostra 
ricerca, € prova ancora una volta la fecondité di quel procedimento di 
successiva aggiunzione che Castelnuovo ed Enriques hanno ideato e lar- 
gamente adoperato. Un tale teorema sard precisato assai pid nel seguito: 
tuttavia anche nella forma pid primitiva testa enunciata, esso @ fecondo 
di risultati. Notiamo fra questi, quello che afferma che ogni trasformazione 
antibirazionale involutoria lascia sempre unito un sistema lineare di curve 
piane appartenente ad uno dei tipi I II. III. da eui si pud ricavare la 
classificazione delle trasformazioni antibirazionali involutorie, che noi sta- 
biliremo nel seguito. 

Per ora ci occuperemo soltanto di quanto si pud ricavare dal teorema 
stesso, a proposito delle reti reali di grado 2 esistenti sopra una super- 
ficie razionale. Poiché nel Il. caso la determinazione della rete @ gia ese- 
guita, occupiamoci dei casi I, III. Quanto al I. caso, poiché ci dovremo 
ritornare in modo pid preciso, rileviamo soltanto, senza dettagliare la di- 
mostrazione, che la superficie si pud trasformare razionalmente in una 


*) Anzi la trasformazione considerata si compie razionalmente a partire dalla F’. 
Cfr. la Memoria di Enriques, Sulle irrazionalita aritmetiche da cui pud farsi dipendere 
la risoluzione di un’ equazione algebrica f(xyz)= 0 con funzioni razionali di due pa- 
rametri. [Math. Ann. 49 (1897), p.1—23] n'‘ 6. 7. 8. La riduzione delle superficie 
razionali a piani doppi reali si potrebbe eseguire partendo dai risultati di questa 
Memoria, ma riescirebbe un po’ pid lunga e meno diretta. Il procedimento che noi 
abbiamo seguito fu tuttavia suggerito da quello di cui si serve |’A. ai n' 5, 6 della 
memoria stessa. 

**) Ferretti, loco cit. *) § Ill°, teor. X. 
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superficie con un fascio reale di coniche (Néther), cioe in una superficie 
reale di S,, d’ordine m, con retta m — 2-pla, e quindi in un piano dop- 
pio reale. Nel III caso il sistema oo’, di genere 4, gode della proprieta 
che tutte le curve di esso le quali passano per un punto della superficie 
passano di conseguenza per un altro. Se dunque la superucie ha punti 
reali si ottiene subito dal sistema una rete reale di grado 2. Nulla pos- 
siamo dire per ora del caso in cui la superficie non abbia punti reali; 
vedremo perd nel seguito che un tale case non pud presentarsi. 

Riferendo, come si fece al n° 3, le curve delle reti reali ora costruite 
alle rette di un piano reale otterremo la rappresentazione della superficie 
sul piano doppio, e la relativa curva di diramazione si otterrd assai facil- 
mente determinando sulla superficie la curva di coincidenza dell’ involuzione 
I, generata dalla rete. Nel Ill. caso, volendo per ora comprendere anche 
lunico tipo per il quale non sappiamo affermare l’esistenza d’una rete 
reale di grado 2, terremo conto anche della rappresentazione che si ottiene 
ponendo le curve del sistema oo* in corrispondenza proiettiva coi piani 
di un S, reale; si ottiene cosi un cono quadrico reale in corrispondenza 
(1,2) colla superficie data. Ne concludiamo, in definitiva, che ogni super- 
ficie razionale reale si pud sempre considerare come appartenente ad uno 
dei seguenti tipi: 

«) Piano doppio con curva di diramazione d’ordine 2n dotata d'un 
punto di molteplicita > 2n — 2; 

8) Piano doppio con quartica di diramazione; 

vy) Piano doppio con sestica di diramazione dotata di due punti tripli 
infinitamente vicini, oppure cono quadrico doppio con sestica di diramazione. 

Si rientra cosi nei tipi ben noti di piani doppi razionali*), solo che 
nel caso nostro si tratta di piani doppi reali con curva di diramazione 
reale (n° 3). Ne approfondiremo ora lo studio ritornando, per ciascun caso, 
pid diffusamente sul ragionamento succinto che ha condotto all’ enunciato 
di sopra, e ponendoci, come sempre, dal punto di vista invariantivo per 
trasformazioni reali: per cui si sara indifferente riferirci alla superficie 
data F’,o ad una sua trasformata reale, p. es. alla z* = f(xy), f = 0 essendo 
lequazione della curva di diramazione.**) Confronteremo inoltre la rap- 
presentazione della superficie fatta sul piano doppio « (o sul cono y) con 


*) Nother, Bertini, pid completamente Castelnuovo-Enriques, Sulle condizioni 
di razionalita dei piani doppi. |Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 14 
(1900), pp. 290. 302] 

**) La rappresentazione reale di F' sotto la forma z*=— f(xy) @ indipendente da 
an fattore numerico positive aggregato ad f; dipende perd dal segno, nel senso che 
le due superficie z*= f(xy), z2?= — f(xy) non si equivalgono generalmente per tras- 
formazioni reali. 
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una conveniente rappresentazione fatta sopra un piano semplice 6. Come 
abbiamo gia pii volte avvertito @ da notarsi che questa rappresentazione 
non potra farsi generalmente in maniera reale. 

26. Piani doppi con C,, (reale) di diramazione dotata d’un punto 
2n — 2-plo O. 

Il caso «) dell’ enunciato al n° precedente, valido per le superficie 
appartenenti al I. tipo dell’ enunciato alla fine del n° 24, non esclude possi- 
bili punti doppi e possibili spezzamenti della C,,, né l’esistenza d’un 
punto di molteplicitaé superiore a 2n—2. Per non doverci fermare in 
seguito sopra i diversi casi possibili, riprenderemo la ricerca da un altro 
punto di vista fors’ anche pid espressivo. Supponiamo la superficie F 
rappresentata sul piano semplice 6 in modo che al fascio di curve razio- 
nali reale, risponda un fascio di rette unito nella relativa 7’; se omettiamo 
i casi in cui F @ trasformabile realmente in un piano o in una quadrica, 
possiamo gia supporre che la 7’ sia ridotta al tipo a) del n° 11. Assunto 
un intero m abbastanza elevato, si consideri il sistema delle C,, con un 
punto 2m — 2-plo nel centro O del fascio di rette e tangenti in P,P, 

» Poin — 3) ® Pry Poy +++» Palm —1)? Questo sistema lineare co* @ unito in 7, 
e da esso si potra estrarre una C,, unita imponendole il passaggio per h 
punti generici uniti in 7; la genericita di questi punti assicura che la C,, 
ottenuta sara irriducibile e priva di punti doppi. Questa curva avra in 
tutto 4m — 2 tangenti p,, p,.,.--,P4,-_ uscenti da O; e fra esse le p,,,_;, 
+> Pan—g COi relativi punti di contatto P,,,_,,..., Py,-, saranno due 
a due omologhe oppure unite in 7. Ora é noto*) che i punti P,,..., Py, 
sono punti base semplici d’una rete R, di grado 2, di C,,, con un punto 
n—1-plo in O e che questa rete genera una involuzione piana J, avente 
come unita la C,,. La rete stessa poi, risulta unita in 7, e in particolare 
risulta unito il fascio formato dalle curve spezzate nell’ unica C, con un 
punto n —2-plo in O e passante per tutti i P, e in una retta per 0. 
Alla rete R considerata risponde su F una rete reale di grado 2 in virta 
della quale F' si pud considerare come un piano doppio con curva di 
diramazione reale perfettamente analoga alla C,, considerata. 

Per precisare maggiormente le cose costruiamo un opportuno modello 
di F procurandoci un sistema lineare oo* contenente (parzialmente) R e 
unito in 7. 

Per ottenere lo scopo propostoci consideriamo il sistema lineare di 
tutte le C,,, che hanno in O un punto n — 1-plo e passano semplice- 
mente per i punti P,, P,,..., P;,_, fra cui ci sono tutti i punti P,, P,, 


*) Cfr. Bertini, Deduzione delle trasformazioni piane dai tipi fondamentali delle in- 
volutorie [Rendiconti del R. Istituto Lombardo (2) 22 (1889), pp. 771—778], n° 3. 
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-. +» Poig—y)- Questo sistema @ unito in J e, come risulta da un calcolo 
semplicissimo, ¢ almeno co, cioe non coincide necessariamente con R; da 
esso si potra estrarre una curva J) unita in 7 e non appartenente ad R 
imponendo il passaggio per un numero conveniente di punti uniti in 7. 

Indichiamo con S il sistema oo* individuato da D ed R; esso ha il 
grado n + 1, @ unito in 7 ed ha 3m — 1 punti base semplici in P,,..., 
P,,,_,; ponendolo al modo solito in corrispondenza biunivoca coi piani 
di un S, reale noi possiamo costruire ivi una superficie reale ¥” trasformata 
reale di F. La F’ sara di ordine n + 1 e conterra un fascio di coniche omologo 
del fascio O le cui rette tagliano le curve di S in due punti fuori di 0; essa 
possiede dunque una rette n — 1-pla e le sezioni fatte coi piani per essa 
hanno per omologhe le curve spezzate nella C di cui si parld pit sopra 
e in una retta per 0. Le curve di questo fascio e una curva generica di 
S individuano una rete analoga alla FR a cui risponde la rete delle sezioni 
di F” per un punto della retta multipla; in particolare poiche R @ unita 
in 7 il punto P relativo @ reale; e quindi la proiezione da questo punto 
pud servire a rappresentare doppiamente la F” sopra un piano reale «. 
Alle due intersezioni di F” con una retta uscente da P rispondono i due 
punti base (variabili) di un fascio estratto da R; in particolare se la retta 
é tangente le curve del fascio suddetto si toccano in un punto unito per 
la J, generata da R, cioe in un punto di C,,. E poiché ogni curva di R 
taglia C,, fuori dei punti base, in 2m punti, ogni piano per P contiene 
2n tangenti a F” uscenti da P, cioe la curva di diramazione di F’ su « 
é@ una C,,. Questa curva ha un punto 2” — 2-plo nel punto O traccia 
della retta »—1-pla di F” perché le sezioni fatte coi piani per questa 
retta sono coniche e hanno due delle loro tangenti uscenti da P: inoltre 
la QO}, @ im corrispondenza birazionale con C,, e percid risulta irriduci- 
bile e priva di punti doppi. Nell’ ipotesi che il punto P sia all’ infinito 
sull’ asse delle z, e il piano @ coincida col piano 2, y l’equazione di F” si 
scrivera 


(20) by(xy) 2° + b,(ay)e + b,(xy) = 0, 


coi polinomi },, b,,b, degli ordini rispettivi (massimi) » —1,n, » + 1; 
e Vequazione della curva di diramazione sara, com’é noto: 
(21) D(ay) = b’, — 4b,b, = 0, 
dordine 2m: da cui risulta che C}, @ effettivamente curva di diramazione 
fotale di F’. Cid toglie Yeventuale dubbio che della curva di diramazione 
di F” potesse far parte qualche retta uscente da 0’. 

Se si fa eccezione per le 3n — 1 rette p,,...,5,_, Che son fondamen- 
tali per S, ad ogni retta del fascio O risponde una conica irriducibile di 
F’; imvece ad ognuna delle coppie P,p,(i = 1, 2,...,3m — 1) risponde 
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una conica spezzata in una coppia di rette. Questa coppia @ formata di 
rette imaginarie coniugate se P,,p, si corrispondono in 7, cioe per i= 1, 
2,...,2(m— 1), di due rette reali se P,,p, sono uniti in 7, di due rette 
imaginarie non coniugate in caso diverso. Le ulteriori n —1 rette p,,,, 
++)P4n—_ hanno per omologhe n— 1 coniche passanti per P, sezioni di 
F’ cogli »— 1 piani tangenti in P alla retta n — 1-pla. Queste 4n—2 
sezioni particolari di F” si ottengono nello stesso ordine e colle stesse 
proprieta, in corrispondenza ai 4n — 2 piani passanti per P e per le 4n—2 
tangenti p,',D,',---)Pen-s ® Cow 

27. Imaginiamo ora che il punto 0’ sia all’ infinito sull’ asse y; allora 
le sezioni « = cost. di F” son coniche e quindi i polinomi },, b,, b, della 
formola (20) hanno gli ordini rispettivi 0, 1, 2 in y; e l'equazione b,(~) =0 
rappresenta gli n — 1 piani tangenti in P alla retta n — 1-pla. 

Trasformiamo ora (realmente) come al n°3 la superficie F’ nella 
superficie z?= D(xy). Il fascio di coniche di F” si trasforma ancora in 
un fascio di coniche soltanto che per la superficie F’” ora costruita le 
4n — 2 sezioni omologhe delle sezioni singolari di F’ sono tutte spezzate. 
E evidente che per le 3n — 1 sezioni omologhe delle sezioni spezzate di 
F si conservano tutte le proprieta relative alla realita; quanto alle nuove 
n—1 sezioni spezzate che si ottengono in corrispondenza a b= 0 esse 
son rappresentate complessivamente dalle equazioni b,(x) = 0, 2*= b*, (xy) 
e quindi sono spezzate o in due rette reali (in corrispondenza alle radici 
reali di b,(~) = 0) o in due rette imaginarie non coniugate. 

Osserviamo ora che le sezioni z = cost. della superficie F’ fatte coi 
piani passanti per le tangenti a Cj, uscenti da O’(y = co) sono reali, e 
quindi spezzate in due rette reali o imaginarie coniugate, se la tangente 
@ reale, e viceversa; cio? sono imaginarie non coniugate, se la tangente @ 
imaginaria. Risulta allora da cid che precede, che la C,, amettera h tan- 
genti reali p,’,p.,...,p, uscenti da O’; fra queste ci sono le rette p’,, 

. +» Ps (m—1)} @0Zi esse sono le uniche a cui corrispondano coniche spezzate 
in coppie di rette imaginarie coniugate. 

Noi diremo di 1* specie una tangente reale di C}, se si comporta in 
questo modo; di 2* specie invece se la corrispondente conica @ spezzata 
in due rette reali. Il valore di z relativo a una tangente di 1° specie ren- 
dera negativo D(xy) per tutti i valori reali di y eccetto che per il valore 
relativo al punto di contatto, positive invece se si tratta di una tangente 
di 2* specie.*) 








*) Si osservi che D(xy) @ della forma a, (a) y?+ a, (x) y + a,(x); per un valore 
di x che annulli il disciminante si ha D=a, [y+ st] la relative tangente @ di 
0 


1* 0 2* specie secondoché per quel valore di x @ a,(a) positivo o negativo. 
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Concludiamo adunque in definitiva che wna superficie razionale reale 
possedente un fascio reale di curve razionali (tipo I. del n° 24) ¢ sempre 
rappresentabile sopra un piano semplice B in modo che la relativa T sia 
una di quelle del n° 11; nel caso «) la superficie ¢ trasformabile realmente 
nella z2*= D(xy) rappresentata sul piano doppio «(= 2, y) colla curva di 
diramazione reale D = d’ordine 2n dotata d’un punto 2n — 2-plo O irri- 
ducibile, priva di punti doppi e avente 2(m — 1) tangenti reali di 1° specie 
uscenti da O. 

28. Piani doppi con quartica di diramaczione. 

Queste superficie contengono una rete reale, di grado 2, di curve 
ellittiche; rappresentandola sopra un piano semplice # si pud senz’altro 
supporre che a quella rete risponda la rete R delle cubiche passanti per 
7 punti base P,, P,,..., P,. 

La rappresentazione della superficie sopra un piano doppio a si ottiene 
ponendo le curve della rete in corrispondenza proiettiva reale colle rette 
di «; risulta di conseguenza stabilita una corrispondenza proiettiva anche 
fra le curve di R e le rette di «. Questa corrispondenza proiettiva rap- 
presenta doppiamente il piano # sul piano @ in modo che ai punti di « 
rispondono le coppie dell’ involuzione I, generata da R. Tale involuzione 
si pud come @ noto generare mediante la trasformazione di 8° ordine in 
eui alla rete delle rette risponde la rete delle C, aventi per punti base 
tripli P,, P,,..., P,; essa possiede una C, unita con 7 punti doppi che 
incontra ogni cubica di R nei 4 punti doppi della g} ivi segata dalle 
altre curve della rete; a questa C, risponde su « la quartica di dirama- 
zione (. Se i punti P,, P,,..., P, sono generici la C é irriducibile e 
priva di punti doppi, e percid @ curva di diramazione fotale del piano 
doppio considerato; una specializzazione di C che porti di conseguenza 
lesistenza d’un punto doppio o triplo, porta di conseguenza, come si vede 
assai facilmente, |’esistenza d’un fascio reale di curve razionali sulla super- 
ficie, e quindi ne riconduce al caso precedente. Una tale specializzazione 
si produce quando tre dei punti base di R siano allineati (sei sopra una 
conica), o quando due o pid di quei punti siano infinitamente vicini; 
dobbiamo dunque escludere questi casi, e quindi possiamo supporre i 7 
punti base distinti e generici nel senso ora precisato. 

La trasformazione di, 8° ordine di cui si parld pid sopra ha come 
curve fondamentali le 7 cubiche distinte K,,..., K, omologhe di P,,..., 
P, passanti semplicemente per sei punti fondamentali, e doppiamente pel 
punto a cui corrispondono. Alle 21 rette a,,= P;,P,(i,k =—1,...,7) ri- 
spondono 21 coniche b,, passanti ciascuna per cinque punti fondamentali. 

Entro la rete R vi sono co' curve dotate d’un punto doppio, a cui 
rispondono su « le tangenti a C; se il punto doppio @ cuspidale la tan- 
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gente corrispondente @ di flesso.*) Fra tali curve ne sono 28 particolari 
formate dalle sette cubiche K, cogli intorni dei punti P, omologhi, e dalle 
21 coppie a,,,,; @ queste corrispondono le 28 bitangenti di C. 

Se 2°= f(xy) @, come si pud sempre supporre a meno d’una trasfor- 
mazione reale (n° 3), l’equazione della nostra superficie, f= 0 essendo 
quella di C, alla rete R risponde sulla superficie stessa la rete delle sezioni 
fatte coi piani paralleli all’ asse z. Se le tracce di questi piani sul piano 
a(=-2,y) toccano la C le sezioni corrispondenti hanno ivi un nodo che 
diviene una cuspide se la tangente @ di flesso. 

Ciascuna delle sezioni fatte coi piani passanti per le 28 bitangenti 
@ spezzata in due coniche; a queste 56 coniche rispondono su #: gl’ intorni 
dei punti P,, le cubiche K;, le rette a,,, le coniche b,,: ciascuna coppia 
punto-cubica omologa, retta-conica omologa, @ imagine di una sezione piana. 

29. Piani doppi con sestica di diramazione dotata di due punti tripli 
infinitamente vicini, ovvero coni quadrici doppi con sestica di diramasione. 

Queste superficie si possono rappresentare sul piano semplice in modo 
che al sistema S, oo*, di grado 4 ad esse appartenente, corrisponda il 
sistema 2 delle sestiche con 8 punti base doppi P,, P,,..., P;. Questi 
punti si possono supporre distinti e generici, escludendo specializzazioni 
della sestica di diramazione che condurrebbero ai casi precedenti. I] sistema 
S genera sulla superficie una involuzione J,: quando le curve di S si pon- 
gono, al modo noto, in corrispondenza proiettiva coi piani di un S, reale 
si viene, come abbiamo gia detto, a rappresentare l’involuzione J, sopra 
un cono quadrico reale y. 

Incomineciamo a studiare la rappresentazione della superficie su questo 
cono. All involuzione J, risponde, sul piano £, Vinvoluzione J, generata 
dal sistema 2, e questa si pud anche generare mediante la trasformazione 
involutoria di 17° ordine in cui alla rete delle rette risponde la rete delle 
C,, cogli 8 punti base P,, P,,..., P, sestupli. Tale trasformazione ha 
una C, unita per cui quei punti sono tripli, la quale sega ogni curva di 
2 nei 6 punti doppi della g} ivi segata dalle altre curve di =. Nella 
corrispondenza fra J, e y alla C, unita risponde la sestica di diramazione. 
Fra le curve di 2 ve ne sono oo* spezzate nelle coppie di cubiche ap- 
partenenti al fascio individuato dai punti P,, P,,..., P,; ad esse rispon- 
dono le sezioni di y spezzate cioé quelle fatte coi piani per il vertice. 
Le cubiche di questo fascio passano tutte per un ulteriore punto P, di £, 
omologo del vertice di y. L’intorno di questo punto @ unito per la tras- 


*) Un fascio entro R contiene 12 curve con un punto doppio; cioe la C ha 
classe 12. Se tre punti base sono allineati (o sei sopra una conica) la classe si riduce 
a 10 e C acquista un punto doppio. Cosi pure se vi sono dei punti base infinita- 
mente vicini. 
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formazione considerata; sopra ogni cubica la g} segata dalle curve di 2 
ha un punto doppio in P, e gli altri tre sulla C, unita; a questi ultimi 
rispondono i tre punti comuni alla generatrice del cono omologa della 
cubiea, e alla sestica di diramazione. 

La trasformazione di 17° ordine suddetta ha 8 curve fondamentali 
di 6° ordine K,, K,,..., K, omologhe di P,, P,,...,P, con 7 punti 
doppi uno e triplo nel punto fondamentale a cui corrispondono. II sistema 
= possiede 120 curve particolari le quali sono costituite da: 


Ciascun punto P, colla curva omologa K, — ciascuna retta a,, colla 
curva di quint’ ordine a’;, omologa che passa semplicemente per P;P, e 
doppiamente per gli altri 6 punti, — ciascuna conica ¢,,, per cinque 
punti fondamentali (esclusi P,, P,, P,), colla quartica omologa passante 
doppiamente per P,, P,, P, e semplicemente per gli altri 5 punti, — cias- 
cuna cubica ¢,, con un punto doppio in P, e passante per tutti gli altri 
punti eccetto P, colla cubica omologa e¢,,(i,k = 1,2,...,8). 

A queste 120 curve rispondono i 2°(2—1)= 120 piani tritangenti 
alla sestica. Alle 12 eubiche del fascio che hanno un punto doppio rispon- 
dono 12 generatrici di y tangenti alla sestica, ecc. Proiettando il cono y 
da un suo punto sul piano a si ha facilmente che: Alle rette di a rispon- 
dono le curve d’una rete R di #, contenuta in Z con due punti base 
semplici, oltre gli 8 doppi, coniugati in J,; e in particolare alle rette 
uscenti dal punto 0 in cui la curva di diramazione C’ (proiezione di C) 
ha i suoi due punti tripli infinitamente vicini, le sestiche di Y spezzate 
in due eubiche di cui una fissa per i due punti base semplici; alle 120 
coniche tritangenti rispondono poi le 120 curve singolari suddette. 

Se la C’ @ reale (il che si pud sempre supporre se y ha punti reali 
cioe se ne ha la superficie considerata |cfr. n° 24]), ed @ f(xy) = 0 la sua 
equazione, sulla superficie z*= f(xy) le sezioni coi piani paralleli all’ asse 
z, rispondono alle curve di R; in particolare alle curve singolari rispon- 
dono 120 coppie di sestiche razionali: ciascuna coppia @ segata sulla 
superficie dal cilindro proiettante dal punto all’ infinito dell’ asse z una 
delle coniche tritangenti.*) 


*) Molte delle cose esposte ai n' 28—29 sono note: cfr. p. es. Bertini, loco cit. *) 
p. 37. 
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g 5. 


Falde reali delle superficie razionali. Loro relazione colle tras- 
formazioni antibirazionali involutorie collegate alla rappresentazione 
piana delle superficie. 


30. Sia F’ una superficie algebrica reale irriducibile, appartenente ad 
uno spazio reale qualunque e priva di singolarita reali, oppure dotata di 
sole singolarita reali isolate. La purte reale di I’ (fatta astrazione dalle 
eventuali singolarita isolate) risultera composta di un certo numero, even- 
tualmente nullo, di varieté a due dimensioni chiuse e connesse;*) ciascuna 
di esse si dira una falda reale di F. Parliamo, ben s’intende, di falde pro- 
ieltive, cioe non terminate dalla curva all’ infinito di F. 

Se la superficie F possiede singolaritaé reali allora noi possiamo, me- 
diante una trasformazione reale, mutarla in una superficie priva di singo- 
larita, operando per esempio come al n° 24. Se F” @ una tale trasfor- 
mata di F' noi definiremo allora come falde di I’ le omologhe di quelle 
della sua trasformata /”; né tale definizione pud dar luogo ad ambiguita 
qualora si scelga invece di F” un/’altra superficie F’” trasformata reale di 
F e priva di singolarité. Difatti allora le superficie 7”, F” si possono 
mutare realmente una nell’ altra, e poiche esse non hanno singolarita, le 
falde reali dell’ una si mutano evidentemente nelle falde reali dell’ altra. 


La definizione ora posta ha evidentemente carattere invariantivo per 
trasformazioni reali: se due punti reali appartengono ad una falda reale 
di F' essi appartengono per la stessa definizione alla medesima falda in 
qualunque trasformata reale di /.**) Per riconoscere se due punti reali 
appartengono ad una medesima falda di F si pud ricercare se esiste un 
cammino reale, tracciato interamente su F’, e non attraversante singolarita, 
il quale li congiunga uno all’ altro; e giova osservare che la proprieta si 
conserva anche se il cammino stesso attraversa linee o punti multipli 
reali ordinari purché si mantenga sempre nel medesimo intorno di essi. 
Basta riflettere un poco alla definizione di linea o punto multiplo ordi- 
nario e a quella di falda reale per assicurarsi della verita dell ’asserto. 


*) E noto, e d’altronde facilmente dimostrabile, che una superficie algebrica 
reale non pud possedere linee reali isolate che non siano multiple, né contorni. 

**) Si osservi perd che una trasformazione reale pud alterare la connessione di 
una falda di F, quando ne muti qualche punto (reale) in una curva a viceversa. 
E’ facile ad es. dimostrare che una falda bilatera diviene wnilatera se un suo punto 
si muta in una curva eccezionale: giovi l’esempio della ordinaria proiezione stereo- 
grafica d’una sfera su un piano. 
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31. Trattiamo ora delle falde reali delle superficie razionali muovendo 
dalla loro rappresentazione sul piano doppio « (o sul cono quadrico dop- 
pio y), e tenendo presente anche la loro rappresentazione sul piano sem- 
plice f stabilita nel precedente paragrafo. Da esso risulta che ogni super- 
ficie razionale reale si pud supporre (a meno di trasformazioni reali) rap- 
presentata da una equazione della forma 


(22) 2? = f(xy), 


f= 0 essendo una curva algebrica reale appartenente ad uno dei tipi di 
cui si parla ai n' 26—29 del § precedente. Per lo scopo che si proponiamo 
ci serviremo d’un metodo, che fu usato, anche dallo Zeuthen per lo studio 
reale della superficie cubica*) e che @ inspirato alle considerazioni se- 
guenti: 

Imaginiamo dapprima che la curva f(xy) = 0 sia priva di singolarita 
reali, e consideriamo le varie regioni connesse in cui resta diviso il piano 
« dai rami reali di f= 0; una regione sara completamente definita dal 
fatto che due punti (reali) di essa son sempre congiunti da un cammino 
continuo (reale) di « che non incontra la parte reale di f = 0, o dal fatto 
equivalente che in ciascuna regione f conserva lo stesso segno. Imaginiamo 
ora di tratteggiare tutte le regioni in cui f @ positivo, lasciando invece 
in bianco quelle in cui @ negativo: i due gruppi di regioni cosi determi- 
nati godranno della proprieta che due regioni contigue appartengono sempre 
a tipo diverso, e che per andare con un cammino continuo da un punto 
d’una determinata regione ad un punto di un’ altra regione della stessa 
specie bisogna necessariamente attraversare un numero pari di volte la 
parte reale di f = 0. 

Ad esempio se f= @ composta di pit ovali chiuse esterne una 
all’ altra le regioni d’un tipo sono quelle interne alle ovali, mentre all’ 
altro tipo appartiene l'unica regione esterna a tutte le ovali; se invece 
f= 0 @ composta di due ovali una interna all’ altra, appartengono allo 
stesso tipo la regione interna e quella esterna ad ambedue le ovali; all’ 
altro tipo appartiene invece la corona compresa fra le ovali stesse. E’ evi- 
dente che se nell’ equazione (22) si cambia il segno di f le regioni di un 
tipo si scambiano con quelle dell’ altro: perd giova ricordare che nella 
rappresentazione d’una superficie reale F' sotto la forma (22) il segno di 
f ® ben determinato (cfr. il n° 3 e la nota **) a pag. 36). 

Poiché nelle regioni tratteggiate il polinomio f(xy) @ positivo ad 
ogni punto P d’una di esse corrisponderanno due punti reali della super- 


*) Zeuthen, Etude des propriétés de situation des surfaces cubiques [Math. Ann. 8, 
pp. 1—30]. 
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ficie (22) i quali mentre P descrive una regione tratteggiata descriveranno 
una falda della superficie, la quale possieder&a quindi tante falde reali 
quante sono le regioni in cui f @ positivo. 

Se la curva f=0 ha punti multipli reali allora converra ritenere 
distinte due regioni dello stesso tipo che si connettano nel punto multiplo, 
quando per andare da una all’ altra attraverso il punto stesso bisogna 
mutar direzione cioe quando non si pud andare da un punto della 1* re- 
gione ad uno della 2* se non con una curva avente un vertice in quel punto. 

Tale distinzione @ sufficiente quando non intervengono punti multipli 
infinitamente vicini, caso del quale non ci occupiamo perch? a noi non 
occorre; essa si pud ricondurre con un ragionamento assai semplice alla 
nostra definizione di falde reali. 

32. Applichiamo ora il metodo indicato alle superficie z22= D(xy) di 
cui si parla nell’ enunciato in fine del n° 27, dimostrando che esse possie- 
dono m — 1 falde reali. Dalla definizione che noi abbiamo dato di tan- 
genti di 1* e 2° specie risulta subito che le prime appartengono intera- 
mente a regioni non tratteggiate, le seconde invece a regioni tratteggiate. 
Questa proprieté si conserva anche se il punto 2m — 2-plo della curva 
D(xzy) =0 non 2, come si supponeva al n° 27, all’ infinito sull’ asse y, 
(benché allora le sezioni fatte coi piani paralleli all’ asse ¢ e passanti per 
le rette del fascio che ha per centro il punto 2m — 2-plo non siano pid 
coniche ma curve razionali d’ordine 2) e cid perché due superficie aventi 
le curve di diramazione trasformate proiettive reali una dell’ altra, si equi- 
valgono per una trasformazione birazionale reale*), che subordina sul piano 

Per dimostrare che le regioni in cui D(xzy) 2 positivo (tratteggiate) 
sono m— 1, cioe la meta del numero delle tangenti di 1* specie partiamo 
da una di queste tangenti e spostiamola dalla posizione iniziale muoven- 
dola intorno al punto 2m — 2-plo O verso quella parte in cui stanno i 
punti di quel ramo reale che tocca la tangente considerata, e che son pros- 
simi al punto di contatto. La retta variabile, primitivamente esclusa da 
regioni tratteggiate, penetrera parzialmente in una di tali regioni, ed é@ 
chiaro che non ne uscira tutta, se non ripassando attraverso ad una posi- 
zione tangente. Ora il passaggio attraverso ad una tangente di 2* specie 
non fa subire alcun cambiamento a quei punti che si trovavano nella regione 


*) Si badi bene che questa trasformazione non é proiettiva. Se la proiettivita 
(reale) a = (x y’) , y= a @y) 
¥@y) v@y) 

curva D(ay) = 0 nella A(a’y’) = 0, le due superficie z?= D(ay), 2 *= A(a’y’) si equi- 


(», x, ¥ funzioni lineari intere di 2, y) muta la 


valgono per la trasformazione birazionale (reale) «= ? , y= a. ZY" = 2’, 
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tratteggiata; quindi la retta esce dalla regione considerata soltanto pas- 
sando attraverso ad una tangente di 1* specie, e in tal caso ne esce effetti- 
vamente. 

Per rendere ancora pid chiare tali considerazioni, s’ imagini di consi- 
derare una posizione della retta variabile molto vicina a quella iniziale e 
di segnare su essa i due punti A, B d’incontro col ramo della curva di 
diramazione che tocca la tangente iniziale, e un punto M interno a quello 
dei due segmenti A, B che sta nella regione tratteggiata. Continuando la 
variazione della retta intorno ad O si segnino, successivamente al primo, 
altri analoghi punti M, dedotti per continuité dalla posizione iniziale di 
questo punto: una tale operazione potra avere un termine solo quando il 
segmento su cui sta M si riduce a zero cioe quando si passa attraverso 
ad una posizione tangente di 1* specie. Il punto M descrive cosi una 
linea reale tutta situata entro la regione tratteggiata, e cid ne assicura 
che questa @ connessa. Due regioni cosi costruite non si connettono nel 
punto multiplo O perch® comprese entro angoli diversi col vertice in tal 
punto. Risulta in tal modo dimostrato che superficie con un fascio reale 
di curve razionali, le quali conducono a trasformazioni a) del n° 11 cou 
2m punti fondamentali semplici hanno m — 1 falde reali. Le superficie 
con un fascio reale di curve razionali possono condurre anche a trasfor- 
mazione dei tipi b), ¢) dello stesso n° 11; ma allora @ noto che le super- 
ficie stesse sono trasformabili realmente in una quadrica priva di punti 
reali nel 1° caso, in un piano reale nel 2°, e quindi hanno rispettivamente 
zero od una falda reale. 

33. Passiamo ora a studiare le superficie con una rete reale, di grado 2, 
di curve ellittiche cio® i piani doppi con quartica di diramazione che, pel 
n° 28 possiamo supporre irriducibile e priva di punti doppi. La rete R 
del piano # risulterd unita in 7’; e i punti fondamentalidi 7 cadranno al 
pin in P,, P,,..., P,, perche altrimenti R avrebbe delle curve fondamen- 
tali il che @ escluso se tre dei punti P,,..., P; non sono allineati o sei 
sopra una conica. Poiché le curve razionali individuate da un numero di 
punti <7 sono rette, coniche, o cubiche, cosi le curve fondamentali di 7’ 
eadono o fra le 7 cubiche K,, o fra le 21 coniche 6,,, o fra le 21 rette 
a,, di cui si parld al n° 28; e i punti fondamentali di 7’ sono al pid tripli 
per la rete omaloidica che corrisponde in 7’ alla rete delle rette. Tenendo 
conto di tali considerazioni e indicando con » lordine, con m il numero 
dei punti base di cui ¢ tripli, d doppi, o semplici, si trova facilmente che 
son possibili i casi qui sotto elencati: 
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e che le relative trasformazioni 7’, coll’ applicazione di successive trasfor- 
mazioni quadratiche si possono ridurre ai tipi del n° 11 e quindi ci ripor- 
tano ad un caso gid studiato*) fatta eccezione per il primo caso cio® per 
le trasformazioni antibirazionali involutorie di 8° ordine con 7 punti tripli 
P,, P,,..., P, aventi per omologhe le cubiche K,, K,,..., K,. 

Supponiamo ora che la superficie relativa a questo caso sia rappre- 
sentata dall’ equazione (22); allora @ noto che alle 28 bitangenti della 
quartica f = 0 rispondono le 28 coppie punto-cubica, retta-conica di cui 
al n° 28. 

Ora la trasformazione predetta muta in sé ciascuna delle 28 coppie 
suddette, scambiando in ciascuna coppia gli elementi che la compongono; 
ne segue che sulla superficie z*= f(xy) le due coniche corrispondenti ad 
una bitangente di f= 0 sono imaginarie coniugate. Da cid si deduce che 
tutte le 28 bitangenti di f= 0 son reali cio? che la quartica ha quattro 
rami reali pari**); e inoltre che la regione attraversata dalle bitangenti 
é quella in cui f @ negativa: dunque son tratteggiate le quattro regioni 
interne ai rami di f = 0, cioé la superficie ha quattro falde reali. 


*) Le trasformazioni quadratiche che si operano hanno sempre i tre punti fon- 
damentali in punti base della rete R e percid la mutano in una rete analoga che si 
pud sempre supporre in condizioni generiche come R. 

**) Zeuthen, Sur les courbes du quatriéme ordre [Math. Ann. 7 (1873) pp. 410—432]. 
Alcuni dei risultati di questa Memoria si potrebbero ricavare facendo uso dei nostri 
metodi: per brevitd ci dispensiamo dall’ esporre quanto riguarda tale ricerca. 
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34. E infine occupiamoci dei piani doppi con sestica di diramazione 
dotata di due punti tripli infinitamente vicini ossia dei coni quadrici doppi 
con sestica di diramazione. I] caso si tratta in modo analogo al prece- 
dente, determinando |’elenco delle trasformazioni possono lasciare unito un 
sistema lineare S di sestiche con 8 punti base doppi generici (nel senso 
che non individuano curve fondamentali per S) e riducendole ad ordine 
minimo coll’ applicazione di successive trasformazioni quadratiche. Si arriva 
cosi ad uno dei casi precedenti eccettuato il caso il cui la T sia una 
trasformazione di 17° ordine cogli 8 punti sestupli P,, P,,..., P, aventi 
per omologhe le sestiche K,, K,,..., K,. In tal caso si dimostra che 
la sestica di diramazione sul cono reale (che @ dotato di punti reali 
perché la superficie ha punti reali dato che la trasformazione suddetta, 
dordine dispari, ha sempre punti uniti) ha cimque rami reali e da 
luogo a cinque regioni tratteggiate su y. La superficie ha quindi cinque 
falde reali. 

Osservazione. A questo punto risultano classificate tutte le trasfor- 
mazioni antibirazionali involutorie; ritorneremo in seguito su tale classifi- 
cazione stabilendone delle proprieta essenziali. Per ora osserviamo che 
Punico caso dubbio in cui non si poteva affermare l’esistenza d’una rete 
reale di grado 2, (vedi n° 25) non si presenta perché una 7’ priva di punti 
uniti che laseci unito S @ riducibile al tipi b) del n° 11. Ne risulta 
che una superficie razionale si pud sempre considerare come un piano 
doppio reale. 

35. Dobbiamo ora giustificare |’affermazione del n° precedente relativa 
alla sestica del cono y. Il risultato che ad essa si riferisce rientra in una 
ricerca pid generale relativa alle proprieta della sestica sghemba (canonica) 
di genere 4, intersezione d’un cono quadrico reale y con una superficie 
cubica reale ©. Noi ci dedicheremo ora a questa breve ricerca che costi- 
tuisce una applicazione dei metodi della presente Memoria ad un problema 
non direttamente legato ad essa, anche per dare un esempio della portata 
dei metodi stessi a svariate questioni di realita. Abbiamo gia accennato 
alla nota **) a pag 47 ad altre applicazioni che conducono a risultati noti: 
non crediamo opportuno di trattenerci su esse limitandoci a risolvere il 
problema relativo alla sestica perché oltre ad essere utile direttamente allo 
scopo fondamentale della Memoria, presenta qualche interesse*). Tuttavia il 


*) Le relazioni fra i rami reali e i piani tritangenti di una sestica sghemba 
di genere 4 furono studiate da Klein, Uber Realitiitsverhdltnisse bei der einem be- 
liebigen Geschlecht zugehdrigen Normalkurve der m [Math. Ann. 42 (1893), pp. 1—29]. 
Pascal, Le varie forme delle curve storte di 6° ordine, ecc [Rend. dell’ Ist. Lomb. 
(2) 38 (1905), pp. 579—598]. Perd il ragionamento da me seguito e alcune delle 
conclusioni ricavate mi hanno persuaso ad esporre una nuova e breve dimostrazione. 
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lettore potra, senza preguidizio per il seguito, omettere quanto segue fino 
al termine del § qualora accetti come vero il risultato su cui si fonda 
la conclusione del n° precedente. 

Lo Zeuthen ha dimostrato nella Memoria citata alla nota **) a pag. 47 
che il numero ed alcune delle proprietaé di posizione dei rami reali della 
quartica piana reale di genere 3, son legati al numero delle bitangenti 
reali; per la nostra curva una tale relazione ha luogo invece fra i rami 
reali ed i piani tritangenti reali. 

Ricordiamo pertanto che una sestica C, di genere 4 situata sopra un 
cono reale y si pud sempre considerare come curva totale di diramazione 
d’una superficie razionale F' rappresentata sul cono doppio; se il cono, 
come supporremo, ha punti reali, la superficie suddetta si pud rappresen- 
tare sopra un piano doppio reale colla curva di diramazione C,’ dotata di 
due punti tripli infinitamente vicini, proiezione di C, da un punto reale del 
cono y. Alle sezioni piane di y rispondono su F curve d’un sistema oo* 
di grado 4 riferibile al sistema S delle sestiche per 8 punti base doppi 
d'un piano f su cui J’ si rappresenta semplicemente. La C ha 120 piani 
tritangenti; le sezioni di essi col cono danno per proiezione le 120 coniche 
tritangenti a C. A ciascuna di queste sezioni risponde su F’ una curva 
spezzata che ha per imagine su # una delle 120 coppie di curve singo- 
lari di cui al n° 29: se il piano tritangente @ reale lo @ pure la curva 
omologa di F, cioe la coppia singolare omologa in # @ unita nella rela- 
tiva 7. Se la 7 scambia i due elementi che la compongono, fra di loro, 
le due curve omologhe di /' sono complesse coniugate e il piano tritan- 
gente si dira di 1* specie; se invece la 7 lascia separatamente uniti i due 
elementi della coppia, cio® se le due curve di F' son reali il piano tri- 
tangente si dira di 2*. specie (cfr. coi n. 26. 27. 32). 

Premettiamo qualche altra semplice osservazione di carattere topolo- 
gico. Sul cono y la C, pud avere rami di due specie; rami incontrati 
dalle generatrici in un numero pari (2 0 0) di punti e rami incontrati in- 
vece in un numero dispari (3 0 1) di punti; a questi corrispondono nel 
piano rami incontrati in 2 o 0 oppure 3, 1 punto dalle rette uscenti dal 
punto singolare P di C,. Il tipo dei rami pari é un’ ovale chiusa che non 
gira attorno al cono, quello dei rami dispari un ellisse sezione del cono 
con un piano non passante per il vertice*). Una generatrice del cono 
incontra C, almeno in un punto; ne segue che CU, ha almeno uno e al pid 
tre rami dispari. Nel caso che vi sia un solo ramo dispari vi possono 
essere 0, 1, 2, 3,4, rami pari e non pid perché la C essendo di genere 4 








*) Si noti che le locuzioni pari e dispari si riferiscono al comportamento delle 
generatrici di y: rispetto ai piani di S, ogni ramo di C, é pari. 
Mathematische Annalen. LX XIII 4 
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ha, come @ noto al pit 5 rami reali*); nei due ultimi casi tutti i rami 
pari stanno in una determinata fra le due regioni in cui y @ diviso dal 
ramo dispari e dal vertice. Difatti in caso contrario un piano reale pas- 
sante per tre punti scelti su tre rami pari diversi e non tutti e tre ap- 
partenenti alla medesima regione incontrerebbe necessariamente questi tre 
rami almeno in 6 punti e di pid dovrebbe incontrare anche il ramo dis- 
pari, cioe avrebbe pid di 6 punti comuni con C,. 

Sul piano @ il punto P triplo per C,’ sara triplo o semplice come 
singolarita reale (con un analogo punto infinitamente vicino) secondo che 
la generatrice su cui é il centro di proiezione @ uni- o tri-secante la C,. 
Cioé in quel punto o un sol ramo tocchera una retta reale p, oppure al- 
meno due rami; e in quest’ ultimo caso uno di essi tocchera se stesso. 

Analogamente a quanto si @ fatto ai n° 31 si considerino le regioni 
in cui la superficie conica @ divisa dai rami reali di C, e dal vertice di y 
segnandole alternativamente bianche e tratteggiate; ad ognuna delle pos 
sibili distribuzioni corrisponde una superficie razionale reale F' rappresen- 
tata sul cono doppio colla curva di diramazione C, e con tante falde reali 
quant’ @ il numero delle regioni d’uno dei due tipi. Reciprocamente se 2 
noto il numero delle falde di F da questo si pud spesso dedurre il nu- 
mero dei rami di CU, badando al modo in cui devono dividere la super- 
ficie conica. Le considerazioni fatte sopra, permettono di assegnare sette 
tipi diversi di C, in relazione al numero e al comportamento dei rami 
reali: vedremo ora che essi son tutti possibili e dipendono parzialmente 
dal numero dei piani tritangenti. 

36. Le trasformazioni 7’ che lasciano unito il sistema S di # si pos- 
sono supporre ridotte ai seguenti tipi: 1° trasformazioni di 17° ordine 
(n° 34); 2° trasformazione di 8° ordine (n° 33); 3° trasformazioni a) del 
n°? 11 per m =—4,3; 4° trasformazioni c) del n° 11. Le trasformazioni 
b) dello stesso n° 11 non si presentano perché l’ipotesi che y abbia punti 
reali porta di conseguenza che ne abbia F. Ad ogni curva reale C pre- 
fissata corrispondono due tipi di superficie F’, F’ (associate) generalmente 
distinte per trasformazioni reali. Se f(xy) @ VTequazione di C,' le due 
superficie si possono rappresentare (a meno di trasformazioni reali) colle 
equazioni rispettive 
(23) = f(zy), 2#=—— f(xy). 

Tali due superficie son legate dalla corrispondenza (complessa) z, = 2, 


¥,=¥Y, 2,=%z: imaginando di rappresentarle su 6 in modo che i punti 
omologhi nella corrispondenza suddetta abbiano per imagine lo stesso 


*) Harnack, Uber die Vielteiligkeit der ebenen algebraischen Kurven (Math. Ann. 
10 (1876) pp. 189—198]. 
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punto, il sistema S rimane lo stesso per le due superficie. Le due tras- 
formazioni 7’ relative (associate) si ottengono una dall’ altra moltiplican- 
dole per l’involuzione birazionale di 17° ordine generata da S la quale @ 
mutata in sé da tutte e due le 7' ed @ quindi permutabile con esse. Le 
falde reali delle due superficie corrispondono ai due tipi di regioni deter- 
minate su y da C,. Esaminiamo ora i casi possibili: ° 

I) La 7 é di 17° ordine cogli 8 punti sestupli P,,..., P,: essa lascia 
unite tutte le 120 coppie singolari: C, ha quindi 120 piani tritangenti reali; 
la trasformazione associata @ una antiproiettivita con P,,...,P, uniti. 
Questo caso @ il pid difficile perche non @ noto il numero delle falde 
reali della superficie relativa a 7’; e d’altronde @ quello che interessa di- 
rettamente la nostra ricerca. Noi vogliamo provare che C, ha cinque rami 
reali, uno dispari e quattro pari. Percid osserviamo che se C, si trova in 
tali condizioni (e il caso @, come 2 noto, possibile), una delle due super- 
ficie (23) relative, ha cinque falde, e percid conduce ad una 7’ di 17° or- 
dine perché gli altri casi possibili per la 7, ed elencati in principio di 
questo n° conducono a superficie con meno di cinque falde. Per dimo- 
strare che questo @ il caso generale si fissi una 7 arbitraria di 17° or- 
dine, ece. e sia S il sistema unito coi punti base P,,..., P,, C, la rela- 
tiva curva di y: indi fissata su y una curva K, con cinque rami reali sia 
T’ la relativa trasformazione che lasci unito il sistema S’ coi punti base 
P,’,..., P, sempre appartenente al piano 8. La condizione affinché otto 
punti P,,..., P, siano fondamentali per una 7’ di 17° ordine equivale 
all’ altra ch’ essi siano uniti in una antiproiettivita involutoria; verificata 
questa, gli otte punti determinano un’ unica T del tipo suddetto. Rappre- 
sentiamo ora coi punti reali di uno S,, reale, i gruppi di 8 punti (qua- 
lunque) di 6 e dentro questo spazio consideriamo Ja variet&é imagine di 
quei gruppi di 8 punti che sono atti a individuare trasformazioni 7’ del 
tipo considerato, cio che sono uniti in qualche antiproiettivitaé involutoria; 
questa varieta @ una V,, conmessa, cioe d’una sola falda. Difatti per sod- 
disfare alle condizioni richieste si possono assumere ad arbitrio 4 degli 
8 punti (il che di 16 coordinate libere in S,,); dopo cid l’antiproiettivita 
resta individuata, perché trasformando proiettivamente quei quattro punti 
in punti reali di 6 l’antiproiettivita involutoria trasformata ha quattro 
punti uniti reali e si riduce quindi al coniugio. | trasformati degli altri 
quattro punti devon percid esser reali il che da altri 8 gradi di liberta 
per la loro scelta. Per mostrare che la V,, @ connessa, fissati due punti 
P,Q di essa a cui rispondono due gruppi G,, I, di 8 si faccian variare 
con continuité 4 punti di G, e di I, finché diventan reali facendo variare 
gli altri 4 in modo che i punti omologhi di S,, rimangano sempre su V,, 
il che per cid che sopra si @ detto, 2 possibile. Dopo cid i punti dei due 

4* 
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gruppi trasformati di G,, I, saran tutti reali e quindi i due gruppi si 
possono portare a coincidere senza che i loro punti cessino d’esser reali, 
cioé atti a individuarne una 7, Si viene cosi a tracciare su V,, un cam- 
mino che congiunge P, Q. 

Consideriamo ora in S,, i punti che son imagini di quei gruppi che 
fanno acquistare delle particolaria ad S (due punti infinitamente vicini, 
tre punti allineati ecc.); essi formano una V,, generica rispetto a V,, che 
la taglia percid in una V,, la quale non ne rompe la connessione. Siano 
P,P’ i due punti di V,, imagini dei gruppi P,,..., P.; Py’,..., Py e 
tracciamo sulla varietaé stessa un cammino PP’ non incontrante Vy. Ne 
seguira che i due sistemi S, S’ si possono, con variazione continua, por- 
tare a coincidere, in modo che, durante la variazione essi individuano sem- 
pre una 7’ di 17° ordine, senza acquistare particolarita. Muovendo dunque 
da S’ e dalla superficie relativa a 7”, tale superficie varierd, e, rappresen- 
tandola in modo continuo sul cono doppio y, variera K,; quando S” sara 
portato in S, 7” coincidera con 7 e la superficie relativa coinciderd a meno 
di una trasformazione reale con quella che aveva CU, per curva di dira- 
mazione. Ora tale superficie @ rappresentabile sul cono y doppio colla 
curva di diramazione K,’ dedotta per continuita da K,;.e poiché S’ va- 
riando non ha mai acquistato particolarita cosi K, non ha mai acquistato 
punti doppi e percid ha ancora cinque rami e la superficie relativa a T 
cinque falde: dunque anche C, ha cinque rami reali. 

Il) La 7’ @ di 8° ordine coi 7 punti tripli P,,..., P,: il punto P, 
® unito. Delle 120 coppie singolari sono unite: 

Una coppia punto-sestica (P,, K,), sette coppie retta-quintica (a,,, @,,; 
i=1,..., 7), trentacinque coppie conica-quartica (¢,,,, ¢.,,; 7, 8, t=1,...,7), 
ventun coppie cubica-cubica (¢,,, ¢,; i,k = 1,..., 7); in tutto 64 coppie 
che danno luogo a 64 piani tritangenti reali. La superficie J’ relativa ha 
quattro falde (n° 33) e percid, come si vede badando alla distribuzione 
delle regioni, C, ha quattro rami di cui tre pari. Reciprocamente una tale 
C, conduce a superficie con 4 falde e quindi ad una 7 di 8° ordine, cioe 
ha 64 piani tritangenti reali. 

Ill) La-7 2 di 4° ordine col punto triplo P, e i sei punti semplici 
P,,..., P;; P, ® unito. Sono unite: 

Una coppia punto-sestica (P,, K,), una coppia retta-quintica (a,,, @),), 
quindici coppie conica-quartica (a, ,,, 4, ,,: i,k = 2,..., 7), quindici coppie 
cubica-cubica (e;,, &,; 1,4 = 2,..., 7); im tutto 32 coppie, cioe 32 piani 
tritangenti reali. 

F ha tre falde (n° 32): C, ha tre rami reali di cui due pari non se- 
parati dal ramo dispari e dal vertice. E reciprocamente ogni CU, siffatta 
ha 32 piani tritangenti. 





es 
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IV) La T @ di 3° ordine col punto doppio P,, e i punti semplici 
P,,..., P,: allora si danno due sottocasi: 

a) P,, P,, P, sono uniti: allora son pure unite: 

Tre coppie punto-sestica (P,, K,; i = 6, 7,8), tre coppie retta-quintica 
(a,,, 4,3 & = 6, 7,8), nove coppie conica-quartica (¢,,,,¢,,,; rs = 6, 7, 8 
oppure 2,...,5), nove coppie cubica-cubica (¢,,, ¢,,; i, k = 6,7, 8, oppure 
2,..-,5); dunque 24 piani tritangenti reali. 

b) P,, P; sono omologhe e P, @ unito; allora sono unite: 

Una coppia punto-sestica (P,, K,), una coppia retta-quintica (a,,, a, ,), 
sette coppie conica-quartica (¢,57,C,¢73 Ci) Cips3 Y) 8 = 2,---, 5), © setic 
coppie cubica-cubica (¢,,, 63 x) 43 +) = 2,...,5); dunque in tutto 
16 piani tritangenti reali. 

La superficie F’ ha due falde; allora dalla solita considerazione delle 
regioni si conclude che per i rami di ( sono possibili i casi seguenti: 

Un ramo dispari e due pari separati dalla coppia ramo dispari-vertice; 

Un ramo dispari e uno pari; 

Tre rami dispari. 

Di questi tre casi il 1° e il 3° conducono a superficie F, F’ asso- 
ciate, ambedue con due falde, mentre il 2° conduce a due superficie asso- 
ciate una con due falde l’altra con una. Ora la trasformazione del caso 
a) conduce ad una trasformazione associata dello stesso tipo, quella del 
caso b) conduce ad una trasformazione riducibile ad antiproiettivita. Ne 


segue che nel caso b) si ha un ramo dispari e uno pari, nel caso a) uno 
degli altri due tipi suddetti, dato che ambedue siano possibili; e recipro- 
camente. 


Ora la possibilita di tre rami dispari si prova col noto metodo della 
piccola variazione partendo da una sestica spezzata in tre coniche sezioni 
di y con piani che ne taglino una sola falda; la possibilita dell’altro caso 
si prova in modo analogo, partendo da una sestica spezzata in una quar- 
tica con due rami (pari) distinti (per esempio dalla conveniente sezione 
di y con un’ iperboloide a due falde), e in una conica che assieme al ver- 
tice separi i due rami della quartica. 

V) La T é antiproiettiva; allora degli 8 punti P,,..., P, aleuni sono 
uniti, altri associati due a due: i cinque casi possibili danno luogo rispetti- 
vamente a 120, 64, 32, 16, 8 coppie singolari unite cio? ad altrettanti piani 
tritangenti reali. Considerazioni assai semplici, basate sulle trasformazioni 
associate mostrano che i primi quattro casi portano ai tipi gia noti, l’ul- 
timo a un solo ramo dispari. Dunque riassumendo: 

I rami reali @una sestica sghemba C, di genere 4 (canonica), situata 
sopra un cono quadrico reale (dotato di punti reali), dipendono dal numero 
dei piani tritangenti reali nel modo espresso dalla seguente tabella: 
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— —— : 
Pieni | Rami | . “- | 
. . |_————__—_— sservazioni 

| tettangents pari | dispari | 

== 2 mea : - 

120 set 3 | sole 

| I rami pari non sono 

64 3 1 separati dal ramo dis- 

pari e dal vertice | 
32 2 | 
24 2 1 I rami pari sono separati | 

| — - —_— - 

24 . | 
16 _~-*. f ¢ 

z_ | 0 1 | 








Altre proprieta relative al comportamento dei piani tritangenti rispetto 
alle regioni determinate dalla (, sul cono si possono ricavare facilmente, 
ma hanno poca importanza. 


Capitolo Terzo. 


§ 6. 


Tipi ulteriormente irriducibili di trasformazioni antibirazionali in- 

volutorie. Fondamenti per la classificazione delle superficie razio- 

nali reali di fronte al corpo delle trasformazioni birazionali reali. 

Relazione fra il numero delle falde e il valor minimo dell’ inva- 
riante I di Zeuthen-Segre. 


37. Le ricerche dei § precedenti, in particolare quelle dei numeri 11, 
33,34 permettono di assegnare cinque tipi di trasformazioni antibirazio- 
nali involutorie, ai quali sono riducibili tutti gli altri per trasformazioni 
birazionali. Eccettuato il caso delle trasformazioni antiquadratiche frive 
di punti uniti, gli altri quattro presentano perfetto riscontro coi tipi noti 
a cui son riducibili le involuzioni birazionali (Bertini, Kantor, Castelnuovo, 
Wiman); noi ci proponiamo di dimostrare che, anche in questo caso, si 
tratta di tipi irriducibili uno all’ altro, e che di pid il numero dei punti 
fondamentali relativo @ il minimo possibile. Enunciamo pertanto il 

Teorema lV. Le trasformazioni antibirazionali involutorie T del piano 
son riducibili, per trasformazioni quadratiche successive, ai seguenti tipi, di- 
stinti fra loro, e aventi il minimo numero di punti fondamentali: 

a) Coniugio; 

b) Trasformazioni antiquadratiche senza elementi uniti; 
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c) Trasformazioni dordine m + 1 con un punto fondamentale m-plo O 
e 2m punti fondamentali semplici P; (i= 1,..., 2m), distinti, o infinita- 
mente vicini ad O in direzioni distinte, ed aventi come rette fondamentali 
omologhe le rette p, (p, = OP;; i=1,...,2m; m> 1); 

d) Trasformazioni di 8° ordine con 7 punti tripli Pi =1,...,7) di- 
stinti, aventi ordinatamente per omologhe le cubiche K,, 

[K, = (Py’, Ps, ---, Pri 

e) Trasformazioni di 17° ordine con 8 punti sestupli P,(i =1,..., 8) 

distinti, aventi ordinatamente per omologhe le sestiche K,, 
[K, = (P,', P,’, ..., Ps*)). 

Prima di completare la dimostrazione di questo teorema, premettiamo 
aleune osservazioni. La trasformazione a) si sarebbe potuta includere nel 
caso ¢) per m=; abbiamo preferito tenerla distinta per evitare nelle 
trasformazioni c) il caso m=1 che @ ulteriormente riducibile. Per le 
trasformazioni d), e) si pud aggiungere che i punti fontamentali son gene- 
rici, nel senso gia precisato ai n'‘ 28, 29, 33, 34. 

Dai § precedenti risulta che alle trasformazioni del tipo a) corrispon- 
dono superficie con una falda e reciprocamente; alle b) superficie con 0 
falde, alle d) con 4, alle e) con 5, infine alle c) con un numero m qua- 
lunque > 2 di falde. 

Tale considerazione mostra subito che, siccome due superficie con 
numero differente di falde son distinte per trasformazioni reali, cosi le 
trasformazioni a) b)d)e) sono irriducibili una all’ altra, e cosi pure due 
c) per valori diversi di m. Pud soltanto rimanere il dubbio che le trasfor- 
mazioni c) per m = 4,5 non differiscano (a meno di una trasformazione 
birazionale) dalle d), e), poich® in tale caso le superficie corrispondenti 
hanno rispettivamente lo stesso numero di falde. L’ipotesi che qualche 
c) fosse simile a una d) od e), porterebbe di conseguenza che queste ultime 
trasformazioni lasciassero unito almeno un fascio di curve razionali; se noi 
dimostreremo che tale possibilita @ assurda non rimarra pid aleun dubbio 
cirea ]’indipendenza reciproca delle trasformazioni elencate. 

Riferendoci al caso d) si supponga che sia C una curva algebrica 
qualunque facente parte d’un sistema lineare |C|, unito, e avente in 
P,,..., P; le molteplicita a,,...,@,, oltre ad altri eventuali punti base; 
poiché la molteplicita di C in P, eguaglia il numero delle intersezioni 
della curva del sistema con K,, fuori di P,,..., P,, ne segue che, se 
n ® Yordine d’una C si avra: 

3n = 3a, + a+---+a,. 

Dalle altre equazioni analoghe risulta subito a, — a,=---=«a,= ; , 

e reciprocamente si vede subito che tale condizione é@ sufficiente perché il 














56 \. Comessartt. 


sistema |C| sia unito nella trasformazione d). In modo analogo si trova, 
che se #,,...,8, sono le molteplicita in P,,..., P,, per le curve d’un 
sistema lineare |(| unito in e), dev’essere 8B, = --- = B, = : . Dunque un 


sistema lineare qualunque unito in d), e) @ formato di curve d’ordine 3m 
con 7 od 8 punti m-pli, e ulteriormente con altri punti base. Orbene noi 
dimostreremo che non esistono fasci di curve razionali dordine 3m con 7 
punti base m-pli. 

38. Sia infatti |C| un fascio di curve razionali d’ordine 3m con 7 
punti base m-pli ed ulteriormente con altri punti base di molteplicita 
Y1) Te) ---)%3 Slecome, com’ @ noto, e come del resto si ricava subito dalle 
formole di condizione, le condizioni imposte dai punti base ad un fascio 
di curve razionali sono indipendenti, cosi potremo considerare un fascio 
di curve razionali, colle stesse molteplicita in punti affatto generici del 
piano. Allora dal calcolo del genere e della dimensione del sistema seguira: 


h 
(24) Se » — m(m -1) +1, 
a=1 


h 


Yr, (r,+ 1) 
(25) Sy ot -m(m+1)—1, 
s=1 
da cui si ricava 
h h 
, 4 
26 Sr 2 — 2m? vy — 2m — 2. 
(26) ; ; 


s=1 s=1 
Queste formole mostrano anzitutto che non pud essere h = 0, altrimenti 
sarebbe m=. Indichiamo allora con r, il massimo fra i numeri 7, ,7,,...,7 
ci proponiamo di dimostrare che @ r, > m.*) Difatti si ha 


%) 


a a 


h 
~* | *, 2 “ 
Sr24+2 Sr, =| Ss", |’, (t + k) 
s=1 i,k=1 s=1 


e inoltre si pud scrivere 
2 S17, =f (Mots te- t+) + reli t%t+°+:+ +7) 
toes FHS, + et °° * + My 1)- 
Se fosse r,< m sarebbe 


(27) Sy te tata t th), 





*) Si potrebbe ricavare questa diseguaglianza dalla proprieta nota, che la somma 
delle molteplicita nei tre punti in cui é@ pit elevata, dev’essere maggiore dell’ordine 
di C. Cfr. p. es. Caporali loco cit (*) p. 28 n° 1. Noi per maggior chiarezza sull’ applica- 
bilita del procedimento, esponiamo qui una breve dimostrazione, adatta al nostro caso. 
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per i=2,...,h, e anche per i= 1 in virti della 2* delle (26); e quindi 
risulterebbe 


A 
~4 


h 
2 > rn = S13 > 2m", (i +h) 
i.k=1 s=l 
e quindi 
h 2 
| Ss’, = 4m’, 
ont 
il che, per la 2* delle (26) @ assurdo. 
Risulta da cid che r, @ >m; ma daltronde se fosse r,— m la (27) 
varrebbe per i= 2,...,h e si avrebbe 


h h 
’ “ eq ° 
eT > 
i,k=1 s=2 
e inoltre per i= 1 
1 (% + ++ +7,) = m(m — 2) = m?— 2m = r,?— 2m, 


cioe in definitiva 


h h Foie \ 23 
%, am 
‘ > ‘=e 7} 29 k 
2 > rv,=> > ri— 2m; ( > r, => 4m?— 2m, (t + k) 
i,k=1 s=1 s=1 é 


in contraddizione ancora colla 2* delle (26). 

Il fascio |D| ha adunque 7 punti base m-pli e un punto base di mol- 
teplicita r, = m +, (¢ >0); ma allora, mediante la trasformazione in- 
volutoria di 17° ordine con gli 8 punti base suddetti sestupli, il fascio | D| 
si muta in un fascio |D’| d’ordine 3m — 6¢ con 7 punti base m — 2¢-pli 
(e un punto m — 3¢-plo): posto n = m — 2, si ricade adunque di nuovo 
nello stesso caso. Ora una tale conclusione é assurda perche, siccome il 
ragionamento precedente @ sempre valido per m > 0 seguitando la ridu- 
zione si arriverebbe addirittura a far sparire il fascio |D|. Resta dunque 
provato quanto avevamo asserito in fine del n° precedente. 

39. Per completare la dimostrazione del teorema IV ci rimane an- 
cora da provare che le trasformazioni elencate nell’ enunciato relativo non 
si possono trasformare birazionalmente in altre aventi minor numero di 
punti fondamentali. Da osservazioni semplicissime segue che il teorema 
si pud supporre dimostrato per i casi a), b), d), e), e, nel caso c), per 
m = 2,3,4. Sicche restera da studiare il caso c) per m> 4. Sia adun- 
que 7 una trasformazione con h punti fondamentali P,, P,,...,P, la 
quale sia riducibile ad una c) d’ordine m+ 1; si vuol provare che @ 
2m+1<h. Proviamo anzitutto che esiste un fascio di curve razionali 
unito in 7, e non avente punti base fuori di P,,..., P,. Si riprenda 
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percid il procedimento del n° 24 e si osservi anzitutto che, qualunque sia 
il sistema lineare |C| da cui si parte (dotato di tutte le proprieta di cui 
allo stesso n° 24) l’ultimo sistema a cui si arriva @ un fascio di curve ra- 
sionali; difatti un’altro qualunque fra gli altri due sistemi possibili con- 
durrebbe o ai casi d) e) il che @ assurdo perch? 7’ possiede almeno 
un fascio di curve razionali unito, o al caso c) per m= 2,3 perché a 
questi tipi si riducono tutte le 7 che lasciano unito uno dei sistemi II, Lil 
del n° 24. 

Poiche si pud supporre (n° 24) che i punti base di |C non cadano 
fuori di P,, P,,..., P,, bastera dimostrare che, nel procedimento di suc- 
cessiva aggiunzione, non si introducono ulteriori punti base. Difatti se 
|C| & scelto come al n° 24, fra le curve di |C| per un punto qualunque P 
del piano diverso dai punti base, ve ne sono di quelle il cui genere egua- 
glia quello della C generica. Pertanto le |C’| non potranno avere alcun 
punto base fuori di P,,..., P, dovendo esse segare la serie canonica com- 
pleta sulla generica C. Inoltre, se P @ un punto qualunque del piano, fra 
le |C’| per P ce ne saranno sempre di quelle il cui genere @ eguale a 
quello della curva generica, se |C’| non @ composto con un fascio di curve 
razionali. Difatti l’ipotesi contraria porterebbe di conseguenza |'esistenza 
di qualche punto Q tale che tutte le C’| per esso avrebbero di conse- 
guenza un punto multiplo in Q, e cid contraddice al teorema di Clifford 
sulla generica C per Q, a meno che |C’| non sia riducibile, o |C| non sia 
un sistema di curve iperellittiche le quali due ipotesi equivalenti portano 
alla conseguenza che |C’| sia composto con un fascio di curve razionali*), 
che allora, come deriva subito dalle ipotesi fatte su |C|, @ unito in 7’ e non 
ha punti base fuori di P,,..., P,. Se dunque non si cade in questo caso 
si potra applicare ancora a|C’| il procedimento di aggiunzione, sicuri che i 
sistemi successivi non acquisteranno mai punti base fuori di P,, P,, ..., P,. 
Cid premesso, sia ® il fascio di curve razionali, unito in 7 e avente i 
suoi punti base in P,, P,,...,P. (r<h): trasformiamolo in un fascio 
di rette mediante una trasformazione birazionale S fra il piano 2 conte- 
nente ® e un altro piano 2,; noi possiamo, come @ noto, supporre che i 
punti fondamentali di S su 2 cadano solo in punti base di ® che saranno 
in numero di s non minore di r—1. Indichiamo con C,, C,,..., C, le 
curve fondamentali di S su 2 (distinte o infinitamente vicine), e con 
T’=S~-'*TS la trasformazione di z,, trasformata di 2 mediante S. 

Siano P’ e p’ un punto e una curva fondamentale omologhi in 7”, P,p 
i loro corrispondenti su x. Potra darsi allora che P e p siano due punti 
o un punto e una curva, 0 una curva e un punto, oppure due curve. Il 


*) Castelnuovo, loco cit. p. 34 ***). 
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1° caso @ da escludere perché il punto p sarebbe fondamentale per S senza 
esserlo per 7; nel 2° caso il punto P @ fondamentale per 7' senza esserlo 
per S cioe @ uno degli h—s punti siffatti; nel 3° e 4° caso P @ una 
curva fondamentale per S, cio una fra le C,, C,,...,C,. Adunque 7” ha 
al pit h punti fondamentali. 

Poiche 7” lascia unito un fascio di rette si potranno applicare ad 
essa le riduzioni dei n‘ 10,11 e cosi operando, al pid si diminuira il nu- 
mero dei punti fondamentali perché la 7 ha punti uniti. Si cadra infine 
sopra una trasformazione 7” appartenente al tipo c) del n° 37, e questa 
dovra avere 2m-+ 1 punti fondamentali perché altrimenti, per l’ipotesi 
fatta su 7, esisterebbero due c) simili, con un numero differente di punti 
fondamentali. Sara dunque h > 2m +1, c.d.d. 

40. Riprendiamo ora la considerazione dei sistemi lineari reali I, II, III, 
trovati al n° 24. L’esistenza d’un sistema del |. tipo porta di conseguenza 
che la 7 relativa appartenga ai tipi a), b), c) del n° 37; invece l’esistenza 
d’un sistema del II. tipo e la mancanza di fasci di curve razionali reali 
porta necessariamente al caso d), e Yesistenza d’un sistema del III. tipo 
ma non di sistemi dei due tipi precedenti conduce al caso e). Queste con- 
siderazioni, unite a quelle del § 5 e alle conclusioni del teorema IV, ren- 
dono pienamente giustificata la distinzione stabilita dal seguente 

Teorema V. Le superficie razionali reali considerate in relazione ai 
sistemi lineari reali su esse esistenti si dividono in tre famiglie: 

I) Stuperficie su cui esiste un fascio reale di curve razionali; 

Il) Superficie su cui non esiste un tal fascio ma esiste una rete reale, 
di grado 2, di curve ellittiche; 

IIT) Superficie su cui non esistono sistemi lineari dei due tipi prece- 
denti; ma esiste un sistema co* di curve di genere 2, rappresentabile col 
sistema delle sestiche piane per 8 punti base doppi. 

Le superficie della 1. famiglia possono avere un numero qualunque di 
falde reali, quelle della Il. ne hanno 4 e quelle della terza 5. 

Superficie appartenenti a famiglie diverse son distinte di fronte al corpo 
delle trasformazioni birazionali reali. 

Questo teorema @ un primo passo verso la classificazione completa 
delle superficie razionali reali dal punto di vista delle trasformazioni reali. 
La distinzione ch’esso stabilisce, si rende necessaria oltre che per la ra- 
gioni suesposte per altre ragioni anche pid forti che scaturiranno dai teo- 
remi seguenti. Distingueremo le superficie d’ogni famiglia in gruppi po- 
nendo in ogni gruppo tutte le superficie di quella famiglia che hanno un 
dato numero di falde reali; ne risultera che solo la superficie della 1. fa- 
miglia si suddividino in pid gruppi. Ogni gruppo si suddividera poi in 
classi, ponendo in una stessa classe quelle superficie che si equivalgono 
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per trasformazioni reali; a ciascuna classe restano legati particolari inva- 
rianti reali che studieremo nel seguente § e che, seguendo l’uso, si chia- 
meranno moduli. Ad ogni gruppo di valori attribuiti a questi numeri corri 
sponde una ben determinata classe di superficie razionali reali. 

Occupiamoci ora del carattere J e del suo legame cogl’invarianti 
geometrici della superficie: la risoluzione di tale problema, @ contenuta nel 
seguente: 

Teorema VI. J/ valore dell’ invariante di Zeuthen-Segre inerente alle 
superficie razionali reali aventi uno stesso numero m di falde, e appartenenti 
ad una medesima famiglia, non pud discendere al disotto di un minimo che 
si raggiunge effettivamente con una opportuna trasformazione birazionale reale. 
Il valor minimo a cui si allude é dato dalla tabella sequente: 

Per la I. famiglia 

I=2m sem>1, I=—1 sem—1, =0 sem=0; 

Per la Ul. famiglia I= 6, m= 4; 

Per la Ill. famiglia I= 7, m = 5. 

La dimostrazione di questo teorema dipende essenzialmente dai teo- 
remi III (n° 23), IV (n° 37) e dalla ricerca del § precedente. Poiché il 
teorema IV stabilisce che le trasformazioni elencate nell’ enunciato rela- 
tivo hanno il minimo numero di punti fondamentali, segue subito in virta 
del teorema III qual’ @ il limite inferiore per il valore di J. Restano eccet- 
tuati solo i casi delle superficie con 1 e 0 falde per cui non vale il teo- 
rema III; esse cadono nella J. famiglia e corrispondono alla trasformazioni 
a) b) del teorema IV; d’altronde poiche queste superficie son trasformabili 
realmente in un piano o in una quadrica priva di punti reali, si ricava 
subito che i valori minimi di J relativi sono rispettivamente — 1, 0. 

Per provare poi che ad ogni trasformazione 7’ del Teorema IV corri- 
spondono superficie su cui il valore minimo di J é effettivamente raggiunto, 
basta assumere come sistema lineare imagine di quello delle sezioni piane 
© iperpiane un sistema |C| costruito p. es. come al n° 24 (con punti base 
solo nei punti fondamentali di 7’), e ricordare il Teorema II (n° 23) e il 
n° 19. 

Una conseguenza immediata del Teorema VI si pud enunciare nel 
modo seguente: 

Una superficie razionale reale avente Vinvariante di Zeuthen-Segre equale 
ad I ha al pit m= B falde reali, e tale limite é raggiunto. Fanno 
eccezione i casi I= —1,0,6,7 per cui m pud assumere i valori 1,0, 4, 5. 
Nei due ultimi casi il limite superiore é raggiunto da superficie appartenenti 
rispettivamente alla 2*. e 3*. famiglia. 

Osservazione. Senza la distinzione stabilita dal teorema V ai valori 
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m = 4,5 corrisponderebbero due minimi differenti per J; anche cid giusti- 
fica il criterio di classificazione adottato.*) 


41. Il procedimento, pid volte richiamato, mediante cui a partire da 
un sistema lineare, unito in una trasformazione 7’, si pud costruire una 
superficie razionale reale F, da modo di costruire per ognuno dei tipi 
elencati dal Teorema IV, un modello particolare di superficie, anche sotto- 
posto a condizioni prestabilite, com’ @ per esempio quella di corrispondere 
al valore minimo di J. Accenneremo brevemente a qualche soluzione di 
questo problema. 


Per le superficie con una falda (trasformazione a)) si pud prendere come 
modello il piano reale, e per quelle con zero falde (trasf. b)) wna quadrica 
(o cono) reale priva di punti reali, com’ ¢ gid noto. Per le superficie con 
2 falde la 7 @ una c) con m= 2, e si pud prendere come sistema |C| 
quello delle cubiche per O, P,, P,, P;, P,; la superficie relativa @ una F, 
di S, a sezioni ellittiche. Proiettando questa superficie da un punto gene- 
rico di S, si ha una F, di S, con conica doppia, proiettandola invece da 
un suo punto reale si ha una superficie cubica. Si pud dire anche che nel 
1° caso il sistema delle sezioni piane della superficie ha per imagine un 
sistema co* contenuto in |(C| e privo di ulteriori punti base; nel 2° caso 
il sistema che si ottiene deriva da |C) coll’ imposizione di un punto base 
in un punto P unito in 7.**) La superficie cubica ha perd l’invariante 
J = 5, superiore di una unita al valor minimo 2m = 4; cid dipende dall’ 
esistenza di un punto base P diverso dai punti fondamentali di 7. 

Nel caso generale delle superficie appartenenti alla 1*. famiglia corri- 
spondenti a trasformazioni c), con m qualunque, si pud partire dal sistema 
oo? delle C,, , , col punto (m—1)-plo O, e coi punti semplici P,, P,,..., Ps,,. 
Si ottiene cosi una F,,, di S,,,, con un fascio razionale di coniche, e 
quindi, per proiezione generica, un’ analoga F,,, di S,. Se invece si pro- 
ietta dall’ S,,_, individuato da m—1 punti reali di F,,, si ottiene una 
F,,, di S; con retta m— 1-pla. Cid equivale ad estrarre dal sistema 
delle C,,,, suddetto, un sistema oo*%, imponendo m —1 punti Q,,..., Q,41 
uniti in 7. La superficie cosi ottenuta ha il valore di J superiore di m— 1 
unita al relativo minimo. 

Per le superficie della 2*. famiglia, il minimo sistema, almeno oo* 
unito nella relativa d) @ il sistema delle sestiche coi sette punti base 
P,,..., P,; doppi. La superficie imagine @ una F, di S, a sezioni di ge- 
nere 3 che ha per proiezione generica una J, di S, con curva doppia di 


*) Una classificazione analoga trovasi in Enriques, loco cit *) p. 35 n° 6 
**) Si studia assai facilmente il modo di operare della 7' su quei punti e curve 
del piano che corrispondono alle 27 rette, e si trova che 3 sole sono reali. 
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18° ordine. Una proiezione particolare @ la superficie di quarto ordine 
z= f(xy), f= 0 essendo la quartica di diramazione (con quattro rami 
reali). Il sistema relativo si ottiene dal sistema oo® di sestiche suddetto, 
considerando quelle che passano per i 4 punti comuni alla (, unita nell’ 
involuzione piana generata dalla rete R di cubiche (n° 28), e a una curva K 
di questa rete; cioe @ il sistema co® individuato da C, e da una sestica 
spezzata in K e in una cubica variabile entro R. All’ intorno del punto 
z= oo corrisponde K, e alla sezione col piano all’ infinito, ch’ @ spezzata 
in 4 rette eccezionali, corrispondono i quattro intorni dei punti base sem- 
plici; il valore di J supera il minimo di 4 unita. 

Nel caso della 3*. famiglia il minimo sistema unito in e), e almeno 
co® @ quello delle C, coi punti base P,,..., P, tripli; esso da luogo a 
una F, di S, a sezioni di genere 4, e per proiezione generica, a una F, 
di S, con curva doppia di 24° ordine. Per proiezione particolare si pud 
ottenere in modo analogo al precedente la superficie z* = f(xy) con sestica 
di diramazione. 


§ 7. 


Ulteriori ricerche sui sistemi lineari caratteristici per le famiglie 
di superficie razionali reali. Moduli di queste superficie e delle 
trasformazioni antibirazionali involutorie: loro numero e loro 

interpretazione geometrica. 


42. Sopra una superficie razionale reale J’ appartenente ad una deter- 
minata famiglia chiameremo sistema lineare caratteristico uno qualunque 
dei sistemi lineari reali la cui esistenza stabilisce, secondo le norme del 
Teorema V, a quale delle tre famiglie appartenga F. 

Uno studio accurato di questi sistemi si rende necessario quando si 
vogliano precisare le condizioni d’identita birazionale reale di due super- 
ficie razionali reali. E invero una trasformazione birazionale fra due super- 
ficie siffatte muta un sistema caratteristico in un altro analogo; sicch? 
lidentita birazionale reale richiede, oltrech? l’esistenza di sistemi carat- 
teristici analoghi (cio? l’appartenerre a una medesima famiglia), e |’egua- 
glianza dell’ invariante m (o del valor minimo di J), anche la possibilita 
di trasformare realmente, uno nell’ altro, due sistemi caratteristici. Per 
rispondere alla questione che ci proponiamo, si rende dunque necessario: 

a) Uno studio accurato di fuéti i sistemi lineari caratteristici esistenti 
sopra una delle nostre superficie F, dal punto di vista di quelle proprieta 
che caratterizzano la possibilita di trasformarli realmente uno nell’ altro 
colla relativa superficie; 

b) La determinazione di queste proprieta e degl’ invarianti ad esse 
collegati. 
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Daremo la preferenza, in ordine di ricerca, alla prima di tali questioni, 
benché, in certo modo, essa dipenda dalla seconda, limitandoci allo studio 
di quelle proprieté che interessano quest’ ultima. Ci possiamo risparmiare 
lo studio delle superficie con 1 0 0 falde; perché le prime son tutte tras- 
formabili realmente in un piano reale e quindi equivalenti di fronte alle 
trasformazioni reali (cio non hanno moduli), e lo stesso accade per le 
superficie prive di falde reali perch? tutte le trasformazioni di tipo b) sono 
simili. 

Difatti la proprieta fu gid dimostrata al n° 9 separatamente per i due 
casi dei tre punti fondamentali distinti o di due punti fondamentali in- 
finitamente vicini; e d’altronde neppure questi due casi son distinti perché 
si passa da uno all’ altro con una conveniente trasformazione quadratica, 
operando in modo analogo al n° 10. 


43. Incominciamo dalle superficie della 1. famiglia; la ricerca dei 
sistemi lineari caratteristici equivale alla determinazione dei fasci di curve 
razionali uniti nella relativa trasformazione c). Risulta subito dalla pro- 
prieta d’essere uniti, che questi fasci sono d’ordine 2p + q con 2m punti 
p-pli in P,,..., P,,, @ un punto ¢plo in O; dimostriamo che cid @ im- 
possibile se m > 3. Percid osserviamo che per una circostanza rilevata al 
n° 38, per dimostrare l’assurdo possiamo supporre che i punti O, P,,..., P,,, 
e tutti gli ulteriori punti base del fascio sian punti generici del piano. 
Se @ p<q poiché la somma delle molteplicita in tre qualunque dei punti 
0, P,®@ < 2p + q esistera almeno un punto R di molteplicita > p perche, 
come @ noto, la somma delle molteplicité nei tre punti in cui @ pid ele- 
vata deve superare l’ordine. Allora una trasformazione quadratica col trian- 
golo OP,R (nel piano del fascio) fa passare ad un fascio d’ordine 2p + q 
con 2m punti base p-pli e un punto di molteplicita g’ << q, e cosi si potra 
continuare fino ad un fascio d’ordine 2p +r con punti base analoghi ai 
precedenti e con p>r. Ma l’esistenza d'un tale fascio @ assurda se m >3; 
difatti una cubica per 8 punti p-pli e per il punto r-plo segherebbe le 
curve del fascio in 8p +r punti almeno, e si dovrebbe avere: 

8p +r <6p + 3r 
cio’ p <r contro Vipotesi che sia p> r. 

Dunque sulle superficie della 1. famiglia con m>3 il sistema carat- 
teristico é unico, cioe il procedimento di successiva aggiunzione conduce sem- 
pre allo stesso fascio reale di curve razionali non potendo neppur condurre 
a un altro dei due sistemi caratteristici perché questi, se mai, danno ori- 
gine a trasformazioni c) con m <3. Invece per m <3 esistono sistemi 
uniti di tutte le specie, e in particolare infiniti sistemi caratteristici. Noi 
ci proponiamo di studiare pid accuratamente i casi m = 2,3 dimostrando 
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che tutti i sistemi caratteristici se equivalgono per trasformazioni birazio- 
nali reali della superficie in sé. 


44. Sia dapprima m = 2. Allora 2 unito se esiste il fascio di coniche 
coi punti base P, P,P, P,*); dimostriamo anzitutto che il sistema corri- 
spondente della superficie si pud mediante una trasformazione reale, mu- 
tare nel sistema corrispondente al fascio di rette di centro O. Si prenda 
come modello della superficie relativa a questo caso la superficie cubica 
reale le cui sezioni piane si rappresentano sul piano della trasformazione 
col sistema co* (unito) delle cubiche per O, P,,..., P, e per un punto 
unito P. Al fascio O risponde un fascio di coniche segato dai piani pas- 
santi per una retta reale a omologa della conica unita (P, P,P, P,P) e 
al fascio di coniche un altro fascio di coniche segato dai piani passanti 
per la retta reale b omologa di OP ch’? unita. Gli assi ab dei due fasci 
sono incidenti in un punto reale C omologo di P; se da C si proietta la 
superficie cubica sopra un piano doppio reale si ottiene ivi come curva 
di diramazione una quartica reale ellittica con due punti doppi A, B reali. 
Ora esiste, e si costruisce facilmente, una proiettivita reale di questo piano 
che muta in sé la quartica di diramazione scambiando il fascio di rette 
di centro A coll’ analogo fascio di centro B; a tale proiettivita risponde 
una trasformazione reale della superficie cubica in sé che muta uno nell’ 
altro i due fasci di coniche segati dai piani per a,b. Premesso cid sia ® 
un fascio qualunque di curve razionali unito nella trasformazione 7’ che 
si considera, cioe un fascio d’ordine 2p + q coi punti P,,..., P,, p-pli e 
col punto O q-plo. Se @ g>>p esistera per il numero precedente un punto R, 
base per ®, di molteplicita >p e unito in 7 o due analoghi punti R, R, 
corrispondenti in 7. Nel 1° caso si operi una trasformazione quadratica 
come al n° precedente osservando che essa @ sempre possibile anche se R 
® infinitamente vicino ad O perché due dei punti P,,..., P, certamente 
non lo sono: nel 2° caso per evitare discussioni e impossibilita provenienti 
dal fatto che R,, R, siano infinitamente vicini ad O si operi una trasfor- 
mazione cubica (di de Jonquieres) avente per rete omaloidica sul piano z 
di 7' la rete delle cubiche col punto doppio O e coi punti semplici R,, R,, 
P,, P, dei quali i due ultimi sono distinti da O. Queste due trasforma- 
zioni lasciano unito il fascio O, mutano la 7 in una trasformazione per- 
fettamente analoga, e abbassano il valore di g. Adunque una successione 
di queste trasformazioni, cio? in definitiva una trasformazione che lascia 
unito il fascio O e che diremo del 2° tipo riduce ® ad un fascio ' d’or- 
dine 2p +r con r<p unito nella trasformazione 7” trasformata di T. 


*) Si noti che questo fascio potrebbe mancare se qualcuno dei punti P,,..., P, 
é infinitamente vicino ad 0. 
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Per il comportamento di ©’ nei punti fondamentali P,’,..., P,’ di 7’ 
questi punti saranno distinti da O e individueranno un fascio di coniche, 
unito in 7” a cui corrispondera un fascio di curve razionali F, unito in 7. 

Si operi ora una trasformazione quadratica coi punti fondamentali 
P,’, P,', P, e che diremo trasformazione del 2 tipo; essa abbassa ancora 
Yordine di © e muta la 7” in una trasformazione analoga 7,’ in modo 
che al fascio di rette unito in 7,’, risponde il fascio di coniche unito in 
T’ e quindi F,. 

Si eseguiscano ora sul fascio ®,’ trasformato di ® quelle riduzioni 
complessive (eventualmente mancanti) che costituiscono nell’ insieme una 
trasformazione del 1° tipo; questa lasciera unito il fascio di rette unito 
in 7,’, e mutera 7,’ in T” e il fascio 9, in ®”. Si dica F, il fascio, 
unito in 7’ e omologo del fascio di coniche (P,” P,” P;” P,’) unito in T”; 
e si eseguisca in modo analogo al precedente una trasformazione del 2° 
tipo; e cosi via. 

Poiché Yordine del fascio trasformato di ® si abbassa sempre, arri- 
veremo a trasformare ® in un fascio &” di coniche (P\”) P™ P™ P\”) unito 
nella trasformazione 7”) in guisa che, sul piano di 7 la successione dei 
sistemi F,, F,,..., si terminera con F',= ®. 

Sopra la superficie relativa alla trasformazione considerata, ai fasci 
O, F,, Fy,..., F, visponderanno n + 1 fasci di curve razionali 2, §,, Fe, 

. +) %, ed esisteraé sempre una trasformazione reale della superficie in se 
la quale fa passare da (O ad %,, o da) %, ad %,,, perché esiste una 
trasformazione 7+» in cui gli omologhi di %,, %,,, sono il fascio di 
rette e il fascio di coniche uniti, per cui la proprieta fu gia dimostrata. 
Per cui in definitiva si passera da Q ad %, cio dal trasformato del fascio 
O al trasformato del fascio ©, mediante una trasformazione reale. 

Sia ora m= 3. Sopra un fascio unito nella trasformazione 7 rela- 
tiva a questo caso, opereremo riduzioni del 1° tipo perfettamente analoghe 
alle precedenti, e come trasformazione del 2° tipo prenderemo quella che 
si ottiene facendo corrispondere alla rete delle curve di quint ordine coi 
sei punti doppi P,’, P,’,..., P,’ la rete delle rette di un altro piano. 

E’ da osservarsi che questa rete esiste, se esiste il fascio ’ coi punti 
Py,..., P;, p-pli e col punto O, r-plo e con r <p perché la non esi- 
stenza della rete porterebbe delle particolarita fra i punti P, che non per- 
metterebbero l’esistenza di ®. Nelle rete stessa esiste un fascio coll’ ul- 
teriore punto base semplice 0, unito in 7” e che si muta nel fascio di 
rette unito nella successiva trasformazione 7’, 

Sicché, ragionando come precedentemente, per dimostrare l’equivalenza 
di tutti i sistemi caratteristici, per trasformazioni reali, basterd far vedere 
che se 7’ @ una delle trasformazioni di cui trattiamo che oltre al fascio 


Mathematische Annalen. LX XIII. 5 














66 A. Comessarrti. 


di rette O, possieda il fascio di quintiche (0, P,’, P,*,..., P,®) unito, i 
fasci corrispondenti a questi due su una superficie relativa a 7, si equi- 
valgono per trasformazioni reali della superficie in sé. Ora tali trasfor- 
mazioni hanno come imagini, sul piano di 7’, trasformazioni birazionali, 
e la condizione di realita equivale al fatto che queste trasformazioni siano 
mutate in sé da 7; sicché bastera far vedere che esiste una tale trasfor- 
mazione la quale muta uno nell’ altro i due fasci suddetti. 

Ora la trasformazione involutoria di 8° ordine coi 7 punti tripli O, 
P,,..., P, soddisfa a tutte le proprieta cercate: difatti essa trasforma 
uno nell’ altro i due fasci, ed @ mutata in sé da 7’ perché coincide coll’ 
involuzione generata dalla rete di cubiche coi 7 punti base O, P,,..., P, 
che @ unita in 7. E questa rete esiste certamente perch? le posizioni sin- 
golari dei punti base che non ne permetterebbero l’esistenza sono escluse 
dall’ esistenza del fascio di quintiche suddetto. 

45. Passando ora alle superficie della Il. famiglia ci domandiamo; 
quali sono le reti, di grado 2, di curve ellittiche unite nella relativa tras- 
formazione d)? Per il n° 38 sappiamo che si deve trattare di reti d’or- 
dine 3m con 7 punti base m-pli; e poiché per tali reti, come si ricava 
subito, le condizioni imposte dai punti base sono indipendenti, cosi si 
arrivera alle formole (analoghe alle (26)) 

h h 

26’) r,2 = 2m? — 2 r= 2m — 2, 
e tutti i ragionamenti del n° 38 saranno validi, a patto che sia m > 1. 
Se dunque non @ m= 1 cioé se la rete considerata @ diversa dalla rete 
di curve ellittiche coi 7 punti base P,, P,,..., P; essa avra fuori di P,, 

., P, wn punto P,m + e-plo questo punto sara unico e percid unito 
in J’ perché lesistenza di due tali punti porterebbe un numero d’inter- 
sezioni superiore al possibile con una cubica passante per i 9 punti base. 

Ora gli 8 punti P,,..., P,, P sono punti fondamentali d’una trasfor- 
mazione involutoria di 17° ordine la quale abbassa l’ordine della rete con- 
siderata mutandola in una rete cogli stessi punti P,,..., P,,m — 2¢-pli 
e con P,m—3e-plo (cfr. n° 38). L’unica differenza col n° 38 @ che non 
essendo ora sicuri della genericita dei punti P,,..., P,, P bisognera pro- 
vare che esiste il sistema oo* delle sestiche cogli 8 punti base tripli P,, 
..., P,, P. E’ invero tale esistenza @ provata dal fatto che i punti P,,..., P, 
per individuare una d) sono distinti e generici, e che P non pud essere 
né infinitamente vicino a P,,..., P, né in aleuna delle curve individuate 
da quei punti, altrimenti o non potrebbe essere unito o cesserebbe la 
possibilita della rete che si considera. 

In tale modo mediante una trasformazione che @ il prodotto delle 
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successive trasformazioni di 17° ordine operate si arrivera a ridurre la 
rete considerata, alla rete delle cubiche coi 7 punti base P,,...,P;. Ora 
ciascuna delle trasformazioni di 17° ordine @ unita in d) perché @ unito 
il sistema co* delle sestiche coi punti base tripli P,,..., P,, P. ll pro- 
dotto di queste trasformazioni ha dunque per imagine una trasformazione 
reale in se della superficie relativa a d): si conclude che tutti i sistemi 
caratteristici sono equivalenti nel senso cercato. 

46. Per risolvere il problema relativo alle superficie della III. fa- 
miglia bisognera cercare quali sono i sistemi co* di grado 4 e genere 2 
uniti nella relativa trasformazione e). Per questi sistemi, d’ordine 3m con 
8 punti m-pli, le formole (26) del n° 38 divengono 


h A 
(26y" r,2 = m* — 4, r,=m—2. 
La 2* di queste formole da 

_ 


( >") = m?— 4m + 4, 
\se=1 


e daltronde @ 


A 2 h h A 
(>) = Dret+ Pi m? — 4 + 2 ar (t+ k); 


s=1 s=1 
e percid si ricava ; 
Dn =4—2m, 
ik=1 
da cui, non potendo essere m= 1, si conclude m= 2,h=0. Ma allora 
si ricade nel sistema co* delle sestiche con 8 punti base doppi che @ 
percid unico sistema del tipo cercato, unito in e). 

Le nostre conclusioni conducono pertanto al seguente: 

Teorema VII°. Le superficie razionali reali appartenenti alla I. famiglia 
possiedono un solo sistema lineare caratteristico se m > 3, infiniti sistemi 
caratteristici tutti equivalenti per trasformazioni reali della superficie in se, 
se m = 3, 2; 

Le superficie della ll. famiglia possiedono pure infiniti sistemi caratte- 
ristici equivalenti nel senso suddetto; 

Le superficie della II. famiglia possiedono un solo sistema caratteristico. 

47. EK ora abbiamo i mezzi per procedere assai speditamente alla ri- 
cerea delle condizioni d’identita birazionale di due superficie razionali 
reali appartenenti alla stessa famiglia e aventi lo stesso numero m di falde 
reali. Una trasformazione reale fra due tali superficie F, F’ mutera uno 
nell’ altro due sistemi caratteristici, anzi in virti del teorema VII esistera 


5* 
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sempre una trasformazione reale che trasforma uno nell’ altro due sistemi 
caratteristici prefissati. 

Riferiamoci da principio alla 1* famiglia; la trasformazione 7 del 
piano a relativa a F sara una c) d’ordine m + 1, ecc; essa subordinera 
nel fascio di rette O una antiproiettivita involutoria in cui sono unite le 
rette p,,..-, Ps; ® meno di una trasformazione proiettiva, possiamo sup- 
porre che 0 sia reale e |’antiproiettivita suddetta sia il coniugio, di mo- 
do che le rette p,,...,p,,, saran reali. Se 7” ® l’analoga trasformazione 
relativa ad F” col fascio di rette di centro O' (reale) unito e colle rette 
fondamentali reali p,’,..., p,, Pidentita reale di F, F’ richiede, per quanto 
fu detto precedentemente, l’esistenza di (almeno) una trasformazione bi- 
razionale del piano x la quale muti 7’ in 7” trasformando uno nell’ altro 
i due fasci di rette di centri O, O’. Una tale trasformazione subordinera fra 
questi due fasci una proiettivita reale perché la trasformazione di coniugio 
dell’un fascio deve mutarsi in quella dell’altro. Dunque, a meno di una 
proiettivita reale del piano, possiamo supporre che 7,7” lascino unito lo 
stesso fascio di centro O e che la trasformazione la quale muta 7 in 7’ 
subordini in esso lidentita. Allora facilmente si vede che una prima con- 
dizione necessaria @ che 7, 7” abbiano le stesse rette fondamentali p,,..., ps, 
(cioe insomma che i due gruppi di rette p,,...,Don3 Pr>--+>Pom Sian 
fra loro proiettivi); inoltre che sopra una retta reale uscente da O, e 
quindi unita in 7, 7", lantiproiettivita subordinata da 7’ e da 7” abbia o | 
non abbia per tutte e due le trasformazioni, elementi uniti. E invero, come 
si deduce facilmente dai precedenti §, mentre una retta reale descrive i! 
fascio O, ogni passaggio attraverso ad una delle rette fondamentali cam- 
bia la natura dell’ antiproiettivita ivi subordinata da 7’; in modo che le 
2m regioni angolari determinate dalle coppie di rette fondamentali con- 
secutive si dividono in due gruppi di m regicni ciascuno, caratterizzati 
rispettivamente dall’esistenza o no di punti, uniti in 7, sulle rette reali 
ad esse appartenenti. Una regione di un tipo @ alternata con una dell’ 
altro; e alle m regioni per cui la antiproiettivita hanno punti uniti cor- 
rispondono le m falde della superficie. Per cui se, come accade in gene- 
rale (a meno di moduli particolari) non esistono proiettivita che mutino 
in sé il gruppo p,,...,p»,, la condizione che il comportamente di 7' 7” 
nelle 2m regioni suddette, sia lo stesso, @ evidentemente necessaria. 

48. Non abbiamo insistito di pit sulle due condizioni necessarie 
enunciate sopra, perché il procedimento analitico che ora seguiremo per 
mostrarne la sufficienza, ne provera anche in modo completo la ne- 
cessita. 

Supponiamo che il punto 0 sia all’ infinito sull’ asse y; allora per 
al condizione di subordinare nel fascio x = cost. la trasformazione di con- 
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iugio, e sopra ognuna delle rette reali di questo fascio un’ antiproiettivita, 
le equazioni di 7’ si scriveranno 

oe” | far a(z)y + biz 
(28) 1,9 = costae)” 
con a,b,¢,d, polinomi. Il gruppo delle 2m rette fondamentali avra per 
equazione 
(29) A(z) =ad —be=0, 
e poiche queste rette sono reali cosi A a meno di un fattore @ sara a 
coefficienti reali, e noi potremo gia supporre di aver moltiplicato a, b, c, d 
per uno dei due valori di V¥@ in modo che potremo ritenere che A sia 
a coefficienti reali. Tale proprieta definisce a, b, c,d a meno di un fattore 
reale 0 puramente imaginario; e la moltiplicazione di a,b,c,d per un 
fattore di quest’ ultima specie, equivale a moltiplicare A per un fattore 
reale negativo. La condizione di realita per i coefficienti di A si pud seri- 
vere sotto la forma 
(30) ad — bz =ad — be, 
indicando con @ il polinomio a coefficienti complessi coniugati di quelli 
di a, e lidentita valendo rispetto ad x. Le condizioni perché |’antiproiet- 
tivitaé rappresentata dalla 2* delle formole (28) sia involutoria per ogni 
valore di « reale, porta alle identita 
(31) be =b2, ad@=dd, at +dce=0, 
valide per x reale e quindi per z qualunque. Il confronto delle (30) (31) 
porge allora 


(32) rt 
cioe €?=c*: ne segue che il polinomio ¢ @ a coefficienti reali oppure a 
coefficienti puramente imaginari; dunque per cid che si @ detto in prece- 
denza noi lo possiamo supporre a coefficienti reali, e con cid definiamo 
a,b,c,d a meno di un fattore reale, cioe A a meno di un fattore positivo; 
il segno di A rimane dunque determinato. L’identita (32) diviene nella 
nostra ipotesi c= e assieme alle (31) porge 
b= b,a=-—d; 

dunque le equazioni (28) si scriveranno 

, , a@)7+BE 
(33) r=%,y= tae acy? 
colla condizione che i polinomi B,C siano a coefficienti reali. Operiamo 
ora sulla trasformazione (33) colla trasformazione birazionale 


(34) g=utj,y= 


=. es 
— a(x)y — Bia)’ 
otterremo come trasformata di 7' la trasformazione 
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(35) a’ =f, y= Tt 

Ora noi possiamo ragionare, come si faceva su 7, 7”, sulle relative tras- 
formazioni (35). Se dunque 

(35) f=2,¥— nas 

@ la trasformata di 7”, dovra esistere una trasformazione birazionale, la 
quale subordina l’identita nel fascio x = cost., e muta una nell’ altra le due 
trasformazioni (35), (35). Ora cid richiede (cfr. la nota *) a pag. 16) che il 
rapporto 7, sia un numero positivo per ogni valore reale di x. Tenendo 
conto che le radici di A = 0, A’=0 sono reali si conclude che cid non 
pud essere se il rapporto suddetto non @ una costante positiva k: e tale 
condizione @ sufficiente, perch?, supposto che sia verificata, e determinata 
una costante m in modo che sia mii =k la trasformazione (proiettiva) 
(36) gmx, y=—my, 

muta la (35) nella (35Y. ; 

D’altronde la condizione che = sia costante equivale a quella che 
le rette p,,..-,P»,, siano fondamentali tanto per 7 che per 7” e la con- 
dizione che questa costante sia positiva, cioe che A e A’ abbiamo lo stesso 
segno porta alla 2* condizione enunciata in fine del n° 47. 

Si possono dunque assumere come moduli i 2m — 3 imvarianti pro- 
iettivi reali del gruppo di rette p,,...,p.,, cioe i 2m — 3 birapporti dei 
gruppi di quattro rette che son contenuti nel dato e che hanno tre rette fisse. 

E’ perd da osservare che mentre un gruppo prefissato di valori di 
questi 2m —3 numeri (e il segno di A) determinano il gruppo p,,..., 
P»,, @ la superficie (a meno d’una trasformazione reale), reciprocamente 

2m — 3 


. ) sistemi di valori dei 
moduli dipendenti dalle tre rette che si scelgono come fisse. Sicché (per 
un dato segno di A) non c% corrispondenza biunivoca fra le classi di 
superficie e i gruppi di valori dei moduli, ma soltanto corrispondenza 
(1, r) [r— Pa *)]; dimodoché l’eguaglianza dei moduli stabilisce solo la 
condizione sufficiente per lidentita birazionale reale di due superficie. Per 
avere una condizione necessaria bisogna considerare tutti gli r gruppi di 
valori dei moduli determinati da ciascuna superficie. Del resto lo stesso 
si deve dire dei 2p — 1 moduli d’una curva iperellittica di genere p, y? = 
fop+2(%) quando, come d’ordinario, si considerano come tali i 2p — 1 bi- 
rapporti del gruppo di rette f,,,.(x) = 0. 

49. Passiamo ora alla II. e III. famiglia per cui la ricerca @ pit breve. 
Per quanto dice il teorema VII le condizioni cercate equivalgono, nel caso 


dato un gruppo di 2m rette esso determina ( 
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della Il. famiglia, alla possibilitaé di trasformare una nell’ altra mediante 
trasformazione birazionaie del piano, due reti di cubiche con 7 punti 
base P,,..., P,, P,,..., P;' che sieno atte a individuare trasformazioni 
del tipo d): im altri termini all’ esistenza d’una proiettivita (reale) fra le 
due quartiche di diramazione. Si possono adunque considerare come mo- 
duli relativi a questo caso i 6 imvarianti proiettivi di una quartica reale 
di genere 3. 

Un’ altra interpretazione interessante dei moduli @ la seguente. Molti- 
plicando la trasformazione d) coi 7 punti fondamentali per la trasformazione 
involutoria generata dalla rete di cubiche, si ottiene una antiproiettivita 
involutoria |associata alla d) (n° 36)|, che lascia uniti P,,..., P,, e re- 
ciprocamente Vessitenza di tale antiproiettivité @ sufficiente per stabilire 
lesistenza della trasformazione d).*) Supponendo che i quattro punti 
P,,..-, P, siano reali (a meno di una proiettivita l’ipotesi @ lecita) l’anti- 
proiettivita suddetta sara necessariamente il coniugio, cioe anche P,, P,, P; 
saranno reali. 

Possiamo anzi supporre di considerare solo reti di cubiche con 7 
punti base reali di cui quattro fissi P,, P,, P,, P,; allora la condizione di 
identita birazionale di due superficie F, F’ della Il. famiglia equivale a 
quella dell’ esistenza d’una trasformazione birazionale del piano che muti 
una nell’ altra due reti siffatte. Ora se si parte da un gruppo P,,..., P,, 
..., P, esiste solo un numero finito di trasformazioni birazionali del piano 
che mutano la rete relativa in un’ altra rete di cubiche con 7 punti base 
reali fra ci siano P,,..., P, e quindi ad ogni classe di superficie risponde 
un numero finito di posizioni per il gruppo dei tre punti reali P,, P,, P,. 

Dunque si possono assumere come moduli le 6 coordinate reali di 
questi tre punti, coll’ avvertenza che l’eguaglianza dei moduli @ condizione 
sufficiente per Yidentita birazionale di F, F”, ecc. Infine il caso della ILI. 
famiglia si tratta in modo perfettamente analogo; vi sono 8 moduli; e 
come tali si possono considerare sia gli 8 invarianti proiettivi reali della 
sestica (sghemba) di diramazione, sia le coordinate variabili di quattro 
punti reali P,,..., P, che assieme ad altri quattro punti reali fissi 
P,,..., P,, sono fondamentali per una trasformazione e). Arriviamo dunque al 

Teorema VIII. Le superficie razionali reali della |. famiglia, con un 
dato numero m> 1 di falde reali, considerate in relazione al corpo delle 
trasformazioni birazionali reali, dipendono da 2m — 3 moduli reali. Se la 
trasformazione T relativa é ridotta al tipo c) del Teorema IV, si possono 
considerare come moduli i 2m — 3 birapporti determinati, in un ordine pre- 
fissato, da ciascuna delle rette p,,...; Pym presa assieme colle tre rette p, , Py, Ds. 


*) Si escludono posizioni eccezionali per i sette punti. 
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Ad ogni gruppo di valori attribuito ai moduli corrispondono due classi 
di superficie ciascuna delle quali é legata al segno di un polinomio A ca- 
ratteristico per la rappresentazione analitica di T. 

Le superficie della Ul. e Il. famiglia dipendono rispettivamente da 6 e 
da 8 moduli reali che sono gl invarianti proiettivi della relativa quartica o 
sestica sghemba di diramazione. 

Ad ogni gruppo di valori attribuito ai moduli corrisponde una ben de- 
terminata classe di superficie. 

Infine le superficie con 0,1 falde non hanno moduli. 

50. Non trascuriamo per ultimo di osservare che le ricerche di questo 
§ permettono di risolvere in parte la questione di determinare il gruppo 
delle trasformazioni reali che mutano in sé una data superficie razionale 
reale F. Tale questione si riduce subito alla ricerca di quelle trasfor- 
mazioni che mutano uno nell’ altro due sistemi caratteristici, e questo pro- 
blema si risolve conoscendo: 

1°. Tutte le trasformazioni reali che mutano in sé un dato sistema 
caratteristico ; 

2°. Una trasformazione reale fra quel sistema e un altro qualunque. 
Ora la seconda di tali questioni fu risolta ai n’.42—46 e la prima @ gia 
risolta per le superficie della Il. e III]. famiglia perché i relativi sistemi 
caratteristici ammettono in generale una sola trasformazione in sé, involu- 
toria, omologa della trasformazione di 8° o di 17° ordine generata dalla 
rete di cubiche o dal sistema co* di sestiche, Ricordando in particolare 
i n' 45, 46, 49 si conclude facilmente che: 

Il gruppo delle trasformazioni birazionali reali in sé d'una superficie 
della Ul. famiglia, é oloedricamente isomorfo al gruppo delle trasformazioni 
birazionali piane generato : 

a) Dalla trasformazione involutoria di 8° ordine con 7 punti tripli 
veals P,, Py, .. 25 Fy; 

b) Dalle trasformazioni involutorie di 17° ordine coi punti sestupli P,, 
.. +, P,, P, per cui il punto P, é unito nella trasformazione d) individuata 
da P,, ...5 Py. 

Le superficie della 111. famiglia ammetiono una sola trasformazione 
birazionale reale (involutoria) in se stesse. 

E’ inteso che questo enunciato si riferisce soltanto a superficie a mo- 
duli generali. 








H. P. Hupson. Curves of contact on surfaces. 73 


Curves of simple contact on algebraic surfaces. 
By 


Hitpa P. Hupson of Cambridge. 


Pag. 

ie al i acs se we, so, eae wr. STR a ee, oe 73 

re. fn ws kt sk ee ole 8 8 ee 6 el ee 75 
a See CP. ww cc eee ee ewe ee be 76 
ey icc. ek se 2 et Miedo «) Boot adh bea 78 
I ah 6 Sa oie ae eel iS: ae. ea. ek ainda pied ae node 82 
cy 9 a 6 & el te i bot OL OU bo Ae Ge AO eae 84 


I. Introduction. 


The intersection of surfaces has been discussed chiefly with regard 
to postulation and equivalence*), i. e., the number of independent con- 
ditions imposed on a surface by making it contain a certain element, and 
the number of points of intersection of three surfaces absorbed by the 
common element. These numbers are important in connection with trans- 
formation-theory. In the plane, the common elements can only be points, 
and contact can always be regarded as the limit of intersection in distinct 
adjacent points; this is not true in three dimensions. Then there may 
also be common curves, and though a curve of contact does arise when 
two distinct curves of intersection move up and coincide, this is not the 
most general case of contact along the curve. If a surface contains a 
curve, it cannot be thought of as containing an adjacent curve, unless 
the surface is specialized in a way that involves a certain number of 
singular points of the surface lying on the curve. 

This paper determines the postulation and equivalence of a curve of 
contact on a family of surfaces of sufficiently high degree. Noether’s**) 


*) Cayley, Proc. Lond. Math. Soc. 3, p. 127. = Coll. Math. Papers VII, p. 189, 1869. 
**) Noether, Ann. di Mat. (2) 5 (1871), p. 163. See also Loria, Atti R. Ace. Sec. 
Torino 26 (1891), p. 294 footnote. Hudson, Proc. Lond. Math. Soc. (2) 10 (1911), p. 15. 
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lines are closely followed, but the results are also proved by other methods. 
The relation of the curve of contact to its residual is found; this infor- 
mation is useful in the theory of twisted curves. We first examine the 
cases which do arise from the coincidence of two adjacent curves; this 
leads to formulae which apply also in the general case, when the ex- 
pression may be negative which was at first interpreted as the number 
of intersections of the two curves. 

Approached in this way, the general case is that in which the family 
of surfaces, of degree 4 say, are required to touch a given surface, of 
lower degree x, along the given curve of order m, where 4 exceeds a 
certain limit depending on zx, m. The formulae do not apply to the case, 
more general from another point of view, in which the surfaces do not 
touch a surface of lower degree along the curve. The other chief restriction 
is that the only singularities considered are multiple points of the simplest 
type, i. e., on surfaces, conic nodes, and on curves, double points with 
distinct tangents. 

The theory of moduli*) is not directly applicable to the question, 
because the given conditions do not determine the modulus, without con- 
siderations such as those of § IV below. In certain cases, another method 
would be to use a birational transformation in which the given curve 
corresponds to a single point in the second space, and to carry out the 
enumerations with regard to the transformed figure; but this process only 
transfers the difficulties of the question. 

The following symbols and technical terms will be used: 


(3) = = n (n—1) (n—2), 
(P,), = postulation of C,, as an i-fold curve on a surface of degree 4 


+ i(i+1) (A+2)m — * i(i+1) Zi+Ne, 


Il 


(E£,), = equivalence of C,, as an i-fold curve on surfaces of degrees 4, u, », 
= ®(At+ut+yv)m — #®o, 
where 
o = m(m+1)— 2h =r + 2m + 2d; 


m is the order of the curve, d,h the numbers of its real and apparent 
double points, and r its rank (Noether’s formulae). 

Functions which equated to zero give a surface having C as a simple 
(or nodal) line are called simple (or nodal) terms. 





*) Hilbert, Math. Ann. 36 (1890), p. 473. 
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A function is linearly independent of another function f if it is not 
the sum of a multiple of f and nodal terms. 

The surface f= 0 is denoted by simply f, which means both the 
surface and the function according to the context. 

Points of intersection of curves and surfaces not lying on C are 
called free. 


Il. Intersection of adjacent curves. 


Let C,,, C; be adjacent curves of the same character lying upon a 
surface f, having D, nodes at simple points of C and d, nodes at double 
points of C. Let C, C’ have N’ intersections at simple points of C, and 
let d, = d — d, be the number of double points of C at simple points of /. 

Now let C’ move on f to coincide with C. Then there are ultimately 
four intersections of C, C’ in the neighbourhood of each of the d, points 
and two in the neighbourhood of each of the d, points; the postulation 
and equivalence of the system C, C’, on any surface f, of sufficiently 
high degree, are 

2P,—N, 2E, — 2N, 
where 
N= N’ + 4d, + 2d,. 

Now project C, C’ from any point A into two plane curves ¢, ¢ of 
class + having r*? common tangents, which are the traces of the common 
tangent planes to UC, C’ which pass through A. When C’ moves up to 
and coincides with C, the limiting positions of these r* common tangents 
fall into three classes. 

1. The traces of the » tangent planes to f, at points of C, which 
pass through A, where m is the class of the developable formed by all 
these tangent planes. Considering the intersections of C with the first 
polar of A with regard to f,, we have 


(x—1)m=n+ D, + 2d,. 

2. The N’+ 2d tangents to ¢ at the projections of the ultimate 
intersections of C, C’. 

3. The double tangents to ¢ each counted twice. The number of 
these = the number of double points on the reciprocal of c, whose degree 
is r and class m, 

= {r(@r—1)—m). . 
Therefore : 
r? = (x—1)m — D, — 2d, + N’+ 2d + r(r—1) —m, 
N= WN’ +2d+2d,=—0+ D, — xm, 
or D,= N+xm—o9>xm—gQ. 
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Therefore unless the surface f, has at least xm — @ nodes at simple 
points of C, it cannot be thought of as containing a curve C’ adjacent to C. 
Now when C, C’ coincide, the postulation and equivalence remain 
unaltered, and hence for the cases of contact which arise in this way, 
their values are 
2P, —N, 2E, —2N, 
where 


N=o0+ D,— xm. 
Now f, touches the same developable as f, and has the same d, nodes: 
Am — D, =n +m +2d, =xm— D,, 


and is independent of 4 or x; also N=o@+ D,—Am, which has a 
meaning even when it is negative, and can no longer mean the number 


of intersections of adjacent curves. We shall show that these formulae 
still hold. 


Ill. Postulation, Noether’s method. 
1. Straight line. 


Let the equations of the straight line C be z= w =O, and let the 
given surface f, containing C be 


f, = 20,_,(a, y) + w!,_, (x, y) + higher powers of z, w, 
and let it have D, nodes on C. 

Then the tangent plane to f, at any point (cy 00) of C is given 
by the group of terms in /, linear in z,w, if in them z,y are regarded 
as constants. Now if (2, y, 00) is a node of f,, at this point the tangent 
plane is indeterminate and , ©’ both vanish, and 9, ® have a common 
factor zy, — yx,, which does not affect the position of the tangent plane 
at other points and can be removed from their equations. Similarly for 
all the other nodes. 

Therefore ®, ©’ have a common factor of degree D,, whose linear 
factors vanish one at each node; let the remaining factors of 9,’ be 
Y, ¥’; then these have no common factor. 

Then thé surface of degree x = x — D 


fe =2¥ + 0Y¥, 

has no node on C; it has the same tangent plane as /, except at the D, 

points where f, is singular, and at these points f,, touches the limiting 
position of the tangent planes to f, as we approach the node along C. 

Now if a surface f, of any degree is required to touch /, along C, 


it also touches f,,, and the surface /,,, formed from f, in the same way, 
must coincide with /,,. 


viz. 








Ss vv Fe 


ww 
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Therefore 
4—D,=«—D,=n+1, 
where » is the class of the common tangent developable to /,, f, along C: 
fi = Op, - fy + quadratic and higher powers of z, w, 

and /, is subject to 34 — D, conditions, i. e. the postulation of contact 
with f, along C is 

P=31i-—D, = 2P,—N, 
where 

N=2 + D,—i=1—n. 

Now this straight line of contact can be thought of as a pair of 
adjacent straight lines in two cases only, when they do or do not intersect, 
N=1 or 0, »=0 or 1, D,=i—1 or 4—2. But D, can have any 
value from 0 to 4— 1 inclusive (if D, >4—1, then C is a nodal line 


on f,), and there are 4 types of contact for surfaces of degree 4 along 
a straight line. 


2. Total intersection. 

Let C,, be the total intersection of f, and another surface g,. The 
general surface of degree 4 containing C is 

h=f. M2 + 94%). 

If p,, p, are the tangent planes to f,, g, at any point of C, then 

the tangent plane to f, at the same point is 
p,® + pa®, 
where the coordinates of the point of contact are substituted in , 0’. 

Now since this plane coincides with p,, and in general p, is a dif- 
ferent plane: 

= 0 at all points of C, and ®’ is a simple and g®’ a nodal term. 

In considering the number of independent terms in f,, we must admit 

1. nodal and higher terms, in number rc — (P,),, 

2. multiples of f,, where in order not to count terms twice, we must 
exclude all simple and higher terms from the multiplier, leaving (P,),_, 
independent terms. 

Thus the postulation is 

P = (Py), — (Ping = (24 + % + 4)m — 2¢ 
= 2P, — (@—xm), 
and since every node of f, on C is a double point of UC, we have D,=0 
and our previous formula (at the end of § II) is established for this case. 

3. Any curve. 

Now let C,, degenerate (the total number of apparent double points 
remaining unaltered), into two curves C,,, C7 intersecting one another 
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in J points, supposed simple points of each, of which J, are simple points 
of f, and J, are nodes of f,, where J = J, + I,: 


m=m +m", e=e +o’ +2, 
P = {((24+%+4)m' — 29} + {(24+%+4)m” — 29"} —41. 





But 
P= P’+ P” —6,I,—6,1],, 


where P’, P” are the postulations of contact with f, along C’, C” separately, 
and 6,, 6, are the reductions in total postulation due to the two kinds 
of intersection respectively. Then 


P’ = (24+«+ 4)m'— 29’ — ; (4—¢6,)1, — ~ (4—o,)],. 


Now 6,, 6, depend only on the behaviour of the curves and surfaces 
in the immediate neighbourhood of the intersection, and not on their 
general characteristics (degree, genus etc). They are therefore absolute 
constants and can be determined from the simplest possible cases, viz. 
when ©’, C” are straight lines, and f, is a plane or a pair of planes. 
This gives 6, = 4, 6, = 2, and 


P’ = (214+%+4)m'— 20 — Ik. 
Now C’ is any curve on /,, and J, is the number of nodes of f, at 
simple points of CO’. 
If we drop the dashes and write D, for J,, we have 
P = (21+%+4)m—20—D, 
— 2P,—(9+D,—xm); 


and this formula is general, provided only that 4 is great enough for 
Noether’s formulae for (P,),, (P;),_, to be applicable. 


IV. Postuiation, second method. 


We shall now give two direct algebraic proofs that if f, has a node 
at a simple point A of C, we can construct a surface f touching f along C, 
but with a simple point at A and therefore linearly independent of f. 
Then in the general equation of the family of degree 4 touching f along C, 
we admit not only nodal terms and multiples of f, but also multiples 
of f’; and we shall prove that the latter give only one independent term. 

Also all other nodes of f on C.are nodes of f’, so if we form another 
surface f’ corresponding to another node B of f, then f’ has a node 


at B, and /” has not; f” is independent of f’ as well as of f, and the 
reduction in postulation is exactly D._. 
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Now at a node of f at a double point of C, f touches two different 
planes along the two branches of C, and it is geometrically impossible 
to construct f’ touching f along C, and having a simple point at this 
node of f, so that such nodes do not reduce the postulation. 

This gives a second proof of the formula 


P= (P;),; —(Pi-. — Dus 
which is equivalent to the one obtained in the last paragraph. 
We shall first treat as an example the simplest curve which is not 
a total intersection, viz. the twisted cubic. 
1. Twisted cubic. 
Let the curve C, be given parametrically by 
ziy:2:w=1:0:0:@, 
and also as the common intersection of the three quadrics 
g=a2z2-y, g=2w-yr, gf =yu—2. 
Let p, p’, p” be the tangent planes to g, 9’, g” at the point of C whose 
parameter is 6. 


Now let f, be a surface containing C and having a node at (1,0, 0,0) 
i. e. the point 6=0. Then we may assume 


#—2 


I 
f= > v-'-*y, 2,0 9,99") 


i=1 


in which the general term can also be written 


i—1 
a*-'-%(y,2,wly,2z,wlg,g,9")- 
The tangent plane to f, at the point @ is 


i 
P, =X (0, #, ® } vp, pv’, v”) 
i-—1 
= 6 S(1, 6, @ [ 9, @, Op, pv’, p”) 
= 6K say. . 
Now XK can be interpreted as the tangent plane at the point 6 to 


i-1 
fi =D 2*-'-3 (2, y,2ly,2,wl9,9,9") 


which has a simple point at @=0. Since f, f’ have identical tangent 
planes at all points of C except @=0 and @= oo, where they are 
respectively singular, they are in contact along C. 

Now 


i-—1 
af — yf’ =S2*-'-*(0,9,9 . y, 2,0 9,99"), 











80 H. P. Hupson. 


which is nodal, and similarly zf’, wf’ only differ from multiples of f by 
nodal terms, but zf’ is linearly independent of f. 

Therefore, if f,_, is subject to the single condition of passing through 
the node of f,, then /,_,-f, is not independent; i. e., the multiples of 7,’ 
give only one independent term in /,. 

There is a certain amount of arbitrariness in the way of putting 
(y, 2, w) into the form (y, z,w | y,2,w)'~*; but! the various forms of /’ 
that arise differ only by nodal terms. 

2. Any curve. First method. 

Let the curve C,, be given parametrically by 
Z:y:2:w = XO, ,(X, Y, Z): Y%,_,:Z%,_,:,, 


where 
®,,(X, Y, Z) = 9; 
the last equation is that of a plane projection of C. Let C be given also 
as the common intersection of as many surfaces g, as may be necessary. 
We assume 
f.= She-aIe: 
and its tangent plane at any point of C is 


- 


Fs >, — Pe» 
where ® is what / becomes when xyzw are replaced by their values in 
terms of the parameters of the point, and p is the tangent plane to g at 
the point. Since these planes p all contain the tangent line to C, they 
are connected by a certain number of linear identities. 
Now let f have a node at the point X = Y = Z; then at this point 
the plane P, is indeterminate, and by using if necessary the identities 
between the p, we can put P, into the form 


P= 2 (X— Y)%y_ a1 + (Y—Z)% east Pa 
Now since X = Y = Z is a point of C, it lies on ®,; and 
‘ ©, =(X— Y)®,,_,+ (Y¥-D¥. 
We suppose that ®, , does not vanish at the point; then 


,_,P,—(Y¥—Z) S%,_ ai4m-2P = (Y—Z)K 
say, where 


m—i1-* 


® Ou.3° Venus ¥ ® 


Now K can be interpreted as the tangent plane to 


(s-—a)l+m—2-— m—1* (x—a)i-—1° 


fe = = > On -0)t4-n-2 (2, y, 2) Ga , 
of degree 


x =(x—a)l+m+a—2, 
which touches f along C and has a simple point at the node of f, and 


reer 
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is therefore linearly independent of f; but if f,_,, passes through the 
node, its parametric expression has the form 

(X—Y)o+(¥—Z)¥, 
and the tangent plane to f,_,-/,, is 


or; : (%,,1¥ 2) ¥,-19)P,, 

so that f;_~-f, is the sum of a multiple of f and nodal terms. 

3. Any curve. Second method. 

If f, touches f, along C, there must exist an identity 
(1) fe Qa-x — fePu-x = nodal terms, 
where @ does not contain C. 

Now suppose that @ is quite arbitrary; then (1) imposes (P,), con- 
ditions upon the er a ue coefficients of f’, mp’. But since 


3 
("°)+( 37) - ae 


= ((°$°) = ede) + (COEF) — eae) + Bde 


the only solutions are the obvious ones in which /’, g’ are the sums of 
nodal terms and the same multiple of f, m respectively. 

But if » is specialized, some of the (P,), conditions may fall upon 
the coefficients of f, m and not on those of f’, m’; in this case there are 
solutions for f’ other than those just enumerated. 

Now (1) shows that /’ must contain C, and that the nodes of f on C 
are nodes on fp, and, if m is general, are nodes on f’; i. e., some of the 
(P,), necessary conditions express that f has nodes at these points. 

Now subject g to the single condition of passing through a node A 
of f on C; then one of the necessary conditions is satisfied by virtue of 
this specialization and does not fall on the coefficients of f’, pm’, and in 
this case there is just one independent solution for /’. 

We arrive at the same solution /’, whatever be the surface » through 
A. For, the same problem, with the same f, pm but with «+6, a+e 
instead of x’, a, is satisfied by f,-f’ where f, is arbitrary. But we have 
seen that there is only one such solution; so f,-f’ ceases to be indepen- 
dent if f, is subject to a certain single condition, which is clearly that it 
pass through A, i.e. f’ is the solution if we start with f, instead of o. 

Therefore the existence of the node of f, at A reduces by 1 the 


postulation of contact with f, along C, whatever be the degree of the 
family considered. 
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V. Equivalence. 


1. Cayley’s method.*) 

Let /,, f,,, f, be three surfaces touching one another along C,,. Let 
them have D,, D,, D, distinct nodes at simple points of C respectively, 
and d, common nodes at double points of C. Let the residual intersection 
Ci,.-2m Of f,, f,, meet C in I points. These are in general distinct from 
the nodes; for one of the D, points is simple on f,, and through it pass 
two branches of the total intersection, viz. C counted twice; and one of 
the d, points is a common node, and through it pass four branches of 
the intersection, viz. the two branches of C each counted twice. At each 
of the I points, C’ touches /,. . 

Therefore C’ meets f, in v(Au—2m)—2J] points not lying on C, 
which are the free intersections of /,, /,, /,; the remaining intersections 
are absorbed by C; the equivalence is 

E = ipv — {v(Ap— 2m) — 27} 
= 2ym+ 2]. 

To find J, consider an auxiliary surface fj containing C but not 
touching f,, and having no singularities on C. It meets C’ in the J 
points on C and in @(A4ug—2m)— J other points, which are the free 
intersections of fi, f., fa- 

Now the residual intersection Cj5_,, of f,, fs passes through the D,; 
nodes of f,, but not through the d, nodes; let it also meet C in J’ simple 
points, at which it touches /,. 

Therefore C” meets f, in u(4@ —m) — D,—2I° other points which 
are again the free intersections of fj, f,., fa. Equating these two values, 
we have 

I= (u—20)m+D,+ 2T. 

To find J’, consider the locus f;;s-2 of poimts whose polar planes 
with regard to fi, fo meet in a straight line which intersects an arbitrary 
straight line. This meets C in (4+ @—2)m points, consisting of 
the I’ intersections of C, C”, 
the d, double points of C, 
the D, +d, nodes of f, and 
the r points of C at which the tangent line to C meets the arbitrary line. 

Therefore: 

I’ = (4+ @ —2)m — r — D, — 2d, — 24,, 

I = (21+ u)m — 20 — D,, 

E=2(4+u+v)m— 40 + 2(Am—D,) 
= 2E, —2N, 


*) Cayley, Phil. Trans. 159, p. 221. = Coll. Math. Papers VI, p, 350, 1869. 


being points of contact of fi,fa, 
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where 
N=o0+ D,—im. 
Since E must be symmetrical in 4, u, v, this proves again that D, —im 
is independent of 4. 
2. Salmon’s method.*) 
The value of J can also be found as follows. 
Let (C, C’ have H apparent intersections: 


I+ H=(Au—2m)m. 


To find H, consider the equation F =0 obtained by eliminating « 
between " 
f(ext+a, eyty, ezte, ewt+w')=—f,(e,y,7,w), 
f,(ext+a', eyty,, este, ewtw')—f,(r,y,2,w’). 
It is of degree Au — 1 in cyzw, and of degree (A— 1) (u—1) in a’y'e’w’. 
Let these be the coordinates of two points A, A’. Now if A’ is a common 
point of f,, /,, then F’, regarded as the locus of A, is the cone vertex 
A’ standing on the total intersection of f,, f,; i.e. if A’ is on C’, then 
F consists of: 
the cone of degree m standing on C counted twice and 
the cone of degree 4u — 2m — 1 standing on C’. 
But if A’ is on C, then F' consists of: 
the cone of degree m — 1 standing on C counted twice, 
the cone of degree 4u — 2m standing on C’ and 
the common tangent plane at A’ to /,, f,,. 
Now let A be fixed, and regard F as the locus of A’. It meets C 
in (A—1)(u—1)m points consisting of: 
the H feet of straight lines through A meeting C and C’, 
the 2h feet of straight lines through A meeting C twice, 
the d, common nodes of /;, f,, and 
the » points of C at which the common tangent plane to /,, f, passes 
through A, where as before 
n = (A—1)m — D, — 2d,. 
Also, since when A’ is on C, F' has a squared factor which vanishes at 
the 2h points, these count twice in the intersection of F, C. 
Therefore 
H = (A—1) (u—1)m — 4h — 2d, — 2, 
I =(A+u)m — 209 — D,+ dm, 


as before. 


*) Salmon, Geom. of Three Dim. 4 ed. p. 309, Dublin 1882. 
6* 
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VI. Examples and observations. 

1. Common nodes. 

The family (f,) has in general no common nodes other than the d, 
nodes at double points of C, but three particular members of the family 
may have common nodes, which will absorb some of the free intersections 
and increase the equivalence. If D of the nodes are common, Cayley’s 
method gives 2D as the additional equivalence. 

E. g., let C be the twisted cubic, and f, the quadric cone g: then 
d,=0, D,=1. Now g is touched along C by the cubic family 


f;= wg —2zg"+f,9, where f, is arbitrary. 

This family has four nodes on C all varying with f,; and D,=— 4, D=0. 
Now consider the three quartic surfaces touching g along C viz. 
%,9, %,f,, (9, 9°) where ,, 9, are arbitrary. 

Here D,= 7, D=0, E = 42, and we verify that the remaining 22 free 
intersections lie 2 on g, ,; 8 on ,, ,; and 12 on %,, ®,. But if 9, 
passes through the node of g, the three surfaces have a common node 
at this point, which absorbs the first two of the free intersections; D = 1, 

E = 44. 

2. Maxima and minima of P, E. 

If we only know that the surfaces (f,) touch one another along a 
given curve C_, without knowing what fixed surface they touch, then 
there are a whole series of values possible for P, E depending on the 
values of D,— xm, where x is the degree of any surface f, containing C, 
and D, is the number of nodes of f, at simple points of C. When 2 is 
given, the maximum of P is (P,),— 1, when there is only one indepen- 
dent surface f, for which C is not a nodal line; then f,=/,, and can 
be the most general surface of degree 4 through C, which, if 4 is great 
enough, has no nodes at either simple or double points of C. 

The formula for P does not hold, since 4—x=0 and (P,),_, has 
no meaning; but instead 


P= P,—1=3(4+2)m— > 9—1. 


To find the equivalence in this case we may suppose that C is nodal 
on /,,/,; then their residual intersection meets C in 2(u+v)m = 40 
points, and since now 4 = 4 = v, we have 
E = 8im — 4g. 
The minima of P, E when 4 is given are much more complicated, 
and depend on the nature of the surfaces of lowest degree through C. 
Since xm — D, = m +n + 2d,, the absolute minima of P, E for a given 
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value of m occur when n = d,= 0 and f, is a plane; then C is a plane 
curve and 9 = m(m+1), giving 

P=2P,—m'’, E=2E,— 2m’, 
as for two distinct coplanar curves intersecting in m?* points. 

3. Gaps in the series of values of P. 

When 4, C,, are given, then xm— D, varies between Am and a 
fixed minimum, but the intermediate values may not all be possible. E. g., 
consider the C; which with a straight line makes up the total inter- 
section of a non-singular quadric g, and a cubic surface g, having one node 
on C. No other quadric passes through C, and if x = 2 then D,=0; 
but the general cubic surface through C is 

fs=I9s the, 
for which D,=0 or 1 only. 

Thus xm — D, cannot lie between 10 and 14. 

This is connected with the fact that if two distinct adjacent curves 
of this nature lie on the same quadric, they meet in 12 points; if they 
lie on the same cubic surface, they are residual to the same straight 
line C,’, and meet in 8 or 7 points according as the surface has or has 
not a node on C;,’; but the number of their intersections cannot lie between 
12 and 8. 

4. Application to twisted curves. 

Concerning the residual Cj,,2», we know that it meets C in J points, 
and the number h’ of its apparent double points is given by Salmon’s 
formula (l. ¢., p. 311), provided we regard C as a pair of curves meeting 
in N points, i. e, as a curve of order 2m with 2h + m*— N apparent 
double points, and this holds even when N is negative. E. g., let two 
cubic surfaces touch along a straight line; 

I=5, N=-1, W’'=12, 
and the residual is a septic of genus 3 with one 5-secant.*) 


Cambridge, January 1912. 


*) Noether, Zur Grundlegung der Theorie der algebr. Raumkurven, § 17. Ab- 
handlungen d. K. Preuf. Ak. d. Wiss. 1882 (where there are some more examples). 
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Die 8 assoziierten Schnittpunkte von 3 Flachen 2. Ordnung. 
Von 


HerMann NeuMANN in Miinchen. 


1. Drei Flichen 2. Ordnung schneiden sich im allgemeinen in & ,,as- 
soziierten* Punkten, und 7 beliebige Punkte des Raumes bestimmen den 
8. assoziierten Punkt eindeutig. Dieser 8. Punkt kann auf vielfache Art 
konstruiert werden; es seien hier besonders die linearen Konstruktionen 
von Hesse, Caspari, Schréter, Piquet, Sturm und Zeuthen, simtlich in 
J. f. Math. 99, und vor allem die von Reye in J. f. Math. 100 (auch in 
Reye, Geometrie der Lage III, 3. Aufi, 8. 22, 4. Aufl, S. 227) hervor- 
gehoben. Diese letztere sowie eine aus einem Satz von Hesse sich er- 
gebende Konstruktion (Reye Geometrie der Lage IIL, 3. Aufi, 8. 201) 
zeichnen sich durch Symmetrie des Aufbaus und Kiirze aus, diese er- 
fordert 21, jene 25 Ebenen. 

2. VeranlaBt durch Herrn Déhlemann, will ich im folgenden eine 
Konstruktion des 8. assoziierten Punktes mit 12 Ebenen entwickeln, unter 
Anwendung eines Satzes von Weddle (Cambr. and Dublin Math. Journal 5, 
S. 58) aus dem Jahre 1850 (s. Reye, Geom. der Lage III. Abt., 8. 197 der 
3., 8. 229 der 4. Aufi.): 

»Von einem einfachen riiumlichen Achteck, 123---8, dessen Eck- 
punkte assoziiert sind, schneiden sich die 4 Paar Gegenebenen in 4 Strahlen 
einer Regelschar 2. Ordnung.“ 

Also: 

123\_, ee 345) 456) | 
567] ? 678 ’ 781) 
liegen in einer .Regelschar. 

In jeder der 8 Ebenen liegt demnach eine Leitgerade der Regelschar, 
die von den vier Geraden a, b,c, d geschnitten wird und die bzw. mit 
Pres, Pesa, °** bezeichnet sei. 

3. Der 8. (gesuchte) Punkt muB durch die Konstruktion eindeutig 
festgelegt sein, was am ktirzesten und natiirlichsten durch die 8 Ebenen 
123, 234, ---, 781, 812 geschieht. Die Ebenen 678, 781 und 812 
sind unbekannt und kénnen unabhiingig voneinander konstruiert werden. 
Einfacher ist es jedoch mit Hilfe von einer, z. B. 678, eine andere, z. B. 
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781, zu suchen. Darum soll, da von der Ebene 678 nur bekannt ist, 
daB sie dem Ebenenbiischel 67 angehért, an ihrer Stelle eine beliebige 
Ebene dieses Biischels — sie sei mit 6 7[8] bezeichnet — verwendet werden. 


Die Ebene 67[8] schneide 23 in B. Durch B und C= (156 wird 


in 123 eine Gerade bestimmt, die zum Unterschied von der aus der 
Ebene 678 sich ergebenden mit p;23 bezeichnet sei. p;.3 wird von 345 
in D geschnitten, und die Ebene 7D 1 ist demnach als die zu 67[8] ge- 
hérige 7[8]1 zu betrachten. 

LaBt man nun die Ebene 67[8] den Ebenenbiischel um 67 durch- 
laufen, so wird auf 23 eine zu ihm perspektive Punktreihe (B) aus- 
geschnitten, pi; beschreibt einen zu (B) perspektiven Strahlenbiischel 
um C, und dieser endlich liefert eine ihm perspektive Punktreihe (D), so- 


daB schlieBlich die Punktreihe (D), gelegen auf ates zum Ebenenbiischel 
67 projektiv ist. 

4. Durch die urspriinglich angenommene Ebene 67[8] wird aber 
auch in 456 eine p,,, bestimmt, niimlich durch die Punkte , 


ool F und 67[8]}=E. 
123 456 | 


Schneidet man p,,,, mit 345, so erhilt man einen Punkt G, und die 
Ebene 7G 1 ist also die auf diesem Wege der angenommenen 67[8] zu- 
geordnete 7[8]1. LaBt man 67[8] wieder den Biischel 67 durchlaufen, 
so erhilt man auf 45 eine dazu projektive Punktreihe a die also auch 
zu (D) projektiv wird. 

Daher sind die Ebenenbiischel 71D und 71G4 ebenfalls projektiv 
und haben zweimal entsprechende Ebenen gemeinsam. Das sind aber die 
Fille — es wird gezeigt werden, daB einer dieser zwei Fille auszuschlieBen 
ist —, wo die aus einer willkiirlichen Annahme hervorgegangene Ebene 
7[8]1 in die gesuchte 781 iibergeht. 

5. Wenn die Ebene 67[8] den Ebenenbiischel 67 durchliuft, geht 
sie einmal durch den Schnittpunkt J von 23 mit 456. In diesem Falle 
geht B in J, folglich p,,, in die Schnittgerade von 123 und 456 iiber; 


D fallt mit 133} = H zusammen. Zugleich tritt J an Stelle von FE, also 


22 3| an Stelle von Piece und es fallt auch G mit H zusammen. Daraus 


ergibt sich, daB die Punktreihen (D) und (G) perspektiv sind. 

Um das Zentrum S der Perspektivitit zu erhalten, legt man zwei (be- 
liebige) Ebenen durch 67, konstruiert die zugehérigen Punkte D,, G,— D,, G, 
und § als Schnitt von D,G, mit D,G,. Die Ebene 781 ist also die 
gesuchte Ebene 7 8 1. 
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6. Nun erhialt man durch eine einzige Gerade, p,,,, von der die 
345 

Punkte +4 und 781); bekannt sind, einen Punkt von 678, nimlich 
456 123 | 


den Schnittpunkt von p,,, mit 234. Eine weitere Gerade, p,,,, liefert 
812, womit Punkt 8 gefunden ist. 

Beriicksichtigt man, dab p,,, mit D,G, und p,., mit D,G, in je einer 
Ebene liegen, so findet man, daB® die Konstruktion auBer den Ebenen 
123, 234, ---, 812 selbst noch vier Ebenen allein zur Ermittelung von 
781, zwei Gerade zur Bestimmung von 678 und 812, in Summe 
14 Ebenen erfordert; wobei eine in einer bereits gezihlten Ebene gelegene 
Gerade fiir die Zahlung einer (weiteren) Ebene gleichgesetzt wird. 

7. Wir nehmen nun den speziellen Fall, wo 67[8] durch Punkt 5 
geht, und erkennen, da die Ebene 675 (als 567) bereits gezahlt ist, dab 
hierdurch eine Ebene erspart werden kann. S liegt dann auf der Ebene 


durch die drei Punkte 456}° 678} und 5, die mit ¢, bezeichnet sei. 


Ein weiterer spezieller Fall, durch den noch eine Ebene erspart 
werden kénnte, ist nicht vorhanden, auf dem eingeschlagenen Weg kann 
die Konstruktion, die jetzt 13 Ebenen umfaBt, nicht weiter vereinfacht 
werden. 

8. Wir beginnen die Konstruktion deshalb von vorn unter Ver- 
tauschung von | mit 7, 2 mit 6, 3 mit 5, indem wir diesmal [8]12 im 
Ebenenbiischel 12 beliebig annehmen und daraus in der Ebene 567 eine 
Psety IN 234 gine Pz, bestimmen. Im weiteren Verlauf ergeben sich 
zwei den Punkten D, und G, analog gebildete Punkte, A, als Schnitt 
von p,,, mit 345 und [f, als Schnitt von p,,, mit 34. Zuletzt findet 
man, wenn [8]12 den Ebenenbiischel 12 durchlaufen hat, in der Ebene 


.845 ein Perspektivititszentrum der Punktreihen (A) auf 345} und () auf 
34, das mit Z& bezeichnet sei. 

Wenn wir bei der zweimal vorzunehmenden Wahl einer Ebene [8]12 
(Nr. 5, Schlu8), das eine Mal den speziellen Fall nehmen, wo sie durch 
Punkt 3 geht, so haben wir wieder eine Konstruktion mit 13 Ebenen 
vor uns, weil 312 als Ebene 123 bereits gezihlt ist. Man findet, daB 2 
in einer Ebene «, liegt, welche durch die Punkte 234} . 133} und 3 geht. 

9. Um die bisher nur getrennt verwendbaren speziellen Fille in einer 
einzigen Konstruktion zu vereinigen, muB gezeigt werden, dab 2 mit S 
zusammenfiallt. 

Die Ebene 675 des Ebenenbiischels 67 ergab die durch S gehende 
Ebene «, (Nr. 7), die den Punkt 5 der Punktreihe (D) mit dem ent- 
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sprechenden Punkt — er heibe G, — der Reihe (G) verband. Nehmen 
wir nun im Ebenenbiischel 12 die Ebene 512, so erhalten wir, da dann 


Peg, durch 512}=5 geht und von 345 in demselben Punkt 5 ge- 


schnitten wird, diesmal Punkt 5 als Punkt der Reihe (f) und finden den 
mgehérigen Punkt der Reihe (4), wenn wir p,,, konstruieren (d. i. 


‘ 234 
5 ; 7 mit 45 | verbinden) und mit 34 schneiden. Dieser Schnittpunkt 
, 512 


psss}= 4, liegt aber ebenfalls in ¢,. Denn von der Schnittgeraden B13 
34 


gehéren die Punkte 5 und ase (s. Nr. 7) der Ebene «, an. Also liegt 


456 H+ 23 
= °°! selbst und damit auch 456} in é,, und da auch - 7 } ein Punkt 
512) 512 567 


von é, ist, so liegt die durch die letzten zwei Punkte bestimimte Gerade p,,,, 
schlieBlich also pss} in &. 
ua 


Da «, demnach zwei sich entsprechende Punkte der Reihen (f) und 
(4) enthilt, geht es (mach Nr. 8) durch 2. Ebenso laBt sich zeigen, daB 


& 
é, auBer Z auch S enthilt, woraus dann folgt, dab «, 


45 
10. Die Konstruktion erfordert nunmehr 12 Ebenen. 
Dieselben sind im nachfogenden Schema unterstrichen und zwar nur 

das erste Mal, wenn sie zur Bestimmung mehrerer Punkte dienen.) 


= Da 8 ist. 








(beliebiger Punkt) 7 


345 
234 456 
123 567 
5 3 
12) | | 67 
456) | =e, 345 & =) 1234 
23 = { 56 
567 \123 
781 
23 56 
567 123 
84) }= x, x, = 45 
781 234'=812 018 ={ 456 781 


456 284 1 (beliebiger Punkt). 
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Uber die Konstruktion des Mittelpunktes eines Kreises mit dem 
Lineal allein. 


Von 


Detter Caver in Gottingen. 


Steiner hat in seinem bekannten Buch iiber die geometrischen Kon- 
struktionen*) bewiesen, daB man alle elementargeometrischen K onstruktionen 
mit dem Lineal allein ausfiihren kann, wenn ein Kreis mit seinem Mittel- 
punkt gezeichnet vorliegt. DaB der Mittelpunkt gegeben sein muf und 
nicht, wenn nur der Kreis vorhanden ist, mit dem Lineal allein gefunden 
werden kann, hat Herr Hilberé bewiesen und in Vorlesungen mitgeteilt. 
Er kniipfte daran die Frage, ob bei zwei oder drei Kreisen die Kon- 
struktion der Mittelpunkte méglich ist. Diese Frage soll im folgenden 
beantwortet werden; es zeigt sich, daB sie nicht allgemein zu bejahen ist. 

Nachdem ich die Ableitung eines Hilfssatzes aus der projektiven 
Geometrie vorausgeschickt habe (§ 1), fiihre ich in § 2, auf Grund des 
von Herrn Hilbert fiir einen Kreis angegebenen Gedankenganges, den 
Unmiglichkeitsbeweis**) fiir zwei Kreise mit imaginiren Schnittpunkten 
im Endlichen. In § 3 betrachte ich dann die Fille, in denen die Kon- 
struktion doch méglich ist. 


§ 1. 

Hilfssatz. Zwei Kreise mit imagindren, im Endlichen gelegenen 
Schnittpunkten kinnen immer durch eine Kollineation in sich transformiert 
werden, die die Mittelpunkte nicht stehen lift. 

Beweis. a) geometrisch. Die beiden Kreise bestimmen ein Kreis- 
biischel mit imaginiren Grundpunkten, dem sie angehéren. Ein solches 
Kreisbiischel hat zwei reelle Nullkreise V und W, die mit dem unendlich 





*) Steiner, Die geometrischen Constructionen, ausgefiihrt mittelst der geraden 
Linie und eines festen Kreises. Berlin 1833. Werke I, S. 461 ff. 

**) Den Beweis hierfiir hat gleichzeitig auch Herr Rulf, ebenfalls auf Grund der 
von Herrn Hilbert gegebenen Anregung, gefunden. 
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fernen Punkt U der Chordale zusammen das allen Kreisen des Biischels 
gemeinsame Polardreieck bilden.*) Der Punkt V hat daher in bezug auf 
alle Kreise des Biischels die Polare WU. Nimmt man also V als Zentrum, 
WU als Achse einer involutorischen Zentralkollineation, so ftihrt diese 
alle Kreise des Biischels in sich tiber, indem sie die Punkte jedes ein- 
zelnen involutorisch paart.**) Die Mittelpunkte der Kreise aber miissen 
als Pole der unendlich fernen Geraden in die Pole der Fluchtlinie tiber- 
gehen; diese ist sicher im Endlichen**) und hat daher zu Polen Punkte, 
die von den Mittelpunkten verschieden sind. Die angegebene Kollineation 
hat also die von ihr verlangten Eigenschaften, sogar fiir alle Kreise des 
Biischels. 

b) analytisch. Die Gleichungen der beiden Kreise seien: 
(2—al?i+y?+1—a*=0 la'>1, 
(c—bf+y+1-—-b=0 b}>1. 

Sie haben in einem Punkt ihrer Zentralen, niimlich (0,0), beide die posi- 


tive Potenz 1***), schneiden sich daher imaginir auf der y-Achse. Die 
Kollineation 


a 
fiihrt die Kreise in sich tiber: 
2 yt 
(= —a) + eat 1—a=—0, 
(l—azv + y?+2?-—a2? = 0, 
1 —2a2 + @’2?+y?+2?%-—a@r*? =0, 
(2’—a??+y*+1-—a=0; 
ebenso den andern Kreis. Dagegen gehen die Mittelpunkte (a, 0) und (6,0) 
in andere Punkte, nimlich (- . 0) und (; , 0), tiber. 


§ 2. 

Satz. Wenn zwei Kreise mit imagindren, im Endlichen gelegenen 
Schnittpunkten gegeben sind, so ist es unmiglich, den Mittelpunkt des einen 
oder andern mit dem Lineal allein zu finden. 

Beweis. Angenommen, es gibe doch eine Konstruktion die, aus- 
gehend von willkiirlich teils auf den beiden Kreisen teils sonst in der 
Ebene zu wihlenden Punkten, nach einer bestimmten Vorschrift nur 
durch Ziehen von geraden Linien den Mittelpunkt eines der gegebenen 


*) Reye, Die Geometrie der Lage III*, 8. 22f. 
**) Reye II‘, S. 73f. 
**) Der Wert 1 bedeutet keine Beschriinkung der Allgemeinheit. 
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Kreise liefert.*) Aus dieser Annahme wird sich ein Widerspruch ergeben, 
wenn die beiden Kreise, an denen die Konstruktion ausgefiihrt gedacht 
wird, der in § 1 angegebenen Kollineation unterworfen werden. Diese 
fiihrt Gerade in Gerade, die beiden Kreise in sich und die Schnittpunkte 
von Linien in die Schnittpunkte der entsprechenden Linien iiber. Die 
transformierte Figur ist daher folgendermaBen zu beschreiben: Ausgehend 
von willkiirlichen Punkten, die in gleicher Anzahl wie bei der urspriing- 
lichen Konstruktion teils auf den beiden Kreisen teils sonst in der Ebene 
liegen, ist eine Konstruktion mit dem Lineal allein ausgefiihrt, nach der- 
selben Vorschrift wie die urspriingliche Konstruktion. War diese, wie an- 
genommen, eine richtige Konstruktion des Mittelpunktes eines der Kreise, 
so muB die transformierte Konstruktion auf den Mittelpunkt desselben 
Kreises fiihren. Es ist aber sicher, daB sie das nicht tun kann; vielmehr 
liefert sie den Punkt, in den der Mittelpunkt durch die Kollineation iiber- 
gefihrt wird, und das ist nicht der Mittelpunkt. Aus diesem Widerspruch 
folgt, daB die Annahme der Existenz einer Linealkonstruktion der Mittel- 
punkte bei zwei Kreisen mit imaginiren, im Endlichen gelegenen Schnitt- 
punkten unstatthaft ist. 

Anmerkung. Dieser Beweis gilt a fortiori fiir einen Kreis; er gilt 
aber auch fiir beliebig viele Kreise eines Biischels mit imaginaren Grund- 
punkten, da diese nach § 1 alle durch eine nicht affine Kollineation in 
sich transformiert werden kénnen. 


$ 3. 

Die folgenden Konstruktionen der Mittelpunkte von zwei gegebenen 
Kreisen beruhen darauf, dab der Mittelpunkt der Pol der unendlich fernen 
Geraden ist und als solcher mit dem Lineal konstruiert werden kann, 
sobald zwei unendlich ferne Punkte bekannt sind. Bekannt soll ein un- 
endlich ferner Punkt heiBen, wenn zwei parallele Gerade, oder eine Gerade 
mit drei Punkten, die zwei gleiche Strecken bestimmen, vorhanden sind; 
denn dies gestattet, den Punkt wie einen endlichen zur Konstruktion zu 
benutzen. Bei den einzelnen Fiillen gebe ich nur an, wie man unendlich 
ferne Punkte gewinnen kann. 

1. Benutzung der Chordale.**) Schon ein im Endlichen liegender Punkt 
der Chordale bestimmt diese; denn seine beiden Polaren schneiden sich 
auf der Chordale. Halbierte Strecken verschafft man sich auf Grund des 


*) Dabei ist vorausgesetzt, daB die Kindeutigkeit, mit der die Konstruktion den 
Mittelpunkt liefern soll, durch die Einfiihrung der willkiirlichen Punkte nicht ver- 
loren geht. 

**) Dies ist nur ein Beispiel; ahnlich wiirde man verfahren, wenn etwa die 
Zentrale oder ein Abnlichkeitspunkt gegeben wiire. 








Linealkonstruktion des Kreismittelpunktes. 93 


Satzes*): Die Strecke zwischen zwei doppelt konjugierten Punkten, die 
nicht auf der Chordale liegen, wird von der Chordale halbiert. Diese 
Strecken sind nicht alle parallel, weil die Verwandtschaft der doppelt- 
konjugierten Punkte quadratisch ist. 

2. Benutzung der reellen Schnittpunkte. Zwei willkiirliche Punkte 











Fig. 1. 


Fig. 2. 


des einen Kreises werden von den reellen Schnittpunkten aus auf den 
anderen Kreis projiziert. Die vier dadurch erhaltenen 
Punkte liefern, richtig verbunden, zwei parallele 
Gerade (Fig. 1). Denn nach ganz elementaren Siitzen 
sind die Winkel in der durch Numerierung ange- 
deuteten Reihenfolge gleich. Ahnlich ist es bei zwei 
sich beriihrenden Kreisen, wo die Figur 2 Konstruk- 
tion und Beweis leicht wird erkennen lassen. 
3. SchlieBlich seien die beiden Kreise konzen- 
trisch, aber der gemeinsame Mittelpunkt unbekannt. 
Man findet Paare von Parallelen entweder nach 
Figur 3 oder indem man daran denkt, daB die beiden ae 8. 
Polaren eines beliebigen Punktes parallel sind. 


Géttingen, 4. Februar 1912. 


Nachtrag. 

Inzwischen hatte ich fiir vier linear unabhingige Kreise, von denen 
keine zwei konzentrisch sind oder bekannte reelle Schnittpunkte haben, 
die Mittelpunkte mit dem Lineal allein konstruiert. Herr J. GroBmann in 
Géttingen, dem ich diese Konstruktion mitgeteilt hatte, fand dann, daB 
meine Methode mit geringer Modifikation auch bei drei Kreisen, die den- 


selben Bedingungen geniigen, zum Ziele fiihrt. Die Konstruktion verliuft 
nun folgendermaBen: 


*) Reye, III‘, 8. 21. 
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Die gegebenen Kreise seien K,, K,, K,; durch einen willkiirlichen 
Punkt A, der auf keinem der gegebenen Kreise liegt, legt man drei Kreise, 
von denen jeder einem der Biischel (K, K,), (K,K,), (K,K,) angehért.*) 
Auf einem der neven Kreise waihlt man dann einen Punkt B und legt 
durch diesen den dem Biischel der beiden anderen neuen Kreise ange- 
hérenden Kreis. Damit sind zwei Kreise mit bekannten reellen Schnitt- 
punkten, A und B, gewonnen, deren Mittelpunkte nach § 3, 2 der vor- 
liegenden Arbeit mit dem Lineal allein gefunden werden kénnen; von 
diesen aus gelangt man dann mit Steinerschen Methoden leicht zu den 
Mittelpunkten der gegebenen Kreise. 


Gottingen, 30. Juni 1912. 
*) D. h. man findet auf beliebig vielen Geraden durch A die zweiten Schnitt- 


punkte mit den zu legenden Kreisen mittels der von den Biischeln eingeschnittenen 
Involutionen, was bekanntlich mit dem Lineal allein méglich ist. 
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Uber den Begriff der Klasse von Differentialgleichungen. *) 
Von 


Davip Hinserr in Gottingen. 


Wir legen unserer Untersuchung eine Differentialgleichung fiir zwei 
Funktionen y und z der einen Variabeln x zugrunde; sie besitze die 
Gestalt 


’ a" d dz dz 
(1) F ( Bats y y mss gas 8 2) = 0; 


de?" dx? Y da 


und wir wollen annehmen, daB diese Differentialgleichung nicht dadurch 
gewonnen werden kann, dab man eine Differentialgleichung derselben Ge- 
stalt von niederer Ordnung ein- oder mehrmals differentiiert und die ent- 
stehenden Differentialgleichungen linear kombiniert. 

Nunmehr setzen wir 





dy d*y dz dz 
E= 9 (2; ee ee 
‘ dy d*y dz d*z 
(2) n= v0 (2; y; dz’ ant? 9 89 gar dat *)> 
dy d*y , as as 
C= 2(2; 9, 9e Gh gee gee) 


wo rechts als Argumente die Variable z und die Funktionen y, z, sowie 
deren Ableitungen bis zu gewissen Ordnungen hin auftreten, und driicken 


dw dg dy dy dy 


dn 4d d*y dada* da« dx* 


ai” dg’ af” ~@e °° 
az (72) 
dy dg d*y dy d*o 

dg dz d*¢ dz dx* dz dzx* 

di do’ am ia ah 
qs (zz) 


durch x und durch y, z sowie deren Ableitungen nach x aus: dann werden ‘ 


*) Abgedruckt aus der Festschrift Heinrich Weber (Leipzig, Teubner 1912). 
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sich im allgemeinen d. h., wenn die Funktionen g, y, 7 nicht besonderen 
Bedingungsgleichungen geniigen, aus (2) unter Benutzung von (1) die 
GréBen x,y,z durch € und durch 7, € sowie deren Ableitungen nach £ 
ausdriicken lassen, wie folgt: 


dyn d*y dg d'¢t 

x—9(& 1, Ter gee °°» b gps quay") » 
d ad dg dg 

(3) y=h (§5 0, aap: 7 Sy ae ge °*’)s 
d a dg d* 

e = (85 0, Spo Gp & Gee gee) 


dabei geht (1) in eine Differentialgleichung fiir 4, ¢ als Funktionen von & 
von der Gestalt 


Pa d oe 
(4) © (Fp oe Gee Fp oy Ge 8) = 0 
tiber. Von dieser Transformation (2) bzw. (3) sagen wir, daB sie die Dif- 
ferentialgleichungen (1) und (4) umkehrbar integrallos ineinander trans- 
formiert; alle Differentialgleichungen, die wie (4) umkehrbar integrallos 
in (1) tibergefiihrt werden kénnen, rechnen wir zur namlichen Klasse von 
Differentialgleichungen. 

In der Theorie der differentialen Beziehungen zwischen zwei Funk- 
tionen y(z) und ¢2(2) ist der eben eingefiihrte Begriff der umkehrbar 
integrallosen Transformation und der Begriff der Klasse ein Analogon zu 
dem in der Theorie der algebraischen Funktionen einer Variablen bekannten 
Begriffe der fiir das Riemannsche Gebilde umkehrbar eindeutigen (biratio- 
nalen) Transformation und zu dem Riemannschen Begriff der Klasse alge- 
braischer Funktionen. 

Nunmehr setzen wir andererseits 


z= p(t, w, w,,---, ,), 
(5) y= vit, WwW, W,, ++, W,), 
2=1(t, w, w,,---, w,), 


wo die Funktionen @, y, x nicht gerade von der besonderen Art seien, 
daB sie siimtlich nur von einer Verbindung ihrer Argumente ¢, w, w,,---,w, 
abhingen, verstehen ferner darin unter w eine willkiirliche Funktion der 
Variabeln ¢ und unter 

dw : dw 
“a9 er ae 


deren Ableitungen nach ¢, und bilden 


Ww, 


dy_¥ @y 9'¥"—¥9" 
dz 


? dx? gy? ~-€ ’ 


(6) 


p 
dz x dz _ ra vi = x9” 
Qp ? dz? qg’ 3 ? 


> a 
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o —— 





wo 
, dg 
7 = dt =P, + OP, + WP, -* on FW, 41 Py,» 


— 
v= e =, + w,¥, + We¥, nom ,41¥ 0,9 


gesetzt ist, wihrend hier wiederum die unteren Indices ¢, w, w,, ---, w, 
partielle Ableitungen nach diesen GréBen bedeuten: ist dann die Differen- 
tialgleichung (1) nach Eintragung von (5), (6) fir jede willkiirliche 
Funktion w(¢) d. h. identisch in ¢, w, w,, w,,--- erfiillt, so sagen wir, 
daB die Difterentialgleichung (1) die integrallose Auflisung (5) besitze. Es 
zeigt sich, daB der Satz gilt: 

Alle integrallos auflisharen Differentialgleichungen bilden eine und die 
niimliche Klasse von Differentialgleichungen. 

Nach Monge sind die Differentialgleichungen erster Ordnung von der 
Gestalt (1) (d. h. m = 1, m = 1) integrallos auflésbar; unserer allgemeinen 
Behauptung zufolge miissen demnach simtliche Differentialgleichungen 
erster Ordnung umkebrbar integrallos ineinander transformiert werden 
konnen. 

In der Tat, nach Monge liBt sich zu jeder vorgelegten Differential- 
gleichung erster Ordnung 


8 d dz 
(7) F(z, Y, 2; =, <n) = 0 


eine Funktion J(z, y,z,&) der Variabeln x, y, 2 und eines Parameters & 
finden derart, daB durch Elimination des Parameters § aus den Gleichungen 


ad, addy , ad dz 
(8) 


stiutea"® 
(9) od ard dy OS dz _ 0 


dad& ' dyd& dx ' O20E dx 


die Differentialgleichung (7) wieder gewonnen wird. Setzen wir nun 


(10) I(x, Y, 4, é) = 1%; 

(11) oN 2, §) : 

und berechnen aus (8), (10), (11) die GréBen & 7, € als Funktionen von 
dy dz 


©, Y, 2, 7s gp? 90 wird 


dy aJ_ (dd , dS dy , aI dn dx oJ _ ad _ 
dt de (55+ 35 da Os 7) dé + 3 ag —é 
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und wir haben somit eine Transformation der Differentialgleichung (7) 
in die spezielle Gestalt 

dy 

_— s 


erhalten. Diese Transformation ist tiberdies eine umkehrbar integrallose; 
denn durch Differentiation von (11) folgt mit Riicksicht auf (9) 


og* § 


und aus (10), (11), (12) lassen sich alsdann 2, y, z als Funktionen von 


(12) aI (x, ¥, 4, é) dé 


& e. & e ausdriicken. 


Als Beispiel diene die Differentialgleichung 
dz dy . 
da ~ (az) 3 
J = 2+ 2by +2 


und man erhilt daraus zur Bestimmung der obigen integrallosen Trans- 
formation und ihrer Umkehrung die Gleichungen: 


n= 82 + 2y + 2, 
f= 252 + 2y, 


qf. 
dg 7%) 


fiir diese wird 


as 49 dz 
+ 26 oe tae 9: 


Den integrallos auflésbaren Differentialgleichungen entspricht in der 
Theorie der algebraischen Funktionen die Klasse der rational auflésbaren 
Gleichungen zwischen zwei Variabeln d. h. der algebraischen Gebilde vom 
Geschlechte Null. 

Im folgenden méchte ich nunmehr den Nachweis fiihren, daB es 
jedenfalls schon unter den Differentialgleichungen zweiter Ordnung solche 
gibt, die nicht zu der Klasse der integrallos auflésbaren Differentialglei- 
chungen gehéren. 

Za dem Zwecke untersuchen wir zuniichst die spezielle Differential- 
gleichung 


(18) az ~ (is) 


und nehmen — im Gegensatz zu unserer Behauptung — an, daB dieselbe 
die integrallose Auflésung 
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dine y(t, W, Wyy**'s w,), 

(14) y = v(t, w, w,,---, @,), 
o= x(t, W, Wy,°*% w,) 


besitze, wo, wie in (5), w die willkiirliche Funktion der Variabeln ¢ be- 
deutet und 
dw dw 


ym 9° 9 a 


gesetzt ist. Ferner bezeichnen wir, wie oben, mit den unteren Indices 
t, W, W,, Wy, ~~~ die partiellen Ableitungen nach diesen GréBen und setzen 
tiberdies allgemein, wenn x irgendeine Funktion von ¢, w, w,, w,,--- be- 
deutet, zur Abkiirzung 
= = x, + W,%, + Wx, ++ 

Da offenbar der Fall, daB eine der Funktionen g, y, x eine Konstante 
ist, beiseite bleibt, so ist keiner der Ausdriicke ’, w’, zy’ identisch in allen 
Argumenten gleich Null. 

Nunmehr sei w, die héchste Ableitung der willkiirlichen Funktion w, 
die in der integrallosen Auflésung (14) rechter Hand wirklich vorkommt, 
und demgemaB seien die Ausdriicke y, |v, , 7, nicht simtlich* identisch 
in allen Argumenten Null. 

Wir finden aus (14): 


dz 
dx 


Ey hy H+ 41 Le, 
Pp + OO, + FM, 41 Py,” 

dy y_ VY, + OY, + +41 Pe, 

dx g Pp + Wy Py +o *- + Me 41 Pw, 


si 
(15) -= 


(16) 





und wenn zur Abkiirzung 


gesetzt wird: 
(17) Fn et Mahe FoF resto, F rg ators, 


9, + yF,, T+ ©, 419 w, 


Nach Einsetzung von (15) und (17) muB die Gleichung (13) identisch 


in den GréBen ¢, w, w,,--., W,,, erfiillt sein. Da aber linker Hand in = 


die GréBe w,,, nicht vorkommt, so muB auch die rechte Seite d. h. > 
von w,,, frei sein; mithin folgt identisch 


Pon as — 0, 


d. h. w ist von w,,, unabhiingig. Infolgedessen erscheint wegen (17) die 
1* 
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GréBe ~s als eine lineare ganze oder gebrochene Funktion von w,,,, und 
nach unserer Einsetzung erscheint mithin die rechte Seite von (13) als 
eine gebrochene quadratische Funktion von w,,,, wahrend linker Hand 
die in w,,, lineare Funktion (15) zu stehen kommt. Beide Seiten kénnen 
daher nur dann miteinander identisch ausfallen, wenn jeder der beiden 
Ausdriicke ; 

2 und = 

9 y 
von w,,, unabhingig ausfillt. Aus (15), (17) folgt hieraus sofort 

Z 
Pw, i. Avr» 


p 
Pw, me _ Mw, 


und da nach dem Obigen auch w von w,,, unabhiingig ist, so haben wir 
wegen (16) auch 
Pu, = Vy, 
Wire nun eine der GréBen 9, , ¥,, %,, identisch Null, so miiBte diesen 
Relationen zufolge jede derselben identisch verschwinden, d. h. es miiBten 
9”, v, 7 gamtlich von w, unabhingig sein, was unserer urspriinglichen 
Annahme widerspriche. 
Unsere eben gefundenen Relationen schreiben wir in der Gestalt 


iy” w » 

18 oa vw > om wy, 
(18) Bm mo 
(19) Ea 

F Po, 

— 
20 fn. 

( ) gy Pp 


Enthielten die Funktionen gy, ¥, 7 nur die Argumente ¢, w, so wiirden 
aus (18), (20) die Gleichungen folgen 


ViPo — Yoh: = Y, 
UPo— LeP: =%, 
und wegen ,,+0 wiiren somit die Funktionen o, ~, x von der beson- 
deren Art, daB sie nur von einer Verbindung der Argumente ¢, w ab- 
hingen — ein Fall, der von Anfang an ausgeschlossen worden ist. 
Wegen dieser Uberlegung dirfen wir in (14) die Ordnung der héchsten 
vorkommenden Differentialquotienten r > 1 annehmen. 
Wir berechnen nunmehr vermége 


oo g(t, W, Wy,°°'; w,) 
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die GréBe w, durch t, w, w,,--+, w,_,, @ und fiihren den gewonnenen 
Ausdruck fiir w, in w und x ein; die so entstehenden Funktionen be- 
zeichnen wir mit 


f(t, w, Wy, +++, W,_3, 2%) baw. g(t, w, w,,---, W,_4, 2). 


Ferner mége im folgenden das Zeichen = stets bedeuten, daB beide Seiten 


einander in ¢t, w, w,,---, w, identisch gleich werden, sobald man z = @ 
darin einfiihrt; es ist also gewib 

(21) v=f 

und 

(22) L=J- 


Endlich sei, wenn k irgend eine Funktion von ¢, w, w,,---, w,_,, @ ist, 
zur Abkiirzung 
K =k, + wk, + wk, + +--+ w,k 


gesetzt. in 
Durch Differentiation von (21) nach ¢ erhalten wir 
v=ft+h¢ 
und durch Differentiation nach w, 
Vo, = f-Pu,: 
Vermige (18) folgt hieraus 
(23) v=f. 
und 
(24) f’ =0. 
Ebenso folgt aus (23) vermége (19) 
w_- 
(25) Q = Sun 
und 
(26) (fF =0 
und endlich aus (22) vermége (20) 
- 
(27) ap’ — 9x 
und 
(28) g =0. 


Nunmehr differenzieren wir (24) nach w,; alsdann entsteht 


FY Po, + fo, , =9 
und wegen (26) folgt hieraus 


r—1 


0. 


| a 


Ii 
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Da aber f und folglich auch f, , die GréBe w, nicht explizite enthilt, 
so folgt hieraus auch identisch in ¢, w, w,,---, W,_4, 2 


a = 0, 
d. h. f enthilt auch die GréBe w,_, nicht explizite. Infolge des letzteren 
Umstandes enthalt wiederum f die GréBe w, nicht explizite und daraus 


folgt wegen (24) notwendig identisch in ¢, w, w,,---, W,_,, 2 


f =0 


hi + w,f,, + Wf, +> yr + ®,.2be,_» ee 0. 
Aus dieser Gleichung folgern wir der Reihe nach 
Se = 0, /, =0,---,f,=9,f,=0 


r—2 Wr —3 
und erkennen somit schlieBlich, dab f keine der GréBen t, w, w,,---, w,_, 
explizite enthalten darf, sondern nur von x abhingt. 


Aus (17) uad (25) entnehmen wir 


d. h. 


d*y 


dx? lex 

und aus (15) und (27) 
dx _ 9} 

folglich geht die vorgelegte Differentialgleichung (13) in 
In = brs 


liber; sie zeigt, daB auch g, nur eine Funktion von z allein ist und 
hieraus folgt 

g=X+W, 
wo X nur von « und W nur von ¢, w, w,,---,w 


»,., abhingt. Aus 
(28) folgt 


Ww’ =0 


d. h. W ist eine Konstante; mithin ist auch g nur von « abhiingig. 
Damit erkennen wir, daB in jedem Falle m, ¥, x nur von einer Ver- 
bindung der GréBen ¢, w, w,,---, w, abhingen — ein Vorkommnis, 
welches von Anfang an ausgeschlossen worden ist. Unsere urspriingliche 
Annahme ist also unméglich und es ist somit ist der Satz bewiesen: 
Die Differentialgleichung zweiter Ordnung 
dz __(d*y\2 
dz (iat) 
besitzt keine integrallose Auf lisung. 
Die soeben fiir die spezielle Differentialgleichung (13) angewandte 


SchluBweise gilt genau in gleicher Weise fiir die allgemeinere Differential- 
gleichung 
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dz d*y dy 
(29) Fe FG ew z), 
wenn F' nicht gerade eine ganze oder gebrochene lineare Funktion von 
“s ist. 
Ist F eine gebrochene lineare Funktion von ra 7, 80 laBt sich die 
Differentialgleichung in die Gestalt a 
s+8 ¢ 
d ; P 
(30) ic “as —; 
da? ity 


wo «, B, y Funktionen von 2, y, z, sf Y bedeuten und # nicht identisch 


gleich ay sein darf. Uberdies ist es auch erlaubt, anzunehmen, daB 6 
nicht identisch Null ist, da im Falle 6 = 0 gewiB «+0 ausfallen mub; 


und wenn wir dann in 
d*y 


dz “de® 
dx @y. 
dat t? 


die Funktion y durch y + 2* ersetzen, so erhalten wir eine Differential- 
gleichung von derselben Gestalt (30) mit einem von Null verschiedenen 
Gliede £. 

Nunmehr iiben wir auf (30) die spezielle (Legendresche) Transformation 


dy dy 
~ da | 7a 
d 
G1) n= as—y | y= ttn 
f—2 | a=§ 


aus: wir erhalten dann eine Differentialgleichung von der Gestalt 
d*y 
dt atn “TP aps 
‘| 2 1*y7, ? 
= i+7 ae 


wo nun «, 6, y Funktionen von &, », geworden sind. Wegen £ +0 


d 
6 aE 
ist die rechte Seite hier gewiB im Zihler quadratisch in ad und daraus 


schlieBen wir im Hinblick auf unsere friihere Uberlegung, daB auch die 
Differentialgleichung (30) keine integrallose Auflésung besitzt. Mithin 
kann die Differentialgleichung (29) gewiB nur in dem Falle eine integral- 


2 
lose Auflisung besitzen, wenn F eine ganze lineare Funktion von | ist. 
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Die Formeln (31) bieten das Beispiel einer Transformation, die eine 
integrallose Umkehrung ohne Riicksicht auf eine bestimmte zugrunde- 
gelegte Differentialgleichung gestattet. Zum Unterschiede von den bis 
dahin behandelten umkehrbar integrallosen Transformationen mégen solche 
umkehrbar integrallosen Transformationen, die wie (31) fir alle Funk- 
tionen y(x), 2(x) bzw. 4(&), €(&) anwendbar sind, unbeschrankt um- 
kehrbar integrallose Transformationen heiBen; sie bilden das Ana- 
logon zu den in der Algebra bekannten durchweg umkehrbar rationalen 
(Cremonaschen) Transformationen zweier Variabler. 

Indem wir vorhin die Existenz von Differentialgleichungen bewiesen, 
die nicht integrallos auflésbar sind, zeigten wir, daB es auBer der Klasse 
der integrallos auflésbaren Differentialgleichungen jedenfalls noch eine 
davon verschiedene Klasse von Differentialgleichungen gibt. Daf es tiber- 
haupt unendlich viele voneinander verschiedene Klassen von Differential- 
gleichungen gibt, laBt sich auf einem Wege erkennen, der dem oben zum 
Nachweis der Existenz integrallos nicht auflisbarer Differentialgleichungen 
analog ist und den ich hier kurz charakterisieren méchte. 

Wir betrachten die beiden speziellen Differentialgleichungen 


os Gs 
poe dz d*y\2 
os - O 


Von diesen ist die erstere, wie vorhin gezeigt, nicht integrallos auflésbar, 


und, wenn man in der zweiten Differentialgleichung 2 als unbekannte 


Funktion ansieht, so folgt, daB auch sie nicht integrallos auflésbar ist. 


Wir haben dann noch zu zeigen, daB es keine Transformation von der 
Gestalt 


t= 9(é, > N19 °* "> Nes $), 
y= ¥(E, "1, °° *> Nr» §), 
e=7(&, > N19 °° *s Ue» ¢) 


gibt, vermége derer aus (32) die Differentialgleichung (33) wird; dabei 
ist zur Abktirzung 


x 


a 
hh = ae ** *» q, = rd 
gesetzt. 

Nunmehr bedeute allgemein 


, 


dx 
aie ie Het My Hy + My %y, + °F Tey s%y, H Me Mei 


dann erhalten wir 
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(34) a 


(35) oy 


Nach Einsetzung von (34) und (35) miiBte, falls jene Transformation (32) 
in (33) tiberfiihren sollte, die Gleichung (33) identisch in 
E,%) My *** "p43 4 
erfiillt sein; daraus schlieBen wir fiir r > 3 leicht, daB die Ausdriicke 
u,v, 
g’ at ? Q 


VOD 4,41) Yp429 N43 Unabhingig sein miissen und demnach die Identititen 


Papa’ = Xn,? 
?,,, P= v9 
Py, ¥ = Fa,» 
P07 = %, 


bestehen. Aus diesen Identititen schlieBen wir dann ganz analog wie 
oben die Unméglichkeit unserer Annahme. In den Fillen r= 1, r= 2 
bediirfen wir, um das niamliche Ziel zu erreichen, einer besonderen sehr 
einfachen Uberlegung. Damit ist die Existenz von drei verschiedenen 
Klassen sichergestellt und zugleich ersichtlich, wie das Verfahren zum 
Nachweise von beliebig vielen Klassen von Differentialgleichungen fort- 
gesetzt werden kann. 

Zu einem tieferen und systematischeren Studium der Differential- 
gleichungen von der Gestalt (1) und des Klassenbegriffes bedarf es der 
Heranziehung der Methoden der Variationsrechnung; und zwar scheinen 
mir dabei folgende Definitionen und Begriffsbildungen in erster Linie er- 
forderlich zu sein. 

Jedes Paar von Funktionen y(z), 2(x), die der Differentialgleichung (1) 
identisch in x geniigen, heiBe eine Lésung von (1). Wird nun die Diffe- 
rentialgleichung (1) durch eine umkehrbar integrallose Transformation in 
die Differentialgleichung (4) iibergefiihrt, so entspricht vermége (3) im 
allgemeinen einer jeden Lésung der transformierten Differentialgleichung (4) 
eine solche der urspriinglichen Differentialgleichung (1). Es kann jedoch 
besondere Liésungen von (1) geben, die auf diese Weise vermége (3) nicht 
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dargestellt, d.h., wie wir sagen wollen, ,,ausyelassen“ werden. Andererseits 
nennen wir diejenigen besonderen Liésungen von (1), fiir welche die erste 
Variation verschwindet, die diskriminierenden Lisungen von (1). Aus den 
diskriminierenden Lésungen werden bei einer umkehrbar integrallosen 
Transformation simtlich oder zu einem Teil wiederum diskriminierende 
Lésungen. 

Die fundamentale Bedeutung dieser allgemeinen Begriffe erkennen 
wir bereits an dem Beispiel der (Mongeschen) Differentialgleichung erster 
Ordnung. Es zeigt sich niamlich, daf die séimtlichen diskriminierenden 
Lésungen der Mongeschen Differentialgleichung, und im wesentlichen nur 
diese, ausgelassene Lisungen sind.*) 

Wir wollen die eben aufgestellte Behauptung tiber die diskriminierenden 
Liésungen der Mongeschen Differentialgleichung beweisen und zwar der 
Kiirze halber an dem Beispiele der speziellen Mongeschen Differential- 
gleichung 
(36) =~ Gy: 


dx 


Durch Nullsetzen der ersten Variation des Integrals 


s-{ (s4)'a 


erhalten wir die Differentialgleichung 


d*y 


dx* 0 


und folglich lauten die diskriminierenden Lésungen von (36) 
y=azr +b, 
37 
(37) ze=a’*e+c 
unter a, b, ¢ Konstante verstanden. 
Die integrallose Auflésung von (36) lautet: 


a= w,,— 2tw,+ 2w, 
(38) , y = tw, — ,, 

s= W,, 

Es sei nunmehr 
y=f(z), 2=9(2) 

ein System von Lésungen der Differentialgleichung (36). Um dasselbe 
durch die Formeln (38) darzustellen, ist es notwendig und hinreichend, 
eine Funktion w(t) zu finden, die den zwei Differentialgleichungen 





*) Vgl. die nachstehende, durch meine Anregung entstandene Arbeit von W. Gross. 
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(39) tw,,— w, =f (Pw,,—2tw,+2w), 
(40) W,,= 9(Fw,,— 2tw, + 2w) 
geniigt und fiir welche der Ausdruck 
z= w,,— 2tw,+ 2w 
nicht konstant ausfallt, mithin 


= = #w,,,.+ 0 
d. h. 
(41) Wr, #O 
wird. Durch Differentiation von (39), (40) nach ¢ entsteht: 
(42) tw, = Pw,,.,f', 
(43) Wye = PWS 
oder wegen (41) 
(44) l=tf 
(45) 1 = #9’. 


Ist nun f, g nicht eine der diskriminierenden Liésungen (37), so fallt 
f nicht konstant aus und wir kénnen mithin (44) durch Umkehrung in 
die Gestalt 


(46) Pw,, a 2tw,+ 2u = h (7) 


; bedeutet, die nicht konstant ausfiallt. 


Diese Differentialgleichung fiir w ist gewiB stets lésbar; es sei w® eine 
Partikularlésung derselben. 
Aus (44) folgt wegen 


bringen, wo h eine Funktion von 


g= (f°, 
daB zugleich (45) erfiillt ist, wenn wir darin w® fiir w einsetzen; mithin 
wird auch (42), (43) fir w= w® erfiillt und da diese Gleichungen durch 
Differentiation aus (39), (40) entstanden sind, so entnehmen wir hieraus 
die Existenz zweier Konstanten A, B, sodab 


(47) tw2—w?+ A=f(#wS—2tw! + 2w), 
(48) wi+ B= g(Pwf—2tw?+2w*) 


wird. Setzen wir nunmehr 
w= w+ ; Be — At, 
so befriedigt diese Funktion wegen (47), (48) die Differentialgleichungen 
(39), (40) und es fallt tiberdies wegen (46) der Ausdruck 
fw,,— 2tw,+ 2w = Pw2 — 2twP+ 2w® 
nicht gleich einer Konstanten aus. Damit ist gezeigt worden, daB unsere 
Lisung in der Tat durch (38) dargestellt werden kann. 
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Es sei nun andererseits /, g eine diskriminierende Liésung, wie sie durch 
(37) geliefert wird. Alsdann geht (39) in 
tw,,— w,= a(fw,,— 2tw,+ 2w) + b 
iiber. Durch Differentiation nach ¢ erhalten wir hieraus 
(t—at*)w,,,= 0 
und folglich ’ 


te P 

d. h. unsere Lésung ist durch (38) nicht darstellbar und damit ist der 
von mir aufgestellte Satz, daB die diskriminierenden Lésungen und nur 
diese ausgelassene Lésungen sind, vollstaindig bewiesen. 

Zum Schlusse sei darauf hingewiesen, daB die Mongesche Differential- 
gleichung zugleich ein Beispiel dafiir bietet, daB die diskriminierenden 
Lésungen gegeniiber den umkehrbar integrallosen Transformationen keinen- 
falls invarianten Charakter besitzen — erkannten wir doch oben, daB jede 


Mongesche Differentialgleichung (7) umkehrbar integrallos in die spezielle 
Gestalt 


w 


dn _, 
age 6° 

transformiert werden kann; und die letztere Differentialgleichung besitzt 
offenbar tiberhaupt keine diskriminierende Lésung. Der hier hervorgehobene 
Umstand steht mit dem vorigen Satze, demzufolge im Falle der Monge- 
schen Differentialgleichung simtliche diskriminierenden Lésungen zugleich 
ausgelassene Lisungen sind, in intimsten Zusammenhang. 
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Uber Differentialgleichungssysteme erster Ordnung, deren 
Lésungen sich integrallos darstellen lassen. 


Von 


Witzeim Gross in Wien. 


Einleitung. 


Monge*) hat zuerst nachgewiesen, daB man aus nichtlinearen par- 
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei unabhiingigen 
Verinderlichen unterbestimmte Differentialgleichungen, die Differential- 
gleichungen der Integralkurven, ableiten kann, die eine _,,integrallose“ 
Auflésung gestatten, d. h. deren Lésungen durch Differentiations- und 
Eliminationsprozesse aus einem vollstiindigen Integrale der zugehérigen 
partiellen Differentialgleichung gewonnen werden kénnen. Goursat**) hat 
sodann ein Verfahren angegeben, aus Involutionssystemen von ( — 1) par- 
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung mit » unabhiingigen Ver- 
anderlichen unterbestimmte Differentialgleichungssysteme erster Ordnung 
von (n—1) Gleichungen mit » abhiingigen und einer unabhiingigen Ver- 
inderlichen herzustellen, deren Lésungen sich integrallos darstellen lassen. 

Im folgenden soll nun gezeigt werden, dab unter gewissen Voraus- 
setzungen und Einschrinkungen zu jedem Involutionssysteme von m par- 
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung mit n(>m) unabhingigen und 
einer abhiingigen Veriinderlichen ein System von m Differentialgleichungen 
erster Ordnung mit (m +-1) abhdngigen und (n—m) unabhiingigen Verdnder- 
lichen gehirt, deren Lisungen sich mit gewissen Einschréinkungen und be- 
stimmten Ausnahmen integrallos darstellen lassen. 

Es zeigt sich dabei, daB das Involutionssystem und das zugehdrige 
unterbestimmte Differentialgleichungssystem das Anfangs-, bzw. Endglied einer 
Kette von Differentialgleichungssystemen bilden, deren einzelnes mit (k +1) 
abhiingigen und (n—k) unabhingigen Verdnderlichen (k=O, 1,---,m) aus 


*) Mémoires de l’Académie des Sciences, 1784. 
**) ,,Sur le probléme de Monge“, Soc. Math. France 1905, 8. 201. 
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(k+ 1)m — k* Gleichungen besteht, und deren Lisungen sich unter bestimmten 
Annahmen durch Differentiations- und Eliminationsprozesse aus einem voll- 
stiindigen Integrale des Involutionssystems gewinnen lassen. Es ergeben sich 
hiebei auch Ausblicke fiir den Fall, daB das vorgelegte partielle Diffe- 
rentialgleichungssystem zwar nicht ein Involutionssystem ist, jedoch eine 
willkiirliche Parameter enthaltende Integralschar besitzt. 

Der Beweis dieser Tatsachen wird der Einfachheit und Klarheit 
halber nicht allgemein, sondern an der Reihe n = 4; m = 1, 2, 3 durch- 
gefiihrt werden, doch werden die Beweise so gestaltet, daB ihre Verallge- 
meinerung keinerlei Schwierigkeiten verursacht. Der Fall n= 4, m=3 
ordnet sich den von Herrn Goursat behandelten Systemen unter; die hier 
eingeschlagene Methode gewiihrt einen tieferen Einblick in die vorliegenden 
Verhiiltnisse und vervollistiindigt die Goursatsche Darstellung in wesent- 
lichen Punkten. 

Beim Beweise werden wir obendrein auf Differentialgleichungssysteme 
aufmerksam, die sich unter Hinzunahme willkiirlicher Funktionen in der an- 
gegebenen Weise integrallos darstellen lassen. 


I. Aufstellung von Differentialgleichungssystemen, deren Lésungen 
sich integrallos darstellen lassen. 


1. In der finfdimensionalen Mannigfaltigkeit (2,, 2, 23, %,, “;) be- 
zeichnet man eine durch einen Punkt P hindurchgehende lineare vier- 
dimensionale Mannigfaltigkeit als einen zum Punkte P gehérigen Ele- 
mentar-R, und ebenso spricht man von zum Punkte P gehérigen 
Elementar-R,, Elementar-R, und -R, und man sagt, ein Ele- 
mentar-R, liege in einem 2,, wenn der R, den Elementar-R, im Punkte P 
beriihrt. Den oo*P zugehérigen Elementar-R, ordnen wir nichthomo- 
gene Koordinaten p, (¢=1, 2, 3,4) derart zu, dab 


4 
(1) zt — x= >ip, (x,—2;°) 
1 


die Gleichung eines Elementar-R, darstellt. Durch eine, zwei, bzw. drei 
Gleichungen zwischen den p, werden die dem Punkte P zugehérigen Ele- 
mentar-K,, Elementar -K,, bzw. -K, definiert. 

2. Deuten wir die p, als Punktkoordinaten eines vierdimensionalen 
Raumes, so entsprechen den Elementar-R,, bzw. -R,, -R, und -R, 
des Punktes P die Punkte, bzw. die linearen R,, R,, R, und den Ele- 
mentar-K,, -K,, baw. -K, die R,, R, bzw. R, dieses Raumes. Fiir die 
linearen ®, fiihren wir nichthomogene, nichtiiberzihlige R,-Koordinaten 
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ein, die mit den Punktkoordinaten durch (4—7) bilineare Beziehungen 
der Form 


185 = Dt D> Diner (j=1,-+ 4-3) 
1 


verbunden sind. 

3. Irgend einem 8; unsres Raumes, der gewissen Bedingungen ge- 
niigt, ordnen wir eine Mannigfaltigkeit linearer R, zu durch einen ProzeB, 
der hier gleich fiir den n-dimensionalen Raum angegeben werde. Wir 
setzen voraus, daB die den R, definierenden Gleichungen in der Umgebwng 
des Wertesystems p,°,---, p,°, das Rt, sugehire, eindeutig und (k+1) fach 
nach den p stetig differentiierbar seien und daB sich aus ihnen (n—i) der p 
als stetig differentiierbare Funktionen der iibrigen p ergeben. Wir beschranken 
uns auf den Fall, dab i+k<n ist. Es seien 


(2) F,(p,, ++) DP.) = 90, Fy=0,---, F 


n—i 


»® 

die den ®, definierenden Gleichungen, wihrend durch 

(3) TM, °° Py» er, lea Th n—2) _ 0, T,= 0, ia Y 0 
entsprechend den in 2. angefiihrten Gleichungen die (n—k) (k+ 1) R,-Ko- 
ordinaten r“ mit den Punktkoordinaten p verbunden sind. Durch Null- 
setzen aller m-reihigen Determinanten der Matrix 


OP y.°+ + Fy _g Ty, +) T,-2) 
O(Py9** Px) 
erhalten wir die Gleichungen 
(4) J (Dyy +) Das Yor’ *'s Tin —k) = 0,--,d%=0. 
Setzen wir dann alle m-reihigen Determinanten der Matrix 
OF .°°5 Fy Ty T,_a.J)?, ++ 3.) 


O(Pys**s Pp) 
gleich Null, so erhalten wir eine Reihe weiterer Gleichungen 
(5) J, (p,, "* Pas Yor’ *'s Te n—2) — QO, - - 5 J = (), 


Mit Hilfe dieser Gleichungen erweitern wir wieder unsere Matrix und 
verschaffen uns so weitere Gleichungen. -So fortfahrend erweitern wir 
unsere urspriingliche Funktionenreihe (2), (3) im ganzen kmal, wodurch 
wir das Gleichungssystem (A) bekommen. - 

4. An der in Betracht gezogenen Stelle p®,---, p® sei mindestens 
eine der n-reihigen Determinanten der Matrix 

O(F ys +s Fags Tyy*+ sy Tape Fs a + TD, Ji, - - », TP 

a (Py, Pa>** > Py) 


trotz der Gleichungen (2), J\) = 0,---, J®— 0, in den r nicht identisch 
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Null. Dann ist mindestens eine der (n—1) reihigen Determinanten der 
Matrix 
o(F;, ih Fang T,, wei. T,,-») 
oP) 
trotz der Gleichungen (2), J{)=0,--., J =O in den r nicht identisch 
Null. Es sei 7} ,,---, 7?,,_, ein den Gleichungen (2), (3), J{0=0, --., J®=0 
fiir p?,---, p® geniigendes endliches Wertesystem, fiir das mindestens eine 
der n-reihigen Determinanten der ersten Matrix fiir die Stelle p®, ---, p® 
von Null verschieden ist und fiir das daher auch eine der (m — 1)-reihigen 
Determinanten der zweiten Matrix an dieser Stelle von Null verschieden 
sein muB, etwa, was sich ja stets durch passende Wahl der Indices er- 
zielen laBt 





OP, —s419°* 9 Pye Tanna *** Tad) 
A(p®,---, p°, 4,°:,7 on nee ne ss SE FT 
(Pi, Pr a pn henwt O(Pys** +s Pay» Pasa ** Pa) + 
Dann 1aBt sich in der Umgebung der Stelle p?, ---, p®; ro,,---, aug 
aus den J) ein Fundamentalsystem 





J — Fe Freie te: +» Fa-ir Tana? » T,_3) out 
' O(Py>** > Pa) iii 
7. — Pai Fa—iga Pain Trae?" Z,,. ®) 
— O(Pis** Pa) 
(6) a(1;, F, oe ey — . 
JY, a ( 12* A—i+1? 1” u—i? ~n—h—k+2? , a-s) ee 
— O(Pys** + Py) ? 4 
7. OT —n—nga? Pa—igar’* > Pair Tran gar’ * T,-%) 


n—-i-k+i = 


O(P1>** + Pp) 

herausgreifen, durch das sich alle J‘ homogen linear darstellen lassen 
mit Koeffizienten, die in den r rational und nach den p k-fach stetig 
differentiierbar sind. Man erkennt leicht, daS sich mit Hilfe der Funk- 
tionen 


aI, F, oe re T 


J? Dal h—i+1? n—i? “n—h—k+2°°° 2 +n —b) 
i == - eee 
(7) O(Py+***> Py) : : 
yw P oon F oes 
J2 OS sega Paige’ Paar Tanna? ** Ta) 
—i-k+1 = a 
n-t + O(Py>°* "> Dp) 


in Verbindung mit dem System der J alle J® homogen linear dar- 
stellen lassen mit Koeffizienten, die in den r rational und nach den p 
mindestens (k —1)-fach stetig differentiierbar sind. Genau so bildet man 


J? — OP Panis te Pair Ta-a—ng?"*” T,,-) oe 
O(Py>°* + Pn) ‘ 
F(3) OS 5-2 +1? FP, i41 oe ¥ 4 T,-n—k+2» es T,,—-») 
nS “ 


O(Py>***» Pp) 
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und erhilt so schlieBlich ein System von k(m—i—k+1) Funktionen, 
durch die sich in der Umgebung der Stelle pi, ---, p®, ro ,,-++, 70 ,_y 
alle J{?, ---, J® homogen linear darstellen lassen mit in den r rationalen 
Koeffizienten, die nach den p stetig differentiierbar sind. Wir kénnen so- 
mit die Gleichungen J{ = 0, ---, J =O in der Umgebung dieser Stelle 


durch die Gleichungen J{" = 0, ---, J{®;_241—=0 ersetzen, die wir zu- 


sammen mit den Gleichungen (2), (3) als Gleichungssystem (A) bezeichnen. 
Infolge der eingangs gemachten Annahme ist trotz des Systems (A) eine 
der Funktionen 


a, Tk 7 7 , 
yer s OS), Fy ig Pai Tape gae'* > Taw) 
1 O(Pys ***) P,) ? ? 
yet» _ Or, rear %, cea Fy Tange Taw) 
n—i—k+1 O(Py>°**> Px) 


von Null verschieden, und wir kénnen die anfangs gemachten Voraus- 
setzungen durch die ersetzen, dab. mindestens eine der Funktionen J(*+» 
trote des Gleichungssystemes (A) von Null verschieden ist. 

4a. Gilt fiir die Stelle p?, ---, p®, rh.,--+ 1h,» die dem System (A) 
geniigt, die Voraussetzung von 4. und ist obendrein die Matrix 


(8) Oi? Jy”, -- ere Ss)) 


OTs 42 T1,99°* > Tkn—e) 
vom Range k(n —i—k +1), verschwinden ferner dort in keiner der Matrizen 
ACE ek ie ee oe to) 
Ory iy Tan "2, 1) 
so sagen wir, die Stelle zeige normales Verhalten gegeniiber dem Gleich- 
ungssystem (A). 
4b. Da die auftretenden Gleichungen rational in den r sind, kénnen 
wir, falls fiir ein den Gleichungen (2) geniigendes Wertesystem p?, - --, p® 
weder simtliche J“+” noch simtliche k(m—i—k+1)-reihigen Deter- 
minanten der Matrix (8) noch siimtliche k-reihigen Determinanten in irgend 
BSI, Ty +4 Fs naa) 
(Fs, 19 Fan's Te) 


(L=1, 2,---,n—k) stimtliche k-reihigen Determinanten, 


einer der Matrizen (L=1,2,---,m—k) identisch in 


den dem Gleichungssystem (A) geniigenden r verschwinden, endliche r-Ko- 
ordinaten so bestimmen, daB die Stelle vom normalen Verhalten ist. 

5. Unter der Voraussetzung von 4. kénnen wir aus dem System (A) 
die p eliminieren und erhalten so ein nach Art der Elimination verschieden 
gestaltetes Gleichungssystem zwischen den r 
(B) 9, (715 = Tr n—2) =0,---, ®(7o15 igh Tun —k) = 0. 

Ist die Stelle von normalem Verhalten, so besteht das System (B) genau 
aus [(k-+1)(m—i) — k*] voneinander unabhiingigen, miteinander vertriig- 
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lichen Gleichungen. Wir kénnen die Elimination so einrichten, dab das 
System (B) in einer gewissen Umgebung von 1} ,,---, 7?,_, eindeutig 
und nach den r stetig differentiierbar ist. Es stellt dort die Gesamtheit 
der r dar, die dem System (A) fiir diese Umgebung von Ear °''s Bern 
und einen gewissen Bereich der p auf Ri, geniigen. 

Durch den im vorstehenden geschilderten ProzeB wird unserem §, 
eine Mannigfaltigkeit linearer i, zugeordnet. Fassen wir dann die r als 
Koordinaten von Elementar-R,_, auf, so sprechen wir von einem dem 
Elementar-K,,, zugeordneten R,_,-K,,,, der durch das Gleichungssystem 
(A) oder (B) dargestellt wird. 

Im dreidimensionalen Raume entspricht in der angegebenen Weise 
einer Fliche die Gesamtheit ihrer Tangenten, einer Raumkurve die Ge- 
samtheit ihrer Tangenten, bzw. die Gesamtheit ihrer Schmiegungsebenen. 
Es sei jedoch darauf hingewiesen, daB z. B. im vierdimensionalen Raume 
~ die einem ®, zugeordnete Mannigfaltigkeit linearer R, zwar die beriihren- 
den linearen i, enthilt, wihrend aber die Gesamtheit der beriihrenden 
linearen i, zweiparametrig ist, ist die dem ft, zugeordnete Mannigfaltig- 
keit linearer Rt, viergliedrig. 

6. Fiir Stellen, die im Unendlichen liegen, bzw. fiir Wertesysteme 
der r, die unendlich werden, stellen wir die Gleichungen der dem 8; zu- 
geordneten Mannigfaltigkeit linearer 8, auf, indem wir zuerst durch 
Kollineationen des »-dimensionalen Raumes die betreffende Stelle ins End- 
liche schaffen, bzw. dem in Betracht gezogenen linearen ft, eine solche 
Lage geben, da® keine seiner Koordinaten unendlich wird. 

7. Ist in jedem Punkte eines Bereiches unseres fiinfdimensionalen 
Raumes ein Elementar-K,,, definiert, so bildet die Gesamtheit dieser 
Elementar-K;,, ein K,,,-Feld. Wir nehmen an, dab die Gleichungen 
des K,,,-Feldes eindeutige stelige Funktionen von x,, 2, ---, % seien. Die 
Gleichungen, die den dem Punkte P(z,°,---,2,;°) des Feldes zugehérigen 
Elementar-K,,, definieren, sollen den Voraussetzungen von 3. und 4. ent- 
sprechen. Dann sind die Gleichungen (B) des dem Elementar-K,,, zu- 
geordneten FR, ,-K,;,, auch stetige Funktionen von z. Sie stellen fiir 
eine gewisse Umgebung des Punktes P und einen gewissen die Stelle 
Po, ++) Dl, rh4, °°, R4_, enthaltenden Bereich der p und y die Glei- 
chungen des dem K,,,-Feld zugeordneten R,_,-K,,,-Feldes dar. 

8. Es sei uns ein K,-Feld gegeben. Die Aufgabe, alle R, zu finden, 
welche auf dieses K,-Feld passen, d. h. deren Tangentialelementar-R, den 
dem Beriihrungspunkte zugehérigen Elementar-K, angehéren, fiihrt auf 
ein Differentialgleichungsproblem, wobei wir einfach in den das K,-Feld 


definierenden Gleichungen p, als oe aufzufassen haben. Ebenso werden 


& 
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wir auf Differentialgleichungsprobleme erster Ordnung gefiihrt, wenn wir 
alle R, suchen, die auf ein vorgelegtes R,-K,-Feld passen; wir haben blob 
in den das R,K,-Feld definierenden Gleichungen die R,-Koordinaten durch 
entsprechende Differentialquotienten zu ersetzen.*) 

Ist hiebei 1=j—1, so werden die Differentialgleichungen unter- 
bestimmt und zwar vom ersten Grade, d. h. die Anzahl der abhingigen 
Verinderlichen iibertrifft die Anzahl der Gleichungen um eins. Mit diesen 
unterbestimmten Differentialgleichungssystemen werden wir uns zuniichst 
befassen. 





Il. Unterbestimmte Differentialgleichungssysteme; Nachweis von 
Lésungen des Gleichungssystems (A), die eine integrallose Dar- 
stellung gestatten. 


1. Durch das im vorigen Abschnitt angegebene Verfahren leiten wir 
aus der Gleichung 
(9) F (1, Uy, Ly, X45 X53 Py» Pas Ps» Dy) = O 
und den Gleichungen 


> 


ox, 


x, 
1, = 35 ~ Pi~ Page, =, 
' Ox a 
(10) T= 52, — P2— Ma = 0, 
Ou, Cx 
1,8 5 hha, ~® 


in denen wir die R,-Koordinaten durch die entsprechenden Differential- 
quotienten ersetzt haben, mittels der Gleichung 


; _ O(F, T,,%>T) _ » Of, » Om, 0%, 2p ¥ 
(11) an O(P; » Ps» Ps> Ps) Mihi Pi x, + Fda, * * Ox, I ° 
die unterbestimmte Differentialgleichung ab 

‘ Om, 02, On, On, Ou, Oa, 
(12) o(2,, Vy, Ly; UM, U5 an, ’ aa, 3a, ’ aa,’ Da, , si) = 0. 


Es sei erwahnt, daB unter der Voraussetzung von I. 4. (9) in den p 
nicht linear sein darf. Auch wollen wir den Fall ausschlieBen, daB (9) 
eine Potenz eines Differentialausdruckes ist. 

2. Aus den Gleichungen 


(13) F , (@,, %qy Xgy X43 %y3 Py» Pa» Ps» Ps) = 9, 
Fy (&15 %qy sy, %q3 Xs} Py Pos Ps, P,) = 9 


*) Es ist leicht zu sehen, da® diese Differentialgleichungssysteme gegentiber 
Punkttransformationen invariant sind. 


g* 
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stellen wir uns ebenso mit Hilfe der Gleichungen 


ie,» om, 


Oat, 
T, = 5* — p, — py 


(14) ox, ba, — 32, —% 
_ 6m, Ox, 0x, 
7, = day — P2— Ps dz, —~ Ps5z, = 0 
und der Gleichungen 
- J) — OF» Fas 40020) — 
(15) . O( Pr» Ps» Ps > Ps) ° 
und etwa 
(16) = 2, Fo TT) _ 9 


O(P; > Pe» Ps > Ps) 


das unterbestimmte Differentialgleichungssystem 


o,(« Migs yy Ly, Xn 2 Ox, 02, dm dz, 02s) 
(17) desde ieee Ox,’ Ox,’ Ou,’ 02,’ On,’ O2, site 


: j ., O%, OC, O%, O% Cx, 2+) = 
®, (x, Te; Ly, Uy, 5 Ox,’ Ox,’ Ox,’ Oa,’ Oa,’ Oa,) 0 

her. Gleichung (16) wird fiir gewisse Zwecke vorteilhaft durch eine andere 
OF,» F,,T,. To, I) 


aus der Matrix 
C(Py>Ps>Ps+ Ps) 


entspringende Gleichung von der Form 


(16’) joy —2I. FF, T) 
O(Py > Ps» Ps» Ps) 
ersetzt. 


3. Ebenso verschaffen wir uns aus den Gleichungen 
F,(2,, %g, Xs, U3 %y5 Py» Pa» Ps» Ps) = 9, 
(18) F(X, Ly Ly, U3 Xp} Py» Pos Ps, Pg) = 9, 
F;(2,, Ly, Ly, 3 Xe; Py, Poy Py» Py) = 0 
mittels der Gleichung 


—_ dx, da, dx, dz, 
(19) Puy ~*—Pidg — Pas Pda? 


sowie der Gleichungen 


(20) Jeu o(F,, F,, F,,T) _ 0, 
O(Py > Ps > Ps» Ps) 

dann etwa 
OF, F, Jo), T) 

21 J® = 1»"3 at 

O(Py > Ps »Ps> Ps) 

und 

(22) J®= O(F,, F,,J™,T) _ 9 


O(P; > Ps> Ps > Ps) 


durch Elimination der p das unterbestimmte Differentialgleichungssystem 
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dz, dx, dx, dz 
* ®, (25,5 5p Ss Hay %53 Tat? aa? dat? dat) = 9 
: dz, dz, dz, dz, 
(23) %, (2,5 5 2, 4, 23 Tat» Fat? Fat? Fae) = % 
dx, dx, da =) =0 


®, (2,5 Ley %y, Ly, X35 da,’ da,’ dx,’ dz, 


Gegebenenfalls haben an Stelle der Gleichungen (21), (22) andere Glei- 
chungen, die aus den betreffenden Matrizen stammen, zu treten. Fir ge- 
wisse Zwecke erweisen sich hierbei insbesondere die Gleichungen 


aF,,F,,F,,J) 
O(Py > Ps» Ps» Ps) 


99V 3 _ O(F,, F,, F,, J”) 
(22) itis O(P, » Ps Ps > Ps) =e 
als vorteilhaft. 
4. Wir haben hiebei angenommen, daf fir die Differentialgleichungen 
(9), (13) bzw. (18) in einem gewissen Bereiche der 2 und einem gewissen 
endlichen, dem durch die Gleichungen definierten Felde angehérigen Be- 
reich der p und r die Voraussetzungen von I. 3, 4 baw. 7 gelten. 
Nunmebr wollen wir annehmen, da8 in einem Bereiche [ der x und 
p die Voraussetzungen von I. 3 und 7 gelten, weiter daB in [ eine ein- 
parametrige Schar von Integralen der Differentialgleichungen (9), bew. (13) 
und (18) besteht, 


(21y J’ = 


? 


4 p » @ . = 
V(X, 2a, Hy, X43 Xz; a) =O, 


deren Gleichung nach dem Parameter a drei-, bzw. vier- und fiinfmal stetig 
differentiierbar ist, wiihrend der Parameter a sich innerhalb gewisser Grenzen 
bewegt. Ferner sollen die Gleichungen 


V=0, V.=0 bew. V=0, Vi.=90, Vaa=9 
und 
V=0, Vz=0, Vae=9, Vaca 9 

nach den x stetig differentiierbar sein, die Tangential-Elementar-R der hier- 
durch dargestellten R sollen endliche Koordinatenwerte haben und obendrein 
sollen in unserem Bereiche fiir irgend eine den eben angefiihrten Gleichungen 
geniigenden Stelle nicht alle der zwei-, baw. drei- und vierreihigen Deter- 
minanten der beziiglichen Matrizen 


acV, V,) O(V; Var Vuw) (Vs Var Vaws V, 


ee a’ ' aa’ " aaa) 
O (ey » Bg y By rBgr Bq)? Olly Bay Hyg Xgy Bq)? 0 Oey y Wigs By, gy Be) 
gleichzeitig verschwinden. Weiter sollen Vaaa, baw. Vaaaa, Vaaaaa nicht in- 
folge der Gleichungen 


V.—0, V,—0, Vig=0, bew. V=0, V,=0, V,,.—0, V,.,.=0 


a a 
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und 
V=0, V.=0, Vi.=9, Vice Veeee™9 
identisch Null werden. 
Beziiglich der Fille, wo die letzte Annahme nicht statt hat, ver- 
gleiche man Ve. 
4a. Vor allem wird uns spiter der Fall interessieren, wo wir es mit 
vier-, bzw. drei- und zweiparametrigen Scharen von Integralen, sogenannten 
»Vollstindigen* Integralen der Differentialgleichungen (9), bzw. (13) und 
(18) zu tun haben. In diesem Falle sind die Gleichungssysteme (13) bzw. 
(18) Involutionssysteme. Wir machen hierbei die Voraussetzung, dab 
die die Schar definierende Gleichung drei-, bzw. vier- und fiinfmal nach den 
Parametern und wie thre ersten, bzw. ersten und zweiten oder ersten, zweiten 
und dritten Differentialquotienten nach den Parametern nach den x min- 
destens einmal stetiy differentiierbar ist. Von der Existenz derartiger voll- 
stindiger Integrale sind wir in einem gewissen Bereiche versichert, wenn 
die Differentialgleichungen (9), bzw. (13) wnd (18) nach den x und den p 
vier-, bzw. fiinf- und sechsmal in dem betreffenden Bereiche stetig differen- 
tiierbar sind. Hiervon iiberzeugt man sich auf Grund der Untersuchungen, 
die tiber die Abhingigkeit der Lésungen von Differentialgleichungssystemen 
von den Anfangswerten angestellt wurden, indem man sich vollstiindige 
Integrale mit Hilfe der Charakteristiken, bzw. charakteristischen Mannig- 
faltigkeiten herstellt.*) 
5. Es sei nun 
(24) V(a,, XH, Ly, 1%; X53 a) = 0 
die in 4. angenommene einparametrige Schar von Integralen der Differential- 
gleichung (9). Die p, sind dann gegeben durch 
(25) Viz+ Ve, pi= 0. 
Wir betrachten die Schar der R,, die durch die Gleichungen 
(26) V as Han Hay Tay Usp @) = Q, 
V(X, Lay Uy, Ug, U5, 4) = O 


*) v. Escherich, Uber Systeme von Differentialgleichungen der 1. Ordnung [Wien. 
Sitz. Ber. 108 (1899), S. 6211f.]. Als wesentliche Ergiinzung hierzu: Leon Lichten- 
stein, Zur Theorie der gew. Diffgl. und der part. Diffgl. 2.0. Rend. Cire. Mat. Pal. 28 
(1909), S. 267, da durch die hier angewandte Methode die gleichmiibige Konvergenz 
der in Betracht kommenden Reihen und damit die stetige Differentiierbarkeit unserer 
Integrale nachgewiesen werden kann. 
Vgl. weiter: Lindeléf, Démonstration de quelques théor®mes sur les équations 
différentielles, J. de Math. (5) 6 (1900), S. 423 ff. 
Hadamard , Sur les intégrales d'une syst?me d’équations différentielles ordinaires, 
considérées comme fonctions des données initiales. Bull. Soc. Math. 
France 28 (1900), 5. 63. 
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gegeben wird, in denen a einen bestimmten unserem Bereiche angehérenden 
Wert bedeutet, wihrend wir den Parameter « die Nachbarwerte durch- 
laufen lassen. Infolge unserer Voraussetzungen sind, da in unserem Be- 


reiche die p und r endliche Werte haben, V, und te = fiir « = a von 
Null verschieden. Setzen wir in den Gleichungen (9) und (10) die aus 
(25) und (26) folgenden Werte von z,, z, und von den p ein, so sind 


diese Gleichungen identisch in « erfillt. Durch Differentiation nach diesem 
Parameter folgt also 


Fat Ft5et Fy Prat Fp, Peat Fy, Psat FpPra=%, 
e) Ox, . Ox, : 
a Tas (sn), + >} Tyas (52),+ T 2 +72, + 2 T p,,=0 
(k= 1, 2,3). 
Fiir 2,,, %, erhalten wir an der Stelle « =a aus den Gleichungen: 
Ve, Mat Vs, Mat Ve=9, 
Fra a%set _wf «,%e = 0 
den Wert Null; ebenso verschwinden fiir « = a (52), (oat) wihrend 
die aus den Gleichungen 
(28) Vax, t+ Vax, pit Vz,Pia = 9 
sich ergebenden Werte von p,, infolge unserer Voraussetzungen fiir «=a 


sicher nicht simtlich verschwinden kénnen. Daher geniigt die einpara- 
metrige Schar von J, 
(26)' V (ay, Lg, Xs, Uy, %,, a) = 0, 

VG, Ly, Ly, Uy, U5, a) =0, 
soweit sie in unserem Bereiche liegt, auber den Gleichungen (9), (10) 
auch der Gleichung (11), d. h. dem Differentialgleichungssystem (A). Es 
folgt unmittelbar, daB die Enveloppe der Schar (26)’ 


V (Byy qs Zyy Mey %y, @) = O, 
(29) i (5 Xa» Be, L4) %,a)=0, 
Via(%, Uy, Hy, Ly, Xs, a) = 0, 


soweit sie unserem Bereiche angehért, dem durch (9), (10), (11) dar- 
gestellten Gleichungssystem (A) geniigt. 

Uberall, wo das Gleichungssystem (A) dem Gleichungssystem (B), 
d. h. hier der unterbestimmten Differentialgleichung (12), iiquivalent ist, 
gentigen die durch (26)’, bzw. (29) dargestellten R, dieser Gleichung; 
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dies gilt also insbesondere, wenn fiir diese R, die Voraussetzungen 
von I. 4 gelten. In diesem Falle lassen sich in der Umgebung irgend 
eines Punktes des Integrals (29), der unserem Bereiche angehért und 
fiir den dieses Integral der eben erwiihnten Voraussetzung geniigt, fiir 
das Integral z,, 7,, x, als stetig differentiierbare Funktionen von z,, 2, 
und dem Parameter a darstellen, die a tatsiichlich enthalten. Hierbei ist 
i ein passend ausgewahlter Wert aus dem Tripel (1, 2,3), wahrend sich 
j. k unter die beiden anderen Werte teilen. Wiren an einer Stelle naim- 
Wels Vas Van 


lich simtliche Determinanten F : 
(2, B45 Bs) 


Stelle, infolge 5 A V f +? 0 


gleich Null, so wire an dieser 


> a N ¢ » 
Fran + Vacs, = + Rae Ox; = 0 (a — é 2, 2). 
Nun geniigen die Werte von 2,, 2, aus (26) und die der p aus (25) den 
Gleichungen (9), (10), (11) identisch in den a. Da wir fiir 2,, 75, und 
nach dem Vorstehenden auch fiir (52) . (57) (i=1, 2,3) den Wert Null 
Ox; a OX;/a 
an der in Betracht gezogenen Stelle bekommen, so hitten wir 


4 t A 
>! Fp, Pie = 0: > Trp, Pia= 0 (k=1, 2,3); >i Ip Dic —0 
1 1 1 


wobei die p,, wiederum nicht simtlich verschwindende Werte haben, die 
aus (28) folgen. Es miiBten daher alle vierreihigen Determinanten der 
Matrix 2% Tio Be Td 
C(Py > Ps > Ps» Ps) 
Voraussetzung verstiBt. 
6. Wir betrachten eine zweiparametrige Schar von Integralen der 
Differentialgleichung (9) 


an jener Stelle verschwinden, was gegen unsere 


(30) V(a,, %y, Xs, Xy, %;, 4, b) =O 


, 


die in einem gewissen endlichen Bereiche r(a,, Le, Ly» Ty, Xz, 4, b) nach 
den Parametern dreifach stetig differentiierbar ist, wobei V selbst sowie 
die ersten und zweiten Differentialquotienten nach den Parametern auch 
nach den z stetig differentiierbar sein sollen. Kénnen wir sodann aus 
(30) eine einparametrige Schar von den in 4. geforderten Eigenschaften 
herstellen, indem wir a = g(a, 8), b = h(a, B) {A= ry soe +9} setzen, wo 
g und kh dreimal stetig differentiierbare Funktionen von « und £ sind, 
und die Enveloppen der Schar (30) fiir « = const. betrachten, so sind 
nach 5. 
V (21, yy Ly, Uy, Ly, «) =O, V.=0 


«a ? 
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bzw. deren Enveloppe 
V =0, V.=0, Vg = 9, 

soweit sie [, f angehdren, Liésungen des Gleichungssystems (A). 
V kann man durch die dquivalenten Gleichungen 


V(x,, Uy Hy, Ly, Xs, g(a, B), h(a, B)) =O, 
(31) ‘ 

Vi9p + Vik, = 0 
ersetzen. Fiir V, ergibt sich dann 


(32) V..=ViIat Viha= Vay ~Va=0 

unter Beriicksichtigung von (31),, wenn an der in Betracht gezogenen 

Stelle h, nicht verschwindet.*) Durch das Zeichen ~ ist ausgedriickt, daB 

fiir die Nullsetzung der Ausdruck rechts dem Ausdruck links gleichwertig 

ist. Die Gleichungen (31), (32) kénnen wir daher durch die Gleichungen 

V=0, V,=0, V,=0 ersetzen, zwischen denen # zu eliminieren ist. 
Weiter ist 


Vee VeeIat Vh, + (V. aaIz t Vayh,) = _ 0; 
nun folgt aus (31), 
(33) VurIu+ Vorle + (Var9y+ Vorks) oo = 
Wir haben daher 
v A O(V as o(V,,%,) 


ce™ Va093 + Viphs d(a, i = é (a, b) =% 


und wir kénnen an Stelle der Gleichungen (29) das Gleichungssystem 
a(Va» Vs) 

d(a,b) 
setzen, zwischen denen wir @, 6 oder was hier gleichbedeutend ist, a, b 
zu eliminieren haben. Es ist beachtenswert, daB das Fndresultat (34) ganz 
unabhiingig davon ist, wie wir die Funktionen gq und h wiihlen. 

Die im vorstehenden angegebene Umwandlung vollzieht sich glatt, 
wenn fiir die in Betracht gezogenen Stellen V,, von Null verschieden ist, 
wobei wir eventuell beim Beweisgange die Parameter a und b miteinander 
zu vertauschen haben. Wenn nun fiir eine den’ Gleichungen (34) geniigende 
Stelle x,°, z,°, 25°, x,°, x,°, a°, b° — fiir die die p und r endliche Werte haben, 
(V,V.,V,) a(ViV—» V;) 

6 (ty. 0)? Bey t,, by ) (j,k—1, 2,3,4,5) ver- 
o(H, V,) 0(H, V;) 
O(a,b) ? a(a,b) 


(34) V=0, V,—0, V,=0, H= 


nicht alle der Determinanten 


von Null 


schwinden und wenigstens eine der Gréfen 


*) Ist h, gleich Null, so ist infolge A+-0 g, von Null verschieden, und der 
Beweisgang entsprechend zu modifizieren. 
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verschieden ist, so laBt sich stets ftir die Umgebung dieser Stelle eine 
einparametrige Schar von den in 4. geforderten Eigenschaften finden, fiir 
die auch die eben erwihnte Eigenschaft statt hat. 

7. Ist eine dreiparametrige Schar von Integralen 
(35) V(a,, %q, Lg, Lg, XZ, 4, b, c) —O 
vorhanden, die analogen Voraussetzungen geniigt, wie die Schar (30) und 
kénnen wir uns daraus eine einparametrige Integralschar verschaffen von 
den in 4. geforderten Eigenschaften, indem wir 


a=g(a,B,y), b=h(a, By), e=i(a, B, 7) 
setzen, wobei g, /i, i dreimal stetig differentiierbare Funktionen von a, A, y 


‘ a(q, h, %) . , , . 
sind und A= ie P ») vo Null verschieden sein soll, sodann die En- 


veloppen der Schar (35) fiir «= const. betrachten, so sind nach 5. 
wiederum _ 
V (4, L_, Uy, %, Xz, %)=— 0, Vi, =O, 
bzw. deren Enveloppe 
V=0, V,=0, V..=0 


soweit sie [, [(a,, 2,, %3, 24, Z, @, b, ©) angehdren, Liésungen des Glei- 
chungssystems (A). 


V kann man durch die fquivalenten Gleichungen 


V(x, Uy, Ly, Ly, Ley J\e, B, vy), h(a, B, y), ta, B, Y)) = 0, 
(36) Vn + Vihg + Vis = 0, 
VW, a. Vi, + V, iy == () 


: . (Vs V.) 

ersetzen, wobei wir voraussetzen wollen, dab CH _ 
i 

schieden sei; hierbei haben wir eventuell unser Gebiet einzuschrinken. 


Dann ergibt sich fir V, 


von Null ver- 


(37) V.—V.9, + Vih, + Vi, = V, a4 ~~ V,=0 
6(B, 7) 
unter Beriicksichtigung von (36),, (36),, wenn an der in Betracht ge- 
ath, i) 


zogenen Stelle 
Weiter ist 


nicht verschwindet. 


6 (B, y) 


Viea™ V waSe + Vianha + Faghe + (Via9p ++) Ze v (Vaatgt see) 52° 


. , - : - OY, V, 
Beriicksichtigen wir (36),, und bezeichnen wir a(" wd mit A,, so 


. 0(6,%) 
erhalten wir 


mT LALA AR 
ec  &, 0 (a, b, c) G(a,b,c) St” 
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wobei wir der Kinfachheit halber annehmen wollen, daB A, an den be- 
trachteten Stellen von Null verschieden sei. Wir kénnen daher hier an 
Stelle des Gleichungssystems (29) das System 


OF Fin ¥, 
(38) V=0, V,=0, V,=0, V.=0, Ha 


d(a,b,ec) 0 
setzen; zwischen diesen Gleichungen haben wir a. b, ¢ zu eliminieren. (38) 
ist nun wiederum bloB von der Schar (35), jedoch nicht von der Auswahl 
der Funktionen g, h,i abhingig. 

Es sei noch bemerkt, daB, falls fiir eine den Gleichungen (38) ge- 
niigende Stelle, fiir die die » und r endliche Werte haben, nicht alle der 
Determinanten 


0(V,V..V,.V) a(V,V,,V,.V,) a¥, V,,V,, V,) 


O(@;,2,,4,b) ” 0 (&;, yy A, C) > O(@;, %, b, ) 


(j,k —_ 1,2, 3, 4, 5) 
0 (Vas Vas Ver H) 
0 (a, b, e) ay 
verschwinden, fiir die Umgebung dieser Stelle eine einparametrige Schar 
von Integralen aus (35) abgeleitet werden kann, die sowohl den Annahmen 
von 4. als auch den im: Laufe dieses Abschnittes gemachten Voraus- 

setzungen geniigt. 

8. Besitzt nun die Differentialgleichung (9) ein vollstindiges Integral 
von den in 4. angegebenen Eigenschaften, so kénnen wir uns daraus ohne 
weiteres ein-, zwei- und dreiparametrige Integralscharen bilden, die den 
im vorstehenden geforderten Bedingungen der Differentiierbarkeit geniigen, 
indem wir fiir a, b, c, d Funktionen eines, zweier oder dreier Parameter 
setzen. Die daraus abgeleiteten Gleichungssysteme (29), (34),*) (38) ge- 
niigen, wenigstens soweit die in den vorangehenden Abschnitten angefiihrte 
Bedingung des Nichtverschwindens gewisser Determinanten erfiillt ist, 
dem Gleichungssystem (A). Wir sagen von solchen Lésungen, sie seien mit 
Hilfe des vorgelegten vollstindigen Integrals integrallos dargestellt. Zu diesen 
Lésungen treten noch die durch die Gleichungen (26) und den entsprechen- 
den Gleichungen bei den zwei- und dreiparametrigen Scharen dargestellten 
R,; wie Herr Hilbert die charakteristischen Kurven einer partiellen Dif- 
ferentialgleichung erster Ordnung mit einer abhiingigen und zwei unab- 
hiingigen Veriinderlichen als ,,diskriminierende“ Lésungen der Differential- 
gleichung fiir die Integralkurven bezeichnet, so mégen auch hier diese 
Lésungen als ,diskriminierende* Lésungen des Gleichungssystems (A), 
bzw. der Differentialgleichung (12) bezeichnet werden. 


sowie nicht alle dreireihigen Determinanten der Matrix 


*) Die entsprechende Forme! fiir zweiparametrige Integralscharen der Differen- 
tialgleichung F'(a@,, ©, X33 X43 P,, Py» Ps) =9 wurde zuerst von Herrn Dr. Radon, 
jedoch auf villig anderem Weg aufgestellt, 
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Nach dem oben eingeschlagenen Verfahren haben wir den durch 
(29), (34), (38) dargestellten Lésungen noch die durch die Gleichungen 
(39) V(X, Lg, Ly, Ly, Ly, 4, b, ¢, d) = 9, Ve.=9, V,=09, V.=0, V,=9, 

0(V_5 Vi» Ve» Va) 


c(a, b, e, d) 


zwischen denen wir a, b, c,d zu eliminieren haben, dargestellte Lésung 
hinzuzufiigen sowie die dementsprechenden einparametrigen Scharen, d. h. 
die entsprechenden diskriminierenden Lésungen. Doch ist jenes insofern 
trivial, als jeder R,, den wir uns mit linearen Tangential-R, versehen 
denken, falls er auf dem durch die Gleichungen 


V=0, V.=0, V,—0, V.=0, V,—0 


a ? 


dargestellten singuliiren Integrale der Differentialgleichung (9) liegt, dem 
Differentialgleichungssystem (A) geniigt; fiir das singulire Integral ver- 
schwinden ja die F,,. 

9. Es sei nun 
(40) V (2, Xqy Lyy X%q, %3 @) = O 


die in 4. angenommene einparametrige Integralschar des Gleichungs- 
systems (13). Nach dem in 5. eingeschlagenen Verfahren finden wir, dab 
die einparametrige /,-Schar 

(41) V(a,,---,%53 0) =O, V(%,,--%53@)= 0, W(a,,---,45) = 0 

den Gleichungen (13), (14) und (15) identisch in den « geniigt, soweit 
sie in unserem Bereiche liegt. Hierbei ist W eine stetig differentiierbare 
Funktion, fiir die nicht alle dreireihigen Determinanten der Matrix 

a(V, V,, W) 

O(a, 5 Bay Bay Bes Le) 


unserer Voraussetzungen erfillt, wenn wir fir W V, 


= gleichzeitig verschwinden. Diese Bedingung ist vermége 
, setzen; hier be- 
deutet a einen festen Wert, und wir lassen « die Nachbarwerte durch- 
laufen. Wir differentiieren die Gleichungen (13), (14) und (15) nach « 
und setzen sodann fiir « den Wert a ein. Fiir diesen Wert erhalten wir 
aus den Gleichungen 


ff Ls « + Ve Ua + Fu 5 a 0, 
fa 1 « + Vu, %sa + Fon 15 « , = ae 0, 
Vean*te + Visca Mee t+ cen %e = 0, 


Ly, = Ly, = Ls, = 0; ebenso ergibt sich (5) (j= 3, 4,5; k=1, 2) gleich 
hk’ a@ 
Null. Hingegen kénnen die durch die Gleichungen (28) sich ergebenden 














Integrallose Lisung von Differentialgleichungen. 125 


Werte von p,, an jener Stelle sicher nicht simtlich verschwinden, da sonst 


0(V, VV.» Vee) 


O(a, , Lys Xp Ly , 25) 


alle dreireihigen Determinanten der Matrix dort ver- 
schwinden wiirden. Wir haben infolgedessen 


4 


4 4 
> Fin Pia= 93 > Far Pie = 05 iT kp; Pia =90 (k=1, 2) 
1 1 1 


Wine = 0. 


1 


Daraus folgt, daB die einparametrige Schar 


(42) V(X, %q, Xs, %4, %; 4)=— 90, Vi=—O, Vi~=0 
sowie deren Enveloppe 
(43) V=0, V.=0, Vi.=9, Vaae=9, 


soweit sie in unserem Bereiche liegen, auBer den Gleichungen (13), (14), 
OF, Fes Tis Tar) 
0 (Py +Ps > Ps »Ps) 

zu Null macht, das heiBt also dem Gleichungssystem (A) geniigt. 

Ist dieses System dem Gleichungssystem (B) iiquivalent, so sind die 
durch (42), (43) dargestellten R, Lésungen des unterbestimmten Differen- 
tialgleichungssystems. Dies gilt insbesondere, wenn fiir diese R, die Voraus- 
setzungen von I, 4. erfiillt sind. Unter dieser Bedingung stellen sich in 
der Umgebung irgend eines den Gleichungen (43) geniigenden Punktes, 
der unserem Bereiche angehért, fiir das Integral z,, 2, 2,, x, als stetig 
differentiierbare Funkionen von x, und dem Parameter a dar. Hierbei ist 2 
ein passend ausgewihlter Wert aus dem Paare 1, 2, wihrend j den anderen 
Wert annimmt. Denn aus dem Verschwinden simtlicher Determinanten 


(15) auch noch alle vierreihigen Determinanten der Matrix 


acy, Vi V, aa’ Fuad . 
0 (4 Lys Ly» Ly) (i= 1, 2) 
. e ’ . av, at fo 
an irgend einer Stelle wiirde infolge aa + 0 
3949 
r r Ox. r Cx pe 
 ccen +> Veaan 5z, + Vesam Dx : ts Pa oe OX; -=0 (¢=1, 2) 


folgen und wir kénnten nach dem Satin am Ende 5. schlieBen, dab 
alle vierreihigen Determinanten J‘ (s. I, 3.) verschwinden, was gegen 
unsere Voraussetzung verstéBt. 

10. Ist die zweiparametrige Schar von Integralen des Systems (13) 
(44) V(x, Lg, Ly yy Lz; a,b) =O 


in einem gewissen endlichen Bereiche F (a,, a, 3, 2, Xs; @, b) nach den 
Parametern vierfach stetig differentiierbar, wobei V selbst sowie die ersten, 


73) 
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zweiten und dritten Differentialquotienten nach den Parametern auch nach 
den x stetig differentiierbar sind, kénnen wir sodann aus (44) in der an- 
fangs 6. beschriebenen Art eine einparametrige Schar von den in 4. ge- 
forderten Kigenschaften bilden, wobei g und h diesmal vierfach stetig 
differentiierbare Funktionen von a, 6 sind, so gentigen nach %). 

V (2, Ly, Zs, Xs, %3 @) = 0, V.=0, V,.=0 


bzw. deren Enveloppe 


V=0, V.=0, V..=90, V..,.=9 


soweit sie [,f angehdren, dem Gleichungssystem (A). 
Nach dem Verfahren von 6. kann man V = 0, V.=0, V,.=0 er- 


setzen durch die Gleichungen 
r 0(V,, V, 
V=0, V,=0, V,=0, H,: me 0. 
Sodann wird 


Veaa™ A,,.= Ay Ga ss yh + (Hi, 93+ H,,h;) ce 
infolge (33) 


a A : 0(A, ’ V,) oa 0(H, ’ V,) — 
Va09s + Viphs a (a, b) 0 (a, b) : 
Wir kénnen daher das System (43) durch das System 
ame , 0(H, , V;) 
(45) V=0, Vi.=9, V.=0, H, = 0, A, - ia,b) =0 
ersetzen, in dem wir a, 6 zu eliminieren haben. Gleichzeitig gilt 
\" 6 (A, , ‘J 

(45) H,= d(a,b) 0 


Auch hier sind die Gleichungen (45), (45) von der Auswahl der Funk- 
tionen g und / unabhingig. 

Nach der Bemerkung Ende 6. JiBt sich an allen (45), (45)’ geniigenden 
Stellen, fiir die die p und r endliche Werte haben und fiir die nicht 
simtliche Determinanten 

0(V,V,,V,,H) a(V,V,,V,,H) 


O(@;, Lj, X,, 4) O(@;, Lj, Ly, b) 


(i, j, k= 1, 2,---,5) 


a(V,. V,, H,, Hy, H,) 
O(a, b) 

durch passende Wahl von g und h eventuell nach Vertauschung der Para- 
meter a und } eine einparametrige Schar von den in 4. geforderten Eigen- 
schaften finden, fiir die sich der Ubergang glatt vollzieht. 

11. Ebenso kann man nach dem Verfahren von II, 7. za mindestens 
fiir alle Stellen, wo nicht simtliche Determinanten 

O(V, Vas Vor Ver Hl) O(V, Vas Vin Ver) 8(V, Var Vos Verh) 


e? 
O(@;,%;,%,,a,6) ’ O (Hj, Hj ,,a,€) ” 0 (@,, Lj, Ly, b, €) 


verschwinden, falls die Matrix vom Range zwei ist,, 


b? 
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gleichzeitig verschwinden, nachweisen, dab 


(46) V(2,, Uy Xz, Xq, X55 A, b, c)=0, ws — 0, Vi.= 0, Vi= 0, 





0(V a, Vi, V.) (A, »V,, V.) 
H, = a(a, b, e) =o, ho (a, b, ¢) =f 

, , = 0(H,, ro V,) = 0(A, ‘ ie V,) 
(46) "eg ~% =" “ae 7° 


dem Gleichungssystem (A) geniigt. Dabei sind von den Gleichungen H, = 0, 
H, = 0, H,=0 zwei eine Folge der dritten. V ist hier ein vollstindiges 
Integral des Involutionssystems (13). Durch (46), (46) wird sicher ein 
. , CV, Var Var Veo My. My. Mes Ms) 

R, dargestellt, wenn die Matrix Fra, b,e) vom Range 
drei ist. Die hierzugehdrenden einparametrigen Liésungsscharen haben wir 
ebenfalls zu beachten. 

12. Es sei 
(47) V (ay, Xa, Uy, Ly, %; a) = 0 
die in 4. vorausgesetzte eimparametrige Integralschar des Differential- 
gleichungssystems (18). Wie oben zeigen wir, daB die einparametrige 
R,-Schar 


(48) V(x, "+H; &) =O, Fi = 0, W, (%, . *) Xs) — 0, W,(a,,° oe 5) = 0 
den Gleichungen (18), (19), (20) identisch in den a geniigt, soweit sie 
unserem Bereiche angehért. W, und W, sind dabei als stetig differentiier- 
bare willkiirliche Funktionen angenommen; auBerdem sollen nicht alle 
a(V, V,, Wi, W;) 


O(Xy , Ly» Ly Ley Bz) 
schwinden. Wir schlieBen dann weiter, daB fiir 


vierreihigen Determinanten der Matrix gleichzeitig ver- 


(48)’ V=0, Ve.=9, Vig=9, W=0 
alle J®)—( sein werden (s. I, 3.); hierbei sollen nicht alle vierreihigen 
a(V, Vis Veg W 


aa?’ 


Determinanten der Matrix = gleichzeitig verschwinden. Diese 
5 


a ae ae 
Bedingung ist wenigstens bei passender Beschrankung des Gebietes erfiillt, 
wenn fir WV,,, gesetzt wird; hier bedeutet a einen festen Parameter- 
wert, in dessen Nachbarschaft sich a bewegt. Nach unserem schon mehr- 
mals angewandten SchluBverfahren erkennen wir, daB fiir die einpara- 
metrige Schar 


(49) V(a,, Hy, Xy, Lg, Z_; a) = V, V.= 0, Vea=9, V, 


aa aaa 


0 
sowie fiir deren Enveloppe 


(50) V=—0, V.—0, V..=0, V,..=0, V, 


aaa aaaa = 0 
auch simtliche J® verschwinden; das heiBt: (49), (50) geniigen dem 
Gleichungssysteme (A). 
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Wie friiher schlieBen wir, daB, falls fiir (50) die Voraussetzungen 
von I, 4. zutreffen, fiir dieses Integral 2,, 2, 2, 2,, 2, sich als stetig 
differentiierbare Funktionen des Parameters a darstellen lassen. 


13. Aus dem vollstiindigen Integral des Involutionssystems 
V(x, 2, Ly %, Xz; 2, 6) =O 
leiten wir unter Voraussetzungen, die den in den vorhergehenden Fallen auf- 
gestellten entsprechen, eine Lisung des Systems (A) ab, die sich etwa durch 
(51) V=0, V.=0, V,=—0, 
Y;) a(H, . V;,) (A, V,) 


-0, A, "= 0, H=—ya 5 = 0 


oc) 

H, d(a, b) . A(a, b) ? 
darstellen laéBt. Es sei bemerkt, daB wie friiher so auch hier bei ent- 
sprechender Beschaffenheit der Stelle mit (51) die Gleichungen 

; 0 (H,,, V.) 

; — (3) — 

Hy, (a, b) 0, H 0 
gelten, wo unter H® die neu hinzutretenden zweireihigen Determinanten 


a(V, V,, V,.H,, H,, H,) 
Z 


der Matrix zu verstehen sind. Selbstverstindlich 


é (a, b) 
sind auch hier die entsprechenden einparametrigen R,-Scharen Lésungen 
des Systems (A). 

14. Sind die Gleichungssysteme (13), (18) Involutionssysteme, die in 
einem gewissen Gebiete den Voraussetzungen von LI, 4. geniigen, so kénnen 
wir uns ohne weiteres ein-, bzw. im Falle (13) auch zweiparametrige 
Integralscharen bilden, die den Bedingungen der stetigen Differentiierbar- 
keit geniigen, indem wir fiir die Parameter des vollstiindigen Integrals 
Funktionen eines, bzw. zweier Parameter setzen und erhalten so unter 
den im vorstehenden angegebenen Bedingungen, diesen Scharen ent- 
sprechende, durch die Gleichungen (43), (45) bzw. (50) dargestellte Lisungen 
des Systems (A). Hierzu tritt noch die durch (46), bzw. (51) dargestellte 
Lisung, die dem vollstiindigen Integrale zugehért. Von all diesen Lésungen 
sagen wir, sie seien mit Hilfe des vorgelegten Integrals integrallos darstellbar. 
Ferner haben wir noch die durch (42), (49) und den entsprechenden Gilei- 
chungen bei den zweiparametrigen Integralscharen, bzw. bei den vollstiin- 
digen Integralen dargestellten einparametrigen Lisungsscharen, die wir 
wiederum als ,,diskriminierende“ Lisungen bezeichnen. 

Es sei erwihnt, dab alle mit gewissen Differentiierbarkeitseigen- 
schaften ausgestattete R,, die auf dem Schnitte der singuliiren Integrale 
von (13), und (13), liegen, dem Gleichungssystem (A) geniigen, jedoch 
verschwinden hierfiir auch alle J. Ebenso geniigen alle R,, die mit 
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stetigen Tangenten versehen sind und auf dem Schnitte der singuliren 
Integrale von F’,=0 und des Systems 


F,= 0, F,=0 (4, j, k= 1, 2, 3; ij +k) 
liegen, dem entsprechenden (A) System; aber auch hier verschwinden 
hierfiir alle J®. Im allgemeinen werden wir daher diese Lésungen nicht 
als Lésungen des zugehdrigen Gleichungssystems (B) betrachten diirfen. 


111. Unterbestimmte Differentialgieichungssysteme; Nachweis, daB 
sich unter gewissen Einschriinkungen und mit gewissen Ausnahmen 
jede Lésung des Systems (B) im Gebiete normalen Verhaltens 
integrallos darstellen liBt. 


1. Im vorhergehenden Abschnitte haben wir aus Parameter enthalten- 
den Integralscharen der Systeme (9), (13), bzw. (18) — allerdings mit ge- 
wissen Kinschriinkungen — Lésungen der beziiglichen Gleichungssysteme (A) 
erhalten, die unter bestimmten Bedingungen Integrale der zugehérigen 
Gleichungssysteme (B) sind. Wir setzen nun fest, daB (13) und (18) 
Involutionssysteme sind, daB vollstindige Integrale von (9), (13) baw. (18) 
bestehen, die alle Elementar-R, der Kegelfelder in dem betrachteten end- 
lichen Gebiete |x, p| enthalten, wihrend die Parameter gewisse Bereiche 
durchlaufen, und deren Gleichungen hierbei nach den x und den Parametern 
vierfach, bzw. fiinf- und sechsfach stetig differentiierbar sein sollen. Dabei 
sollen die fiinf-, bew. vier- und dreireihigen Determinanten der beziiglichen 
8(V. Vas Ves Ver Va) (Vs Var Vu V) acv, V,, V;) ; 
OS, Bp Bes Bar Be)? Hees Bas Bar Sar%e)? Oey» Bq Ley Var Bs) von Null 
verschieden sein. Fiir (9), (13) bew. (18) gelten die Voraussetzungen von 
I,4a. wnd Il,4a. Es sei dann R eine dem Gleichungssysteme (A) und 
daher in unserem Gebiete auch dem Systeme (B) geniigende Lisung, fiir die 
in der Umgebung der betrachteten Stelle x,, x, baw. %3, X, %, b2W. Ly, Xz, Ly, Xs 
beziiglich vier-, fiinf-, sechsfache stetig differentiierbare Funktionen von 
Dy, Ly, Ly, baw. X,, Ly, bzw. x, sind, und die daselbst |x, p| angehirt. Dann 
werden wir unter bestimmten Einschrankungen zeigen, daB J? in der Um- 
gebung jener Stelle in der im vorigen Abschnitte dargelegten Weise aus 
Teilscharen jener vollstiindigen Integrale erzeugt werden kann. Es sei 
bemerkt, daB obige Annahmen teilweise nur der Einfachheit des Beweis- 
ganges halber so gefaBt wurden und nicht ein System notwendiger Be- 
dingungen darstellen. 

Beim Beweise werden wir uns fiir (9) und (13) auf Verallgemeinerungen 
des bekannten Lieschen Satzes*) stiitzen, der besagt, daB, falls eine Integral- 


Matrizen 


*) S. Lie, ,,Uber Komplexe, usf.“ Math. Ann. 5 (1872), S, 153. 


Mathematische Annalen, LXXILI. ) 
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fiche einer partiellen Differentialgleichung im dreidimensionalen Raume 
eine dieser Differentialgleichung zugehérige Integralkurve in einem nicht 
auf dem singuliren Integrale liegenden Elemente beriihrt, die Beriihrung 
mindestens von zweiter Ordnung ist; hierbei miissen fiir Integralfliche 
und Integralkurve gewisse Bedingungen der Stetigkeit und Differentiier- 
barkeit erfiillt sein. Da aber die Ausdehnung dieses Verfahrens auf mehr 
als zweigliedrige Systeme zu umstiindlich ist, werden wir bei (13) und 
(18) ein Verfahren einschlagen, das sich gewissermaBen als Umkehrung 
des im vorigen Abschnitte eingeschlagenen Beweisganges erweist und wie 
dieser ohne weiteres verallgemeinert werden kann; selbstverstiindlich liBt 
sich dieses Verfahren auch bei (9) anwenden. 

2. Es sei R, eine Liésung des der Gleichung (9) zugehérigen Systems 
(A), die in der Umgebung des Punktes P z,, x, als zweimal stetig dif- 
ferentiierbare Funktionen von 2,, 2, 2, liefert. Durch die Gleichungen 
(9) (10), (11) werden die p als stetige Funktionen von 2,, 7, x, bestimmt. 
(9) geniige hierbei den Bedingungen von I, 3.,4. und sei mit ihren ersten 
Differentialquotienten nach den p nach den z stetig differentiierbar. In P 
werde nun R, von einem Integrale von (9) beriihrt, fiir das in der Um- 
gebung von P z, eine zweimal stetig differentiierbare Funktion von 
Z,, Ly, Xz, %, ist. Es gelten dann, wenn wir bedenken, daB fiir jene Stelle 
die oben erwahnten p und die durch dieses Integral gelieferten p iiberein- 


stimmen, die Gleichungen 


4 
(52) F,,+ F,,p, + >} F,,pj, = 0 (i= 1, 2,3, 4), 
1 
4 
me , Ox, 7u Oz, } , CP; _ 9 ¢« 
(53) Faj+F, 5a t+ Faget t+) Frys, 79 = &=1,2,8). 
1 


Mit Beriicksichtigung der Gleichungen (10) leiten wir hieraus die Glei- 


chungen : 


~e , Op; ¢ a, ; ¢ . 
(54) Dy Fo, (5x, — Pe — Pre bat) = 9 (k= 1,2,3) 
1 
ee 0 0 ; : , 
ab. Wir wollen die Ausdriicke = — Dix — Pye oe mit q,, bezeichnen; sind 
“~, a, 
dann nicht alle F,, gleich Null, so folgt, da auch (11) gilt, fiir P das 
Verschwinden der Determinante 
1%. on Ia Nt 
fie = 4en— sa a 
'%s Ws Gs Us 
0%, O%, O% 1 
Ox, O02, O24, 
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Hierfiir kénnen wir auch schreiben 





Ox. 0x, Ox, | 
dia + Ua Da, » In + In 7a, » I + Un Ta, | 
ex 0x 0x Ou, 
(55) dis + Us az, » G2 + Us oa, dso + Us aa, = 0. 
dx Ox Ox 
hs + Us Dz, ? des + Yas az,’ Ys + Qs aa, 


Sei etwa F’, +1; beriihrt unser Integral den FR, etwa lings x, = 2,°; 

%, = 2,° so sind alle q,, + ase) in denen mindestens einer der Indices 

i, k gleich drei ist, Null und aus den Gleichungen (54) und (11) ergibt sich 
| Ou. 


0x 
dia + Wa oa,’ dar + Was Ja, 


Ox Ox 
de + Us 5a,’ doo + Gag — 


wy 


Beriihrt aber das Integral unseren R, liings des durch 2, = 2,° ausge- 
schnittenen R,, so haben wir aus (54), (11) 

(56) du t+ Ma Sy -_ aa + oe je — Pris — 2D a —Pu (52) = G, 
wihrend die entsprechenden Ausdriicke, in denen 2, 3 als Indices vor- 
kommen, von selbst verschwinden. (56) zeigt nun, dab in diesem Falle 
unser Integral mit dem R, in der Umgebung von P lings x, = 2,° eine 
Beriihrung zweiter Ordnung gemein hat. 

3. Wir bestimmen aun unter den Voraussetzungen von 1. die Inte- 
gralflicheu des vorgelegten vollstindigen Integrales, die in der Umgebung 
des Punktes P den R, beriihren. Wird der R, in P(z,°, 2,°, x,°, 2,°, x,°) 
vom Integrale (a), bo, %, dq) beriihrt, so bestimmen sich unter den 
Voraussetzungen von 1. a, b, c, d in eindeutiger Weise*) als dreimal 
stetig differentiierbare Funktionen der Beriihrungspunkie (%,, Z,, Z,) aus 
V(a,, %q, 3, %, Zs, a, b, c, d) =O und den Gleichungen 

- +V, Pp; =0 (t= 1,2,3,4) 


in der Umgebung von P durch die Forderung, fiir #,°, Z,°, Z,° die Werte 
a, 6), , dy anzunehmen. In den angegebenen Gleichungen sind hierbei 
fiir z,, Z;, p, die dem R, zugehérigen Werte zu setzen. 

0 (a, b, ¢, a) 
ie . O@, » By, %) cd hagas 
Null, ein Fall, der eintreten kann, wenn unser FR, vollstiindig in einem 
Integrale des verwendeten vollstiindigen Integrales liegt, also eine in diesem 


Wir betrachten nun die Matrix Ist diese vom Range 


*) Es kann hierbei sehr wohl noch eine andere Lisung in der Umgebung von 
P geben, die jedoch dann zu anderen Anfangswerten gehdrt. 


9* 
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Integrale liegende diskriminierende Lésung oder die diesem Integrale zu- 
geordnete Lisung*) ist, so ist diese Auflésung obiger Gleichungen fiir die 
Darstellung des R, durch Teilscharen des vorgelegien vollstindigen Integrals 
unbrauchbar; findet sich keine andere Auflésung, so lift sich unser R, 
in der Umgebung des Punktes P mit Hilfe dieses vollstindigen Integrals 
nicht integrallos darstellen. Es sei hervorgehoben, daf es hierbei wesent- 
lich auf die Wahl des vollstiindigen Integrals ankommt. 

Ist die Matrix vom Range Eins und ist fiir ay, ),, ¢), d,, %,°, Z°, Z,° 
etwa oz + 0**), so ergeben sich b, c, d als dreifach stetig differentiier- 
bare Funktionen von a, und Z, als dreifach stetig differentiierbare Funk- 
tion von Z,, Z;, a 

#, = £,(£,, 5, a). 


‘iihren wir dann in der Umgebung von P durch die Gleichung 
F g g g 
t, = £, (Xp, Xs, §) 
statt x, die neue Unbekannte & ein, so erhalten wir eine einparametrige 
Schar von Integralen, die unseren F, lings = const. beriihren. Schreiben 
wir wieder x, statt §, so gilt an den Beriihrungsstellen 
,, 2 t- Vig + Fa ctw k—=1,2,3 
Oa + Vy + “Oz, (A= 1,2,9). 
x, 
Da V(x,, 2, %3, 24, Z,3 ©) =O unseren R, lings Z, =a beriihrt, so erhalten 
wir unter Beriicksichtigung von (56) sowie der dort anschlieBenden Be- 
merkung durch Differentiation nach Z, fiir die Beriihrungsstelle 
V 0x, + V *» V Ox, ie 0 (Ie = 1 9 3) 
ta Ox, rpa aa Ox, = (hi = 1,4,0). 
Setzt man nun in V(2,, 2, %3, %, %; @) =O fir x,, x, die fir den R, 
geltenden Ausdriicke, so ist diese Gleichung fiir a = Z, in der Umgebung 
von FP identisch erfiillt und infolge der vorhergehenden Gleichungen erhilt 
man durch Differentiation nach 2, 
V.=0, V,,=9. 


¢ aa 


Fiir unseren R, gelten also in der Umgebung von P die Gleichungen 


V=0, V-=0, V..=9. 


a aa 
*) Siehe III, 9. 


i i : . O(a, b,c, d 
**) Die Punkte, in denen alle Elemente der Matrix ow, =, €- & 


” —*_* verschwinden, 
O(@, » Zs. B) 
kinnen auf dem R, nur zweidimensionale Mannigfaltigkeiten erfillen Ist nun P 
gerade ein solcher Punkt, so kénnen wir in seiner Umgebung einen Punkt finden, 
fiir den dies nicht zutrifft, fiir den aber die iibrigen Eigenschaften noch gelten und 
an diesen unsere Entwicklungen machen. 
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Wie II, 5. schlieBen = weiter, daB nicht alle dreireihigen Determinanten 


. a as 
der Matrix a( Vaa) 
Die, 1% 8%) 


von P gleichzeitig verschwinden kénnen, und da, falls 7, = (2,, Xy, 25), 
ts = U(2,, ,, 2) die Gleichungen des R, in der Umgebung von P in 
den neuen Koordinaten sind, x, = a, 4%, = (a, %, %5), %, = W(a, %, Ly) 
die fiir unseren R, giiltige Umkehrung obiger Gleichungen ist, so kann 
auch V,,, nicht verschwinden. 

Bei der vorstehenden Ableitung haben wir vorausgesetzt, dab fir P 
die zugehérigen p Werte des R,; F’, — p, im transformierten Koordi- 
natensystem berechnet — nicht zu Null machen. Bilden die Punkte auf 
dem F,, fiir die F’, verschwindet, eine héchstens zweidimensionale Mannig- 
faltigkeit, so schlieBen wir aus Stetigkeitsgriinden, daB, wenn nur die 
iibrigen Voraussetzungen gelten, auch fiir diese Punkte die Gleichungen 

V=0, Y,=0, V,,=0 
gelten. Auch die oben gemachten Bemerkungen bleiben bestehen, falls 
fiir diese Stelle nur die Voraussetzung von I, 4. gilt.*) Gehéren aber alle 
Punkte einer gewissen Umgebung von P zu jenen Punkten, so kénnen 
wir auf diese Weise nichts schlieben. Es kann jedoch vielleicht eine 
andere Liésung der Gleichung von (3) Anfang fiir unseren Beweisgang 
brauchbar sein, soda die integrallose Darstellung des R, sichergestellt 
ist. Der Fall, ‘daB F’,, fiir unseren R, Null ist, tritt unbedingt fiir jene 
diskriminierenden Lee ein, fiir die die Matrix ie 8 
Range Null ist; denn dann muB die Matrix vom Range Eins sein,**) und 
da nach unserer Festsetzung fiir die Charakteristiken, lings deren die Inte- 
grale den F, beriihren, z, = const. ist, muB /, fiir den R, verschwinden. 

Fiir einen R,, der nicht eine diskriminierende Lésung ist, kénnen wir 
stets mit Hilfe der Charakteristiken, iibrigens auch mit Hilfe des vollstin- 
digen Integrales, jedoch nicht immer in der geschilderten Weise eine ein- 
parametrige Schar lings zweidimensionaler Mannigfaltigkeiten beriihrender 
Integrale bilden, die die gewiinschten Differentiierbarkeits- und Elimi- 
nationseigenschaften besitzt und fiir die F, von Null verschieden ist, 
ausgenommen in zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten, p, in dem wie 
oben transformierten Koordinatensystem berechnet. Die integrallose Dar- 
stellung ist daher gewihrleistet, jedoch méglicherweise nicht mit Hilfe 


an einer Stelle einer gewissen Umgebung 


nicht vom 


; *) Auch die oben ausgenommenen Punkte, fiir die alle Elemente der Matrix 
: 3 = = @) verschwinden, und die, wie schon erwihnt, hichstens zweidimensionale 
O\4, , Ley Xs) 
Mannigfaltigkeiten erfiillen, erledigen sich durch Stetigkeitsbetrachtungen. 

**) Denn ein Integral R, beriihrt eine diskriminierende Liésung, falls er sie nicht 
ganz enthilt, nach R,. 
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des vorgelegten vollstindigen Integrals im Sinne des vorigen Abschnittes.*) 
R,, die auf dem singuliiren Integrale von (9) gelegen sind, werden wir 
in Abschnitt V niiher betrachten. 
4. Ist die Matrix af “8 
A(a, b) 
O(@, , %) 
dreimal stetig differentiierbare Funktionen von a und b, wihrend Z,, Z, 
dreimal stetig differentiierbare Funktionen von Z,, a, b sind: Z, = %,(Z;, a, b), 
#, = £,(F,,a,b). Fiihren wir die gewonnenen Ausdriicke fiir c, d in das voll- 
stindige Integral ein, so erhalten wir eine zweiparametrige Schar von 
Integralen V(x, , 1,, %3, 2%, %;; @, b) = 0, die unseren FR, in der Umgebung 
von P lings bestimmter Kurven beriibren. Fiir die Beriihrungsstellien 
bestehen auch noch die Gleichungen V,=— 0, V,—0. Wir betrachten das 
Gleichungssystem V = 0, V,=0, V,=—0 an der Stelle P mit den zu- 
gehérigen Werten a,,b,. Infolge unserer Voraussetzungen muB mindestens 


0(V, Va» Vs) 


vom Range Zwei und ist etwa fiir P 


+0, so ergeben sich in einer gewissen Umgebung von P ¢,d als 


eine Determinante (i+j+k+i; i,j,k =1,2,3,4,5) daselbst 


(args &j> Xp) 
‘ / 

von Null verschieden sein und es ergeben sich daher in der Umgebung 
von P 2,, £,, x, als stetig differentiierbare Funktionen von 2,, ~,,, a, b,*) 
die a und } tatsiichlich enthalten miissen.***) Denn daB diese Mannig- 
faltigkeit (2,, x,, 2,) von a und b unabhingig ist, ist unméglich, da sie 
ja den R, enthalten mu. Wiire sie nun von / unabhiingig, so wiirde sie 
von den Integralen V(2,, 2, 23, %,, 2%; @,6)=0 lings a = const. bei be- 
liebigem in der Umgebung von ), gewiihlten Werte } beriihrt und dasselbe 
hiitte fiir unseren RF, statt. Dann aber miibten wir bei den Ausgangs- 
werten d,, 0), ¢, dy eine Lisung fiir a, b, c,d in der oben dargelegten 


a r . , . @(a, b, e, d) : - : 
Weise erhalten, fiir die die Matrix =—=\ vom Range Eins wire. Dies 
@ Vy Uy Xs) 


widerspricht unseren Annahmen. 


Weiter schlieBen wir, daB fiir (P; a,,b,) V4; Veo» Vi, nicht gleich- 


aa? 

Ox, Ox; Ox; Ox, CX, Ox, 

a’ @b’ Ga’ 6b’ da’ @b 
gleichzeitig Null. Beriicksichtigen wir, daB die Gleichungen der Mannig- 
faltigkeit (z,, 2,, 2,) identisch in Z%,, %,, Z, erfiillt sind, wenn man fiir 
X,,%,4,6 die fir unseren FR, geltenden Werte eintriigt, so kénnen wir 
durch Differentiation nach Z,, %,, Z, einen Widerspruch mit der stetigen 
Differentiierbarkeit von (x,, z,, x,), bzw. mit der Endlichkeit der R,-Koordi- 
naten im Punkte P aufweisen. 


zeitig verschwinden kénnen. Es wiiren sonst 


Siehe II, 8. 
| t, 7, k,l, m ist hierbei eine Permutation von 1, 2, 3, 4, 5. 
**) D. h. nicht alle drei Funktionen kénnen von a, b unabhiingig sein. 


et 
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Wir kénnen uns daher, indem wir a= g(a, 6), b= h(a, B) setzen 
wobei g, h eindeutige, dreimal stetig differentiierbare Funktionen von 


; ; e . . . ° oO , hi 
a, B sind, die fiir a, B, die Werte a,, ), annehmen und fiir die nA 5) + 0 


fiir «, By, eime einparametrige Integralschar V(2,, 2, 25, 2%, %3 «) = 0 
konstruieren, deren Integrale unseren FR, lings zweidimtnsionaler Mannig- 
faltigkeiten « = const. beriihren, wobei fiir (P; a,b.) Vz,--0. Dabei 
kénnen wir auch erreichen, daB F’, in P von Null verschieden ist, p, nach 
der oben angedeuteten Koordinatentransformation berechnet, auBer in dem 
Falle, daB, wenn wir fiir z,, 2, neue Koordination §,, & mittels der Glei- 
chungen £, = a(%,, %, %3), & = b(2,, %, v3) einfiihren, die fiir die Koordi- 
naten berechneten J’, F, gleichzeitig verschwinden. Wir kénnen genau 
so wie im vorigen Falle weiter schlieBen und die gleichen Folgerungen 
ziehen; sodann sind die Methoden von IJ, 6. anwendbar. Der Fall, daB 
F,,, F,,, in dem oben angegebenen Koordinatensystem berechnet, tiberall 
in der Umgebung von P auf R, gleichzeitig verschwinden, wird daher 
durch diese Betrachtung in Hinblick auf das vorgelegte vollstiindige Inte- 


gral nicht erledigt. 
In gleicher Weise folgern wir, falls ian by ¢ - vom Range Drei ist, 
19 %e1Us 
die Existenz einer den f, nach zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten 
beriihrenden, mit bestimmten Stetigkeits- und Differentiierbarkeitseigen- 
schaftenversehenen einparametrigen Integralschar, an die wir die Folge- 
rungen von 3. kniipfen kénnen und die fiir die Methode von II, 7. brauch- 


bar ist. 

5. Das zum Involutionssysteme (13), fiir das die Voraussetzungen 
von I, 3., 4a. gelten und dessen Gleichungen samt ihren ersten und zweiten 
Ableitungen nach den p zweimal stetig nach den 2 differentiierbar sind, 
gehérige System (A), baw. (B) besitze eine Lésung F,, fiir die sich in 
der Umgebung der Stelle P x,,2,,%, als dreimal stetig differentiierbare 
Funktionen von z,, 7, darstellen lassen. R, werde in P und dessen Um- 
gebung von einem Integral von (15), fiir das 2, eine dreifach stetig dif- 
ferentiierbare Funktion von 2,, %,, 23, %, ist, lings x, = 2,° beriihrt. Es 
O(F,,F;) 07), F) 
O(P:+Ps) ” OCP» Ps) 
schieden und zwar sei, wie wir ohne Schaden der Allgemeinheit annehmen 


sei fiir P. eine der Determinanten von Null ver 


kénnen pe +0, F,,,+0. Wir legen das Koordinatensystem so, 
1°23 
dab im Punkte P 
Ox, Ox; Ox, 0 
Pi ™ Ps = Ps = Pa Fn, 5a, . 


Indem wir einmal die p vom Integral stammend, das andere Mal vom R, 
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herriihrend auffassen, erhalten wir durch Differentiation der Glei- 


ehungen (13) 


4 


4 
Fz, + >) Fin, Pi =0, Fis, + >'Fip, As =O (=1,2). 
1 1 


Es folgt daher 
a Bh, (Bn) =o 11,2), 


Da an der Stelle P die Gleichung (15) die Gestalt annimmt 


F. F. 
(D8 ) ¥ Ps > Pa = 
2 Ds 2p, 


, > , Op 0 
und da infolge der Lage unseres Koordinatensystems dort fs = Ps und 
} Ox, os 


daher = — P,, = 9 gilt, so folgt aus (57) 


(59) OP _ Pu = 0 


On, ? 


wodurch eine Beriihrung zweiter Ordnung sichergestellt ist. Indem wir 
die Gleichungen (13) in derselben Weise wie oben ein zweites Mai nach 
x, differentiieren und die zwei so entstehenden Gleichungspaare ent- 
sprechend zusammenfassen, erhalten wir unter Beriicksichtigung von (59) 


OP, — 
und ba, — Pu 


Op; Op, , 
(60) 2 Sra. (3 — pis) + 2 Fans (oz, — Pj) 
i 
.Y Op; CP; 
+> Finis (Sa, jn, ~PuPy) 


2 2 


O*p 
+3 ’ i O°" 2s O°X%,\ ¢ 
- Fy, (on —Pin —Pis da,? Pia a2,3) 0 


Andererseits erhalten wir durch Differentiation von (15), da aus (57) 
OPs ’ OP, 
Fig, (50, — Ps) + F,, (2, — pu) =O 


folgt, wenn wir mit ant — py multiplizieren 
ror" 
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Op, J 
(61) Us, = Pus) - . 
4 
Op; OP, ( OP; 
-— Dina (ze —p,s) +d yF Fy 9 9 9 = (je — Py) 
3 
7 Op; On, J : OP, Ora, | 7 
_#,.> (Ge — Pix) dx, Fi, > (as, — py) Oa, Ot, | F; », 
3 3 : 
sy OD; ( OP; 
Yj a i ¢ i é 
+|> Fina (52 @, Pu) +22 Fs», », se (on Py) 
: Op, ° op, 0* x, 
- Ff, 21 ee de,* ae rie —ps) Gx, ‘a | F,,,=9. 
3 


Da Gleichung (16) fiir P die Gestalt annimmt 











T3=F yy 19,29, pp, Pop, P19, F Pint “sp tFig.p, 1p, P29, — Frag Fin 

+2 F opp in Fin — Fane A tn = % 
so haben wir 

Op, 2 [ . | S OP, 
J, (2e*—pa) = F;,,| i’ nie tine Se: a Pa) (5a —P,) 
L rw 
Op, | 
= Fa Fenn (3 5a, Pa) (55 —Pn) i 

Nun ist, da das Integral den R, —_ x, = 2,° beriihrt, 

*¢ O* ps 0* a5 OPs O* x, 
(62) éa,2 Pox — Pas Oa," 2 — Poa a 2+2 (ae — Ps) Ox, Oxy 

OP, a, 
+ 2(57 — Ps) Oa, 0a, 0. 

Wir bekommen so 

‘ . a OJ, , (OM, 2 J, 
(63) F,,, (60), — p, (60), + “G ; a “Jes, Tr (5 — Pu) F, 

Ps 
OF, ‘ F,) O*p, ° Op, ‘ o* 2, 
- on” Pin + 022 — Sp.) 25+ (222 ap.) 25) 
7 we) 9 OPs 3 x O* a, 
~~ —Pin + (252 1-29.) da,* (232 da, 1—3p,)2 ox, 770. 


ieee findet in der Umgebung des Punktes P die Beriihrung lings 
des Schnittes x, = x,° von mindestens dritter Ordnung statt. Es sei bemerkt, 
daB nach unserem Beweise ein R,, der nur den Gleichungen (13), (14), 
(15) geniigt, mit einem Integral von (13), das ihn beriihrt, eine Be- 
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rihrung von mindestens zweiter Ordnung hat unter den oben angegebenen 
Umstiinden. 

In der hier angegebenen Weise kénnen wir auch bei mehr als zwei- 
gliedrigen Systemen die Beriihrung dritter Ordnung nachweisen, doch ist 
das Verfahren zum Beweise héherer Beriihrungen zu umstindlich. 


6. Wir lassen nun die Voraussetzungen von 1. gelten und es sei 
V(2,, %, 3, X%, Z5; @,b,¢) =O das vorliegende vollstindige Integral. Wir 
haben nun genau wie in 3., 4. zu verfahren. Ist ae “e, das wie dort 
Z,, £y 
angegeben gebildet wird, vom Range Null, so ist die gewihlte Auflésung 
nach den Parametern und, wenn es keine andere gibt, das vorliegende 
volistindige Integral fiir die integrallose Darstellung unbrauchbar. In den 
iibrigen Fillen kommt man auf einparametrige Scharen von Integralen 
die den , lings Kurven beriihren und die gewiinschten Differentiier- 
barkeitseigenschaften haben, bzw. man kann sich derartige Integralscharen 


herstellen, fiir die die Methode von II, 10. anwendbar ist*). Neben 


» Ox. > Of >» OL . . 
J V.. = J ‘4. J 5 it=1,2 
zj + 30 2; + Ox; ° "s C2; 0 ( 1, 
haben wir dann infolge (59), (62), (63) 
Cm. Cx Ox. 
4+V r r +; V bond 
om Vax, Oa, * Vax Ox; * Vax, Cx; ' . > 
Cx r Cx. (= »4) 
4 \ a $ r On, 7 . —— 
fo 7. aan, Cx; Toon Ox, + Feit Ou; _ 0 


und daraus schlieBen wir, daB fiir den R, die Gleichungen 


V=0, V,=0, V,,=0, Vie.=0 


a ? aa 


gleichzeitig bestehen. 
Der Einfachheit des Beweises dieser Tatsachen halber werden wir das 
Koordinatensystem wieder so transformieren, dab 


V(2,, Xg, Zz, Ly, Ly, a) = O 


unseren FR, lings 2,— a beriihrt. Wir miissen vorerst jene Punkte aus- 
a(F,, Fy, T,) 
O(Py > Pes Ps) 
gleichzeitig verschwinden; durch eine ganze lineare Trans- 


schlieBen, fiir die im transformierten Koordinatensysteme und 


o(F,, Fy, 7) 
O(P: »P2+Ps) 
formation nicht verschwindender Determinante geben wir sodann dem Ko- 
a( I, ’ F;) d ak, ? F) 


ordinatensystem die in 6. angegebene Lage, wobei ~. % 
O(P; » Ps) (Py » Ps) 


*) Zu diesem Zwecke hat man nur genau so zu verfahren wie in 4. 
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nicht gleichzeitig verschwinden.*) Fiir héchstens eindimensionale Punkt- 
O(F,, F, T;) und O(F,, F3, T;) 


tome fir die % n 
systeme d O(D; » Ps» Ds) O(P; » Ps» Ps) 





gleichzeitig verschwinden, 


. , . - O(a,t 
oder die nicht normalen Verhaltens sind oder fiir die oe “8 vom Range 
oe oe 
a(V, V, si —, 
Null oder ; ; ’_. héchstens vom Itange eins ist, ergibt sich aus 


O(@y » Ry. By y Ley Ly) 


Stetigkeitsgriinden die Giiltigkeit von V=0, V.=0, V_,=090, V,,,= 09. 


Fiir die diskriminierenden FR, hat ae >? héchstens den Rang eins**); 
ot i tee 


fiir dieselben ist jedoch, wie man aus Gleichung (79) schlieBt, bei regu- 
oF, » F;) und O(F, , F) 


liren Verhalten, nach obiger Transformation 
O(P; > Ps) C(Pr +P) 


gleich- 
zeitig Null. 
Ist é (a, b, ©) 
~~ ORs 5B) 
gralschar so einrichten, daB in dem entsprechend transformierten Koordi- 
oF, oes te) _ OF, F;, T;) 
O(P; + Pas Ps) O(Pr+ Ps > Ps) 
dies wire nur dann unméglich, wenn im urspriinglichen Koordinatensystem 
O(F,.F;; T,) O(F,, F,, a) O(F,,F,, T,) O(F,, F,, T) 
OP» Psy Ps)’ O(PrsPasPs) * O(Prs Pes Ps) ” OCP,» Pes Ps) 


vom Range zwei, so kénnen wir die einparametrige Inte- 


natensystem nicht gleichzeitig verschwinden; 


gleichzeitig verschwinden, was an einer Stelle normalen Verhaltens nicht 
eintritt. 

Auch hier kénnen wir stets fiir unseren R, in der Umgebung von P 
einparametrige Integralscharen von den gewiinschten Eigenschaften, mittels 
der charakteristischen Mannigfaltigkeiten oder dem vollstiindigen Integrale 
a(F,, Fy, 7) 
O(Py > Ps» Ps) 
genommen von Null verschieden ist. Eine Ausnahme bilden die dis- 
kriminierenden FR,. Wir haben so eine einparametrige Integralschar 
V(x,, %g, Zs, X4, %;; @) konstruiert, sodaB fiir unseren R, die Gleichungen 
gelten V=0, V_=0, V,.=0, V..g= 0. Wie sich im folgenden ergeben 


aa aaa 


herstellen, fiir die etwa im entsprechenden Koordinatensystem 


wird, ist hierdurch die integrallose Darstellung, wenn auch méglicher- 


*) Es sei erwiihnt, da8 fiir jede eindeutige Koordinatentransformation von nicht 
verschwindender Determinante, deren Gleichungen «; = ¢;(&,,---,§,) stetig differen- 
tiierbar nach den € sind, die unseren Elementar R, in die in 6. angegebene Lage 
iiberfihrt und die Kurven x, = const. auf dem R, in Kurven & = const. verwandelt, 
die oben angegebene Bedingung mit dem Nichtgleichzeitigverschwinden von 

O(F,, F;) O(F, .F;) 
O(P, Ps) ? (P+ Ps) 
im transformierten Systeme gleichbedeutend ist. 

**) Denn ein diskriminierender R, wird von einera Integral-R, von (13) im Falle 

der Beriihrung mindestens nach einem R, beriihrt. 
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weise nicht mit Hilfe des vorgelegten vollstiindigen Integrals im Sinne 
von II, 14., sicher gestellt. 


7. Wir wollen nun dazu iibergehen fiir den vorliegenden Fall die 
zweite angekiindigte Methode zu entwickeln. Unter den Voraussetzungen 
von 1. konstruieren wir uns eine einparametrige Schar von Integralen des 
Systems (13) von den in Il. 4 angegebenen Differentiierbarkeitseigen- 
schaften in der Umgebung von P, V(2,, 2, 23, 44, %,@) = 0, die nach 
einer entsprechenden ‘Koordinatentransformation den R, lings «,= a be- 
OF, , Fy, T,) 
O( Py» Ps» Ps) 
In 6. haben wir einen Uberblick dariiber gegeben, wann diese Konstruk- 
tion méglich ist, wobei wir den verschiedenen Standpunkt hervorgehoben 
haben, der sich ergibt, je nachdem man die integrallose Darstellung mit 
Hilfe eines vorgelegten vollstiindigen Integrals oder die integrallose Dar- 

acV, V,) 

O(H, » Hy, Ly, Ly, Lz) . 
Range zwei sein. Gehen wir vom vollstiindigen Integrale aus, so ist dies 
infolge unserer Annahmen von selbst erfiillt, im anderen Falle ist es stets 
erfiillbar. 

Wir betrachten nun den zu P gehérigen Elementar-R,. Dieser ge- 
niigt dem Gleichungssysteme (A). Er liegt ebenso wie die dem R, an- 
gehérigen, in der Umgebung von P lings x, = z,° gelegenen Elementar- R, 
auf V(x,, %, Xs, 4, %3; 2°) =O und die diesen Elementar-R, entsprechenden 
Werte von ,, %,, %3, %, %, @ geniigen infolge (13), (14) der Gleichung 


V.=0, da ja = =1+0. Sodann gilt fir diese Elementar-R, 
“— 


riihren und fiir die etwa A, = in P von Null verschieden ist. 


stellung iiberhaupt im Auge hat. AuSerdem soll om 


, - Of > O& , 0a 
Vax, + Vaxn5z + Vex5a + Venzq — 9. 
Wir legen durch den Elementar-R, von P einen F,*, dessen Gleichungen 


Vi (yy Xa, Ly, Ly, Xz; 4,°) = 0, 
(64) W, (15 Xa Uy, Ly Xs) = 0, 
W(X, Up, 23, Ug, Xs) =0 
lauten; hierbei sind W,, W, in der Umgebung von P eindeutige, stetig 
a(V, W,, W,) 
O (aq » Xq» Bs) 
von Null verschieden ist. Diesen R,* betten wir sodann in eine R,-Schar ein 
(65) V(@,, %y, Lg, %,%30¢)=— 0, W,=—0, W,=—9, 
wobei « entsprechend dem im zweiten Abschnitte eingeschlagenen Ver- 
fahren einen Parameter bedeutet, dessen Bereich eine gewisse Umgebung 
von 2,° ist. Da (65) den Gleichungen (13), (14) identisch in « geniigt, 


differentiierbare Funktionen von 2,, 2,, %3, 2, %,, fir die in P 
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kénnen wir diese Gleichungen nach « differentiieren und erhalten so fiir 
den Elementar-R, in P die Gleichungen 


4 ‘ i 
> Fp Pia 0; >! FipPia™ 0; > Tap,Pic = Q; 
s 1 


1 . | 
2 D's 9, Pia = Ps (2), +p (=), — ($2), =, 


da fir ihn 2,,, (i), (¢=3, 4,5) verschwinden. Die Werte fiir Gz). 


ergeben sich aus den Gleichungen 


5 5 


Sr. C2) -= — Moa Bal 8) =~ 1729 
ad 3 

5 . ” 
Sw.62).-%  Sm.(2),-6 


Aus der obigen Gleichungsreihe folgt die Gleichung 


(66) Ti+ Pra — Os Q- 


Durch Eintragung der Werte von p,, p,, (5°) ; () , (=*) findet sich 
1/@ 1/@ 1/@ 
4, 


(67) J; °*).,.7"- ee? [ Yas 





Da wegen J,=0 die linke Seite verschwindet, muf fiir unseren Ele- 
mentar-R, [V,],, = sein und da er schon der Gleichung [V,],,= 0 ge- 
niigt, so liegt er auf dem durch V,—0 dargestellten R, und mit ihm 
die auf dem R, lings x,= 2,° gelegenen Elementar-R, in einer gewissen 
Umgebung von P. Das Gleiche gilt fiir die Parallelkurven auf R,, 
#,= const., fiir « = #, und daher gilt lings dieser die Gleichung V,, = 0. 

Aus (67) folgt, daB p,, in P von Null verschieden ist, da sonst 
jeder Elementar-R, durch P, der auf den durch V = 0 dargestellten R, 
hegt und fiir den ons (é — 3,4, 5) die gleichen Werte wie fiir unseren obigen 
Elementar-R, haben, der Gleichung [V,], = 0 gentigen miiBte; dies hiitte 

a(V, V,) 

Dy » yy ey 1X4, Ws) 

Mit W* seien samt ihren Ableitungen nach den x eindeutige und stetig 
nach « differentiierbare Funktionen bezeichnet, die gleich Null gesetzt fiir 


aber zur Folge, dab a nicht vom Range zwei wiire. 


*) Totale Ableitungen nach z,, x,, bei festgehaltenem Parameter bezeichnen wir 
durch eckige Klammern mit der Differentiationsvariablen als Index. 
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a=—2,° die auf unserem R, lings z,—-2,° gelegenen Elementar-R, ent- 
halten, wobei fiir diese auch noch die Gleichungen W,* = 0, [W,*], = 0 
gelten. Nehmen wir in (65) statt W,, W, W,*, W,*, so versshorindst das 
entsprechende Q, von (66) fiir unseren Elementar-R,. 

Wir wihlen nun fiir W,* V,; da sich nach unseren Annahmen 
V=0O, V,=0 in P nicht beriihren, so kann W, stets so gewihlt werden, 
daB D — 2% Var Ws) 

O(a, . %,, 25) 
niigt nach II.9 der Gleichung J,;=0 identisch in a, sodaB wir durch 
Differentiation nach « fiir den Elementar-R, in P die Gleichungsreihe 
erhalten 


in P von Null verschieden ist. Diese Schar ge- 


4 4 4 
’ ‘a , 7 7 
DF», Pia = 95 DF,» Pia = 0; >! Tay, Pia= 95 
1 1 1 


4 
>! Ti 9,Pia= @:; ys »,Pia= @ 
1 


Ox, - ¢ r . : - ow, 
denn fiir ihn verschwinden z,,, (=) (i= 3,4, 5), wihrend sich die Werte 
2 « 


(68) 


= (02, 110: 
fiir (==) aus den Gleichungen 
OL] a 


5 


D Valse ).- Den (5x), — — Veale yw a (sz), 9 


ergeben. (, und Q, sind hierbei Ausdriicke, die in den (6%) homogen 
1/@ 


und linear sind; sie sind von den (==) unabhingig. Setzen wir die Werte 
1 


(Vaal, 
G(V, V,,, Wy) 
O (Hs » Hy, Ls) 


fiir (==) in Q, ein, so erhalten wir Q,- ; hatten wir statt 
1/@ 


[ Wyele, 
o(V, W,*,W,)’ 
. O (Xs, Ly, Xs) 
wobei Q, unverindert geblieben ist. Nun kann ich W,* so wihlen, dab 


LA At 
fiir unseren Elementar-R, | W;*,|, und = ve W) 
— O (Xs, XX) 


sind; da aber dort nach einer friiheren Bemerkung Q, verschwinden mub, 
so muB auch Q, verschwinden, wovon man sich iibrigens leicht durch 
dessen Berechnung iiberzeugt. Aus der entsprechenden Gleichung 


V,, W,* gesetzt, so erhielten wir fiir das entsprechende Q, Q,- 


von Null verschieden 


J coe A [Feaks 
1° Pua — 45° Q1° 
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kénnen wir daher nichts fir V, schlieben. Aus den ersten drei und der 
letzten Gleichung von (68) folgt die Gleichung 


= 7) (Veal, 
(69) Js + Dua = Bg: Qo = Ay Qe: D “ 


OF, , Fae Fax%e) 


: Hierbei ist J, = -Q, hat den Wert 


O( DP» Ps > Ps> Ps) 
| av, W,) a(V, W;) a(F,, F., 7) i 
(O94 a BEM), [ayn Bis T 

(45 O (5, Xs) . O(x,, 25)’ . O( Py» Ps» Ps) 


Bettet man den Elementar-R, in die Schar ein, V=0, V,.=0, W,*=0, 
wobei in den ersten beiden Gleichungen a den festen Wert 2,° hat und 
7 V * y 

W,* so gewihlt ist, daB fiir den Elementar-R, [Wj], und ay, Va? Ws") 
—_— O(2s 5 Ly, Lg) \ 

von Null verschieden ist, was stets méglich ist, so erhalten wir aus der { 
(69) entsprechenden Gleichung folgende Beziehung 


i em ee 


a(V, V,) 
3 0 (ay, Xz) 


&(V, V,) 
40 (a,,%,) 0. 


4 +A 


Wiire obiges Q, gleich Null, so miiBte die Determinante 


. 


a(V,V,) a(V, W,) on Vs 

O (@_ 5%)’ O(a, , 2) 4 Vs, D 
verschwinden; dies verstéBt gegen unsere Annahmen. Da also Q, von 
Null verschieden ist, so folgt [V,,.|,, = © und wegen [V,,.],,= 0 schlieBen 
wir, daB unser Elementar-R, und sodann seine Umgebung auf FR, von den 
entsprechenden V0 beriihrt werden; daraus folgt unmittelbar V,, = 0. 


Ware in P die Matrix _2(/ "a Yaa) 


a? an 
, O(%,, Xe, Ly, Ly, Ls) 


wiirde, wie aus (69) folgt, jeder Elementar-R, von P, der auf dem durch 


bloB vom Range zwei, so | 
. 
“+ die- | 


V=0, V,=0 (a=z2,°) dargestellten R, liegt und fiir den die a 
2 
selben Werte haben wie fiir unsern R,, der Gleichung J,= 0 geniigen. 
Dies ist jedoch mit dem normalen Verhalten des R, unvertriiglich. 
Es ist daher °C Var Vue) vom Range drei. Wie in II.9 bzw. in 
} O(H, , Ly, Hy, Hy, Lz) VV. y 
Ill. 3 kénnen wir dann weiterschlieBen, dab in P OV, Var Vaar Fane) 
l O(, » Wy » Ly, Ly» Xp) 
vom Range vier und V,,,,, von Null verschieden ist. Die integrallose 


Darstellung ist daher sichergestellt. 

8. Es sei ein R, vorgelegt, der dem zu (18) gehérigen Gleichungs- 
systeme (B) geniigt; fiir die Umgebung von P gelten die Voraussetzungen 
von 1. Wir konstruieren dann eine einparametrige Schar von Integralen 
von (18) von den in IL 4 angegebenen Differentiierbarkeitseigenschaften 
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V (a, Ly, Ly, 2%, %, @) = 9, die den R, nach einer entsprechenden Koordi- 
natentransformation in den Punkten z,=— a beriihrt. Sodann soll 


_ OF, Fy, Fy) 
a= O(P, > Ps» Ps) 

von Null verschieden sein, was sich infolge des normalen Verhaltens 
erzielen liBt. Vom Standpunkte der integrallosen Darstellung mit Hilfe 


des vorgelegten vollstiindigen Integrales haben wir dabei jene R, von 


: . , O(a, b ° 
unserer Betrachtung auszuschlieBen, fiir die a yom Range Null ist, 
—— 
iiberhaupt aber die diskriminierenden F,. Obendrein laBt es sich stets 


av, V,) 
O (Gy » Bq y Bq y Le» Ly) 
hauptungen ergibt sich wie in 3. 4. 6. Einzelne Punkte, in denen unsere 


erfiillen, dab vom Range zwei ist. Der Beweis dieser Be- 


» - . se - @(a,b) 
Voraussetzungen nicht zutreffen, fiir die 


o(V, V,) 
af . 
O(%, » By» Ly» Uy» Xz) 


haltens sind, werden durch Stetigkeitsbetrachtungen erledigt. 


vom Range Null oder 


nicht vom Range zwei ist oder die nicht normalen Ver- 


Wie in 7. erhalten wir fiir den Elementar-f, von P die Gleichung 
70 J.» =A, Q, = [V. 
( ‘ ) : Pra 3 “a V [ a’ ’ 


wobei wir ihn in die Schar V(z,, 22, 23, %, %; «¢) =0, W,=9, 
W,=0, W,= 0 einbetten, wobei W,, W,, W, eindeutige stetig diffe- 
a(V, W,, W., W,) 
O (Gq » By» Ley Le) 
in P von Null verschieden ist. Hieraus schlieBen wir, daB unser Ele- 
mentar-f?, mit seiner Umgebung auf dem entsprechenden R, V,=0 liegt 
und daraus folgt V,.—0. Wie in 7. schlieBen wir, daB p,, von Null 
verschieden ist. 


rentiierbare Funktionen von 2,, 2,, 3, 2, 2%; sind, fiir die 


Durch Verwendung der Schar 
: 4 a , av, V,, W., W,) 
= = ( == ( = = rane _ s 
y= G, FO, WG WO [D, O (ay, Hy, %,, Ls) 7 0] 
kommen wir zur Gleichung 


nA Vaal. 
(71) J.D. — By Qy— Dy: Q| se 


. . . . 6 / - J (1) ~*~ 
J® ist hierbei gleich OF» Fs, Fa, JM). @, hat den Wert 
O(P, » Ps» Ps» Ps) 





aa A, acy, W,, Ws) aa a(V, W,, Ws) oa 0(V, W., W;) 
. O(a, Xs, 25) = O(a, , X45 Xs) 56 O (xy, 4,25) 
[a, Gs O(F,, F;, F;) oe O(F,,F;, *s)). 
. O(P, > Ps» Ps)’ ee O(P.> Ps + Ps) 
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Andererseits finden wir wie in 7. 


acy, Vi, W,) a ay, Ves W,) eed acy, V, ar Wy) _ 


ie Ass O (ay, By, Xs) An O (Hy yy Ly) Bs Dare) . 





acy, V. a(V, Va, a(V, Va, Ws) 
— 4a Aor,  — Ane Feat 2 — ba 5 7° 


8 (ay, X45 25) 








Wire Q, Null, so miiBte die Determinante der dann vorhandenen drei 
Gleichungen: V, - D,* verschwinden; dies findet nicht statt. Es mu8 daher 
[Vale = 9 gelten, und wir schlieBen, daB in der Umgebung des Punktes P 
der R, der Gleichung V,,,—0 geniigt. 

Wiire = ee ns: Ta vom Range zwei, so wiirden alle Elementar-R, 
durch P, die in dem durch V=0, V,— 0 dargestellten R, liegen, der 
Gleichung J® —0O geniigen; es wire daher die Matrix _ 

a3 38.3) 
dz,’ dz,’ dz, 
héchstens vom Range eins. Dies widerspricht dem Umstande, daB der 
betrachtete Elementar-R, eine Stelle normalen Verhaltens ist. Aus diesem 
Grunde hitten wir auch folgern kénnen, daB Q, von Null verschieden 

sein mub. 


Wir betten nun den Elementar-R, in die Schar ein 


V=0, V,=0, V,.=0, W,=0 [D,- “G a> Vaas ™) 4.0] 


in ta 


und erhalten so die Gleichung 


y , A (Yenal 
(72) I> a= Oy> = O5° Cs»: 
O(F,, F,,F,,J° ’) 


. *-. (3) . OT in oe 7 ° 
Hierbei ist J® gleich ~; a at Wire nun Q, gleich Null, so wiirde 


jeder Elementar-R, durch P, der in dem durch die Gleichungen V=0, 
V,=0, V,,=90 (a=2,°) dargestellten R, liegt, der Gleichung J“ = 0 


og™, J), J) . 

: dz, da, a) gleich Null. Es 
dz,’ dz,’ dz, 
mu8 also, da dies der Annahme normalen Verhaltens widerspricht, fiir 
den Elementar-R, [Vieele, Verschwinden und wir folgern, daB in der Um- 


gebung des Punktes P der R, der Gleichung V,,,,—0 geniigt. Es zeigt 
sich ferner, daB die Determinante ay rat Yaar Page: Teese) gowie Veceee 
(ly » Wy y Ly » yy Le) 
von Null verschieden sein muB. 
Es folgt natiirlich jetzt ohne weiteres, daB das Integral V eine Be- 
rihrung vierter Ordnung mit dem R, gemein hat. 
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geniigen. Daher wiire die Determinante 
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9. Im IL. Abschnitte haben wir unter gewissen Einschriinkungen fiir 
die zu den Gleichungssystemen (9), (13), (18) gehdrigen wunterbestimmten 
Systeme (A) Lisungen nachgewiesen, die sich mit Hilfe Parameter ent- 
haltender Integralscharen jener Differentialgleichungssysteme integrallos dar- 
stellen lieBen. Die Systeme (13), (18) brauchten hierbei keine Invoiutions- 
systeme zu sein. In diesem Abschnitte haben wir unter der Annahme, 
daB Involutionssysteme vorliegen, unter bestimmten Voraussetzungen iiber 
das vollstaindige Integral gezeigt, daB mit bestimmten Ausnahmen jede 
Lésung der unterbestimmten Systeme (B) von gewissem Stetigkeitscharakter 
integrallos dargestellt werden kann. Auf diese Weise ist jedem Integrale 
von (9), (13) bzw. (18) eine Lisung des zugehérigen unterbestimmten 
Systems (B) als ,Rickkehrgebilde“ zugeordnet. Es braucht kaum er- 
wahnt zu werden, daB die im Abschnitte II bei den zu (9) und (13) ge- 
hérenden Gleichungssystemen (A) zutage tretende Scheidung der Lésungen 
keine wesentliche ist und nur auf der besonderen Wahl des vollstindigen 
Integrals beruht. 

Man kann die ganzen Betrachtungen auch als ein Studium der En- 
veloppen von R,-Scharen im fiinfdimensionalen Raume auffassen. 





IV. Unterbestimmte Differentialgleichungssysteme: Die diskrimi- 
nierenden Lésungen, das singuliire Integral. 


IVa) Die diskriminierenden Liésungen. 

1. In II. 8 haben wir jene Lésungen des zu (9) gehérigen Gleichungs- 
systemes (A) als diskriminierende Lisungen bezeichnet, die sich aus ein- 
parametrigen Integralscharen V(z,, 2,, 23, %2 2%; @) =O durch die Glei- 
chungen ergaben 

V=0, V,=0, 


? 


wobei « einen festen Wert hat. Diese R, geniigen also den Gleichungen 
(9), (10), (11), wobei die p durch die Gleichungen 


V,,+ V..p,= 0 (¢=1, 2, 3, 4) 
gegeben werden. Nun gelten, da V=0 ein Integral von (9) ist, die 


Gleichungen 
4 


F,,+ F,,.p,+ iF, , Pj = 9 (¢=1, 2, 3, 4), 
1 


cs , , : Ox . : 
wenn wir in der iiblichen Weise mit p,, an Dan bezeichnen, wobei 2, als 
alas | 


Funktion von 2,, 2%, %, %, aufgefaBt wird. Dabei mégen hier wie im 
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ganzen Abschnitte die Voraussetzungen von I. 4a und IL 4a gelten, wenn- 
gleich wir mit geringeren auskimen. Aus diesen Gleichungen eliminieren 
wir F,, mit Hilfe von (11) 

, Ox, Ox, On, 

(11) F,52, + Fnoe, + Fos, — F,=0 

and erhalten unter Beriicksichtigung der Beziehungen 


x, Op, 
Piet Pye az, mm de, 


die Gleichungen 
(73) F. st Fe a+ DE (i= 1, 2, 3, 4). 


Multiplizieren wir dann die ‘kien (10) beziiglich mit F,, F,, F;, 
so erhalten wir die weitere Gleichung fiir x, 
4 3 ‘ 
1 ay OF, 
(74) = ‘Foyt 1 F552, = 0, 
1 1 
die jedoch nur eine Folgerung aus den Gleichungen (10), (11), (73) ist. 
Die Gleichungen (10), (11), (74), (73) bezeichnen wir als Differential- 
gleichungen der diskriminierenden Liésungen. 
Die Lésungen dieser Differentialgleichungen geniigen infolge der 
Passivitatsbedingungen 
OP, OP, + Op, . Ox, OM 7 Ox, 
02, 02, ' 0%, Om, Om, O@ ’ 
(75) Op, _ Op, + of Om, OM 9% 0, 


Ox, 02, Ox, On, Oa, 
in nn 3m 9m Im 
02, 02%, ' O@, O02, Oh O% 


der Gleichung 


(9) F (2&1, Xq, Ly, 4, X53 Py» Pe» Py, Py) = Const. 


Fir uns kommen nur jene Lésungen in Betracht, fiir die diese Konstante 
den Wert Null hat. 


2. Auf diese Differentialgleichungen kommen wir auch, wenn wir 
nach jenen R, fragen, fiir die das Cauchysche Existenztheorem versagt. 
Diese Fragestellung liegt jedoch unseren Betrachtungen nicht nahe, da wir 
infolge unserer Annahmen iiber F' den iiblichen Beweis des Cauchyschen 
Existenztheorems nicht beniitzen kénnen, sondern die Existenz der Integrale 
mit Hilfe der Charakteristiken nachweisen. Wir werden nun zeigen, wie 
sich die Differentialgleichungen der diskriminierenden Lésungen mit Hilfe 
der Charakteristiken von /’ integrieren lassen; die Gleichungen dieser lauten 

10° 
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(16) StF, (im1,2,3,4); 3 Daw 3 i= — F,,— pF, (= 1,2,3,4) 


F,, F,,, F,,, F,, sollen nicht gleichzeitig an der in Betracht gezogenen 
Stelle verschwinden. Diese Bedingung ist an einer Stelle normalen Verhaltens 
erfiillt. Sodann geht durch irgend einen Elementar-R, (z,°, 2,°, 25°, x,°, 2,°; 
P,°, Ps’, Ps’, P,®) eine und nur eine Charakteristik. Geht nun durch diesen 
Elementar- Ff, ein diskriminierender R,, so gehért die Charakteristik mit 
dem zugehérigen F,-Streifen dem diskriminierenden RF, an, falls dieser 
von der im folgenden angegebenen Eigenschaft ist. Es seien namlich 
L, = U(X, Ly, Ly), Ls = %(X,, Ly, Z,) die Gleichungen des R,, wobei 2,, 2, 
in der Umgebung der betrachteten Stelle P zweimal stetig differentiier- 
bare Funktionen von z,, 2, z, sind. Die Aufgabe, auf dem R, eine 
stetig differentiierbare Kurve zu finden, die durch P geht und den Diffe- 
rentialgleichungen geniigt 

dz. d ‘ da, 

a ~F,: a n~ Fy at ~ "> 

ist eindeutig lésbar, da I’, F,, F,, nicht simtlich in P verschwinden 
kénnen; hierbei sind die p, auf dem R, bekannte Funktionen von 2,, 2, 25. 
Infolge der Differentialgleichungen (11), (73), (74) geniigt diese Kurve 
den Gleichungen (76) und fillt daher mit der durch den Ausgangs-Ele- 
mentar-F, gehenden Charakteristik zusammen, wobei die dem R, zugehérigen 
p-Werte mit den fiir die Charakteristik sich ergebenden Werten tiberein- 
stimmen. Wir sehen so, daB durch jeden Punkt eines diskriminierenden R, 
von den angegebenen Eigenschaften in unserem Gebiete eine Charakteristik 
von (9) geht, die ganz dem R, angehirt und sehen daher, da auch fiir 
unseren Existenzbeweis der Integrale von (9) die diskriminierenden R, Aus- 
nahme-R, sind. 

In unserem Gebiete geht im allgemeinen durch jeden R,, dessen Para- 
metergleichungen x,— 2;*(u,, Ug) (é=1, 2,3,4,5) nach u,, ug stetig diffe- 
rentiierbar sind und dem den Gleichungen (9) geniigende, den R, beriihrende 
Elementar-R, so sugeordnet sind, dap deren Koordinaten p,= p*(u,, uy) 
(t= 1, 2,3, 4) stetig differentiierbare Funktionen von u,, u, sind, eine und 
nur eine Lisung der Gleichungen (10), (11), (7%), (74).*) 


*) In Parameterform haben wir fiir dieses Gleichungssystem die Gestalt 


(10Y zo —_ > Pi5 a G= 1, 2, 3), 
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Wir denken uns die Gleichungen der Charakteristiken aufgelést in 
der Form 
U;,—= 1,(Uy; 2,*, 2, ,*, x,*, xe; p,*, Dy*, py*, p*) (i= 1, 2,3), 
| he DP; (Us; x,*, x,*, 2,*, x,*, 2"; p,*, p,*, ps*, D.*) (j= 1, 2,3,4, 5), 
wobei die z,, p, in einem gewissen Bereiche stetig differentiierbare Funk- 
tionen von u, und den Anfangswerten 2,*, p,* sind. Setzen wir nun fir 
«;*, p;* die fiir unseren zweidimensionalen Elementar-R,-Streifen geltenden 


(77) 


| — FF as"*° — Fae" a Pit J. | 
| Op, OP, Ox, Ox, | 
au, Ou, Ou, Ou, | 
(11)', (78), (74y’ ap, ar, dz, dx,|=9. 
ou, du, du, Ou, 
Op, Or, Ox, Ox, 
Ous Ou, OUs Ou, 


Unser Existenzsatz versagt fiir jene R,, die mit dem zugehérigen Elementar-R,- 
Streifen den Gleichungen geniigen 


4 
ow 26 Sa 28 ont. 
1 
| —F,,—p,F,,5°*: —F,—»,F,,, | F,, | 
Op, Or, On, On, 

(11), (78), (74) | or, av, av, dv, | =0. 
OP, Ors 6x, Ox, 
Ov, av, O%, av, 


Durch jeden R, in unserem Gebiete mit einem darauf liegenden zu /’=0 ge- 
hérigen Elementar-F, -Streifen, sodaB 


x;,=2,(t), P= 7, (é==1,2,3,4,5; j—=1,2,3,4) 


stetig differentiierbare Funktionen von ¢ sind, geht eine und nur eine Lisung der vor- 
stehenden Differentialgleichungen, es sei denn, daB der R, mit dem zugehérigen 
p Streifen den Gleichungen geniigt 


4 
Ou, 1 Oa; 
at 2)” ees 


(rey F F F | a 3 F 
ra a, 1 ey! a a, @,” ae” me | 
| dp, dp, dz, dx, ae 
dt dt dt dt | 


d. h. eine Charakteristik von (¥) ist. 

Die hier angefiihrten R, und R, wurden bereits von E. v. Weber ,,Vorlesungen 
iiber das Pfaffsche Problem usf.* unter der Bezeichnung charakteristischer R, und 
R, von F' betrachtet. 




















rom mm 
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Ausdriicke in u,, u, ein, so stellt (77), einen FP, dar, falls nicht etwa fir 
den R, die Gleichungen (10)”, (73)", (74)” gelten. In jedem Punkte des 
R, in einem bestimmten Bereiche sind z,, p, 30 als stetig differentiier- 
bare Funktionen von u,, u,, “, bestimmt. Es gilt hierbei tiberall auf dem 


R, die Gleichung 
__ 0%, 
T; _ Ou, - Soi: a: 


Wir betrachten nun den Ausdruck 


rn ex, 
T= 5 ~ 305s (h=1, 2). 


- 4 
OT, _ O07, ¢T, _ Qi (0m Ox On; 0%; 
ju, OU, Om, =D (5 Ou, Ou, Fa) 
1 
und fiihren wir fiir die Differentialquotienten nach u, die Ausdriicke aus 
den Differentialgleichungen der Charakteristiken ein, so folgt 


Bilden wir 





an é 
Ps SIE + at Fao) ee) = — Fa Bi 
1 


da fiir obige Werte von 2,, p, F(%,, %y, 23, %; X53 Py» Po» Ps» Py) identisch 
in den &,, %,, %, verschwindet. Daraus ergibt sich durch Integration lings 
einer Charakteristik 
en 
T,=—Te 

Da nun 7’, fiir u,*, d. h. auf unserem R, verschwindet, so gelten die 
Gleichungen 7,—0 auf dem ganzen R, und man sieht auch sofort, dab 
die Gleichungen (73), (74) erfiillt sind, da die erste und letzte Zeile der 
Matrix gleich sind.*) Der Ubergang von der Parameterform zur frither 
verwandten Darstellung bietet keine Schwierigkeit. 


2a) Aus der Beschaffenheit der diskriminierenden FR, folgern wir 
weiter den Satz: Beriihren sich zwei diskriminierende R, an einer Stelle 
von m*” Ordnung, so beriihren sie sich liings der durch jenen Punkt auf den 
R, verlaufenden Charakteristik von m*" Ordnung. 


Langs einer Charakteristik sind die p, sowie die p,,,,,... durch ihre 
Werte und die Werte der vorangegangenen p, ,,.,...) Pazim-. Ds, — one 
- Dieser Beweis entspricht einem in der Theorie der partiellen Differential- 


gleichungen 1. Ordnung mit einer abhiingigen Veriinderlichen iiblichen, von Cauchy 
herriihrenden Gedankengang. 
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in einem Punkte bestimmt, da jede Gruppe p,,...5 Poreny Pakeun? Pakeon 
einem Differentialgleichungssystem in Normalform geniigt, das man leicht 
aus den Gleichungen 

“Rs = Fy, (@1y Gay Uy Xe 53 Pr» Pas Ps» Ps) 

erhalt und in dessen rechter Seite auBber den 2,, 2,, Zs, %, %, DUT Py, 
Porn? Psr-nr Par..n ®0ftreten, sowie die p,,., die man durch Streichung 
der Indices von riickwiirts erhilt. Darauf beruht, daB zwei Integralflichen, 
die an einer Stelle eine Beriihrung m* Ordnung haben, lings der durch 
den Elementar-R jenes Punktes gehenden Charakteristik eine Beriihrung 
m** Ordnung haben.*) 


Man folgert daraus leicht, daB ein Integral, das einen diskriminierenden 
R, in einem Punkte von m* Ordnung beriihrt, mit diesem lings einer 
Charakteristik eine Beriihrung m*” Ordnung hat, indem man den diskrimi- 
nierenden F, in ein Integral bettet, das mit dem vorgelegten Integral an 
jener Stelle eine Beriihrung m‘* Ordnung gemein hat. 


Haben nun zwei diskriminierende R, an einer Stelle fir die J+ 0 
eine Beriihrung m** Ordnung, so stimmen fiir sie die Differentialquotienten 
yore, 
dah Ox) Oa” 
iiberzeugt, indem man von den Gleichungen J‘ = 0, 7, = 0, T,=0, T, =0 
ausgeht. Es gelten nun fiir 2,, p,, Py, Ps, P, die linearen Differential- 
gleichungen (11), (73). Betrachten wir diese Differentialgleichungen in 
einem Integral von (9), bzw. in einem diskriminierenden R,, so fallen fiir 
jede dieser Gleichungen die Charakteristiken mit den Charakteristiken von 
(9) zusammen» Wir erhalten daher fiir Gruppen von Ableitungen von 2, 
und p,, Ps, Ps, P, nach 2,, 2, «, Differentialgleichungssysteme in Normal- 
form, die uns ihre Werte lings der Charakteristik liefern. Wir denken 
uns die Differentialgleichungen fiir die beiden diskriminierenden R, in 
demselben Integrale von (9) aufgestellt, was stets médglich ist. Wir 
schlieBen sodann aus den Differentialgleichungssystemen lings der Cha- 
rakteristik schrittweise, daB die Ableitungen von z, und p, und daher 
auch von 2, nach %,, 2, 2, bis zur m”” baw. (m—1)*" Ordnung itiberein- 
stimmen. 


bis zur Ordnung m — 1 iiberein, wie man sich schrittweise 


3. Die diskriminierenden R, ergeben sich nun als Extremal-2, des 
zur Gleichung (12) gehérigen verallgemeinerten Mayerschen Problems, 
d. h. des Problems, jene Lisungen der Gleichung (12) eu finden, fiir die 


*) Man vergleiche Darboux, Mémoire sur les solutions singuliétres (Mémoires 
présentés par des savants étrangers 27 (1880), 8. 47. 





es 
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im (,, Z, X3) Rawme lings eines von den R,: x, = 2,%, t= 24, 2, = 2, 
begrensten R, von entsprechenden Stetigkeitseigenschaften, der von den Parallelen 
zu den Koordinatenachsen nur in je einem Punkte geschnitten wird, die Werte 
von x,, x, beliebig vorgeschrieben sind, wihrend auf den in x, = 2x,, x= 24, 
a, = x; begrensten Stiicken nur die Werte von x, vorgeschrieben sind, x, 
hingegen im Punkte x,= 2,%, 2, = 2%, 2,= 2," einen Extremalwert an- 
nehmen soll. Die vorgeschriebenen Werte sollen hierbei stetig differentiierbare 
Funktionen der Begrenzung sein, die auch in len ZusammenstoBpunkten 
stetig imeinander iibergehen. Wie beim gewéhnlichen Mayerschen Problem 
erhailt man auch hier die Extremalen, indem man die Lagrangeschen 
Gleichungen fiir das dreifache Integral 
SJ. t A(@,, £3, 2%) (2, Uy, Ly, Uy, Xp 3 Sas oa = ; eas ea Gat) daddy 
der Gleichung {12) hinzufiigt. Hierbei ist 2 eine zu bestimmende in Q 
nicht identisch verschwindende Funktion von 2,, 2, 2. Ersetzen wir die 
Gleichung (12) durch das Gleichungssystem (A), so kénnen wir die obigen 
Lagrangeschen Gleichungen durch die Lagrangeschen Gleichungen fiir das 
dreifache Integral 

SSS (Ag P+ 4, Ty + dy T, + Ag Ts + Ayd,) dx, da, dx, 

(52) 

ersetzen. Hierbei sind 4,, 4,, 4,, 45, 4, in Q nicht samtlich identisch ver- 
schwindende, zu bestimmende Funktionen von z,, x,, 2. Wir erhalten so 
das Gleichungssystem 


a , 
AF, +? Ad, ~ Oa, (—A,p.+ AF.) = ia (—4.p,+ 4, F,) 
a 
— 9a, (— tet WF) = 0 
a é é 
dy Fe, + baTe,— 5a (41) — gg (Aa) — ga (4a) = 0 


AF, — y+ AJ, = 0 (i=1, 2, 3), 
4,F,.— io Gat — dy St + dd, = 0. 


Aus den letzten vier Gleichungen ergibt sich infolge (11) 
On, an, On, 
4(J,, 52! + Ina ‘+ J,,5% — J,) =0. 


Da an unserer Stelle | mg Voraussetzungen von I. 4 gelten sollen, so ist 
J O% 


J, i + J. nga + £2 Da, —dJ,, von Null verschieden, daher 1,0. Addieren 


wir die erste und die mit p, multiplizierte zweite Gleichung und bedenken 
wir, da8 4, nicht identisch verschwinden kann, so folgt 
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F, +»,F,,+ F,, oe + F, Ps + Fy oe — 0. 


Aus dieser Gleichung folgen die anderen Gleichungen von (73); denn wir 
haben 4 
= 7] = an CX, Op; 

—j,,(Fl— Fat Fig, t+ F +R 


#0 x, Pi 0 2, 


, ax, Op, Ox, 
infolge (11) = F,,+ F535 + F.53 2+ 3), (e+ P *) 


Ox, Ox 


infolge (75) =F, + F Oa, +F 02, +e, (ee 4 Os a2) | 


xy Ox, 30 x, T ba, Ox, 


- F,+ Fant DE, B+ (E, +nF, +38 ae) 


?3 Ox 


Aus der Ableitung ersehen wir, daB, falls wir das Variationsintegral 
statt fir F—0, 7,=—0, T,=0, T,=0, J=0 blop fir F =0, T,=0, 
T,=0, T,=0 bilden, wir trotedem die Differentialgleichungen der dis- 
kriminierenden R, bekommen, da J,=Q0 dann eine Folgerung aus den 
Lagrangeschen Gleichungen ist.*) 


4. Es ist leicht zu erkennen, daf sich jede stetig differentiierbare 
Lésung der Gleichungen (9), (10), (11), (73), (74) im unserem Gebiete in 
der Form V=0, V,=0 darstellen léft. Zu diesem Zwecke wahlen wir 
auf der vorgelegten Lésung einen R,, der von allen Charakteristiken der 
Lisung einpunktig geschnitten wird. Wir legen durch denselben einen 
den diskriminierenden R, beriihrenden R,* und betten unseren R, in eine 
einparametrige R,*-Schar ein, die auf dem R,* gelegen ist und wie der 
R, entsprechende Stetigkeitseigenschaften besitzt. Wir konstruieren so- 
dann eine einparametrige Integralschar, die den F,* lings der R,* be- 
riihren. Dies ist durch passende Wahl des R,*, bzw. der R,* immer 
méglich. Es sei V(x,, 2, %3, 24, %,; «) = 0 diese Integralschar und a der 
dem auf dem diskriminierenden FR, liegenden R, entsprechende Parameter- 
wert, so gilt fiir den diskriminierenden R, das Gleichungssystem 


ee 


ow o 
V (ay, Xp, Uy, Ly, %y3 0°) = 0, Vi(%,, Ly, Ly, Ly, 25; @°) = O. 


* 5. Die diskriminierenden Liésungen des zu dem Involutionssysteme (13) | 

*) Der Zusammenhang zwischen unterbestimmten Differentialgleichungen und 
Variationsproblemen wurde von Herrn Hilbert betont. UWberhaupt bildeten die Unter- 
suchungen Hilberts iiber die Differentialgleichung der Integralkurven den AnstoB vor- 
liegender Arbeit. 
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gehérigen Gleichungssystemes (A) ergeben sich aus einparametrigen Inte- 
gralscharen von (13) V(«,, 2, %3, %,,%,; @) = 0 in der Form 

V=0, V,=0, V,,=0 
wobei der Parameter « einen festen Wert behilt. Da hierbei fiir das 


Gleichungssystem (A) die p aus den Gleichungen V,,+ V,,p;—0 ent- 
nommen werden, V = aber ein Integral von F,=0, F,=0 ist, so 


gelten die Gleichungen 
Fatt SIF Pam 


F,,, + Fy ,,Pi >> Fy, P; 
1 


Dazu treten die Gleichungen 


(i=1, 2, 3, 4). 


Op, Ox, OX, 

ja, ~ Pu Pisde. — Pudge, ~% er 
OM y an @ hae er 
da, Pia Pisin Pit da, ? 


Wegen J,=0 sind daher alle vierreihigen Determinanten der Matrix 


\— F,,.—- Fm: — F Bagh ) a A 





1a, ip,? ~ip, ~ip,> *~1p, | 
7 7 J 

- 7,.- Fy ,,P;, — Fen— x, Pa» Fy) F;,.) Fy, Fy, 
(78) OP, OP, 1 QO, 2% 2% | 

oa.’ Oa.’ ? ’ da,’ a 
1 eae om | 

Op, Op, 0 0%, 0%, 

Oz,’ 02,’ ? -? Baty? Oat, 


gleich Null. Man kann auch eine entsprechende Gleichung fiir z, ableiten, 
indem man der Matrix noch die Spalte 

P; Fi 4+Ps Fy 9+ Psi p+ Palsy, P; Fy», + Ps F,,,+ PsFs5,+ Pls, ae on 
hinzufiigt. Die Differentialgleichungen (13), (14), (16), (78) wollen wir 
als Differentialgleichungen der diskriminierenden R, von (13) ansprechen 
und bezeichnen sie als System D. 

Gilt fiir ein stetig differentiierbares Integral des Systems D*, das man 
aus D durch Fortlassung von (13), (16) erhilt, die Beziehung F’, = const., 
so folgt im allgemeinen F,= const. Infolge (14) haben wir niimlich, 
wenn wir in die Ausdriicke F, und F,, die fiir eine Lisung von D* 
geltenden Werte von 25, 7, %;, P;, Po, Ps, P, Setzen und nach 2,, x, diffe- 
rentiieren 








n, 
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d Oat, aa, 
az Fi Fie +P + 5 Pint Fi.) + 5g Fie + Fis) 


op; 
> Fi», dz, 0, 


7) ’ 4 7 
az, F,= Fy..+ 1F 2,4 5 oe (Fs PFs.) + 52 (Fy2,+ PF s,,) 
4 
+2 inae 


Wir setzen darunter die Identititen 
_ Op, 0%, 0p, Ou, OM + oe +! Om, Op, | Ox, OP, _ 0, 


Ox, 02,08, Oa, Ou, Ca, 0a, ' Ox, 02, 


— OP: _ 0%, OPy _ 0%, OM, , OP , 0%, OM , 0%, 0m _ gy 
02%, O2,0@ 08,02, ° Oa, ° 0@,0a, ' 0% 02, ? 


deren zweite eine Passivititsbedingung darstellt. Es sei nun in ait ae), 
a(F,, T,, T,) signing’ <- 


vom Range drei, also etwa -—~— +0. Man erhiilt dann aus den 
0( P, » Pos Ps) : 


; F,,1,,7,) OF, oF, 
| . o( Jn BS 
—_ 1enden Gleichungen 2(P,»PePs) Oa, ~ Ox, 


on = 0, das hei®t also /,= const. Hichstens eindimensionale Mannig- 
: o(F,, T,, 7) 
O(P; + Pe» Ps» Ps) 
Range ist, bieten infolge der Stetigkeit keine Schwierigkeit. Ist fiir ein 


zweidimensionales Stiick der Lésung nee - a 
192983894 


= (0. Ebenso erhilt man 


faltigkeiten auf der vorgelegten Lisung, fiir die von niedrigerem 


gleich Null, so kénnen 
wir dort nichts schlieBen. 

Unter den Lisungen von D, befinden sich auch die charakteristischen 
R,, fiir die die Matrix (78) héchstens vom Range drei ist. Fiir diese ist 
jedoch J® identisch Null, sodaB sie nicht in unserem Gebiete liegen und 
fiir uns nicht in Betracht kommen. Ebensowenig kann ein diskrimi- 
nierender R, in unserem Bereiche von einem charakteristischen 2, beriihrt 
werden. 

9. Betrachten wir nun vorerst das System D,, das aus dem System D, 
durch Fortlassung der Gleichung (16) entsteht. Eine stetig differentiierbare 
Léisung von D, in unserem Gebiete liegt auf einem und nur auf einem dis- 
kriminierenden R, von F, und auf einem und nur auf einem diskriminierenden 
R, von F, und diese beiden fallen zusammen. Dies ergibt sich folgender- 
maBen. Da unser R, kein charakteristischer R, ist, so kénnen die Punkte, 
in denen alle dreireihigen Determinanten der Matrix (78) verschwinden, 
héchstens eindimensionale Punktmengen ausmachen. Wir betrachten nun 
ein Gebiet, in dem etwa 











156 W. Gross. 





} — F,.—-nhl in Fin Fin | 

a 4 — Ps Fs... Fy, Fs», + 0, 
Os 0 1 | 
Ox, 


und suchen auf dem R, die Lésungen der Differentialgleichung 


~Fia~ Pein My, Man —F,,,—PsFiz, Fins Fip, 
— Fy2,— PsP rx, Fay, Fray, +|~ Fy .,— PsFay Fay, Fray, = 0). 
OPs ADs x, 
az, . ° 02,’ 9, I 


Infolge unserer Voraussetzungen geht durch jeden Punkt eine Integral- 
kurve dieser Differentialgleichung. Liings dieser Integralkurven sind aber 
infolge (78) die Gleichungen erfillt 





— F,.— Plies ce ey F,., F,,» Fa» F,,, 
J J 
— F,,.—rF;,, oe F,,.; Fy 5, Fi») Fon, == (), 
Op, , Op, dz, 1 dz, Gx, , 0tdz, Ou, , Ou, dx, 
Oz, 0x, dz,’ 4 ’ dz,’ 0a, ' 0m, dz,’ dn, ' 0% da, 


Daher wird unser R, lings dieser Integralkurven von einer einparametrigen 
Schar von charakteristischen R, geschnitten, die in ihrer Gesamtheit den 
diskriminierenden f, sowohl beziiglich F',, als auch F, bilden, der durch 
unseren R, geht. Diesen R, wollen wir als diskriminierenden R, des In- 
volutionssystems (F',, F,) bezeichnen. 

Jeder auf einem diskriminierenden R, von (F,, F,) liegende R, bildet 
eine Lisung des Systems D,; denn aus den Gleichungen 





1 Fig PP ias he ie F,,.; F,.; F,,, F,,. | 
OP, 1 0 0 Ox, 
Oa, On, 
| or, hea ee 
Ca, OX, 
Or, Ox, 
_ o o 1 


ergeben sich fiir die R, die Gleichungen (78). 

Durch jeden stetig differentiierbaren R,, mit einer auf ihm liegenden, 
(F,, F,) angehirenden, stetig differentiierbaren Belegung von Elementar-R,, 
der in unserem Gebiete liegt und daher keinem charakteristischen R, von 
(F,, F,) angehért, geht ein und nur ein diskriminierender R, von (F,, F,), 
der dadurch gefunden wird, daB wir durch jeden der Elementar- /?, der 
Belegung des R, den zugehérigen charakteristischen R, von (F,, F,) legen. 
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DaB die Gesamtheit der charakteristischen R, tatsiichlich einen R, bilden, 
fiir den die Beziehungen 
@ , 
a7 =P.+ M50 (i= 1, 2, 3) 
bestehen, weisen wir so nach. Wir legen durch die Elementar-R, des R, 
charakteristische Kurven von F. Diese bilden, wie sich gleich wie in 
2. ergibt, einen R,, lings dessen die Beziehungen 


Ox, 


a 
Ox, = DP; + Ds: oa, + Pa Gat 


aX, 


(Gj=1,2), F=0 


und infolge der ROP - Os da auf dem R, F,= 0, auch Fy = 0 
bestehen. Durch diesen J’, mit seiner Elementar- 2, Belegung legen wir 
jetzt Charakteristiken von F,. Dadurch erhalten wir tatsichlich nach der 
SchluBweise von 2. einen R, von den gewiinschten Eigenschaften. 

Aus dem Vorstehenden erkennt man, daf die Lisungen von D, in 
unserem Gebiete fiir die Existenztheoreme der Integrale des Involutionssystems 
(F,, F,) Ausnahme-R, bilden; denn wir weisen die Existenz eines und 
nur eines Integrales durch einen beliebigen R, so nach, daB wir den R, 
mit der auf ihm liegenden (F, F,) zugehérigen Elementar-R, Belegung 
versehen und dann durch die Elementar-R, die entsprechenden charakte- 
ristischen R, legen, die dann nach der éfter verwandten Schlubweise ein 
Integral des Systems (/',, F,) bilden, falls sie eine zweidimensionale Schar 
ausmachen. In der Tat findet man auch aus dem Cauchy-Lieschen Exi- 
stenztheoreme fiir die Ausnahms-R, das Gleichungssystem D. 


7. Jede Lésung des Systems D liegt also in einem bestimmten dis- 
kriminierenden R, von (F,, F,), wenn wir wiederum von den charakte- 
ristischen R, absehen. Wir greifen nunmehr einen bestimmten diskrimi- 
nierenden R, heraus: %,= %,(%,, %, Z3), Ls = X_(%,, Lg, Zz), wobei x, 2; 
stetig differentiierbare Funktionen von 2,, 2, 7, seien, und suchen die in 
ihm liegenden Lésungen von J®—0O, Beachten wir die Gleichungen 


OF» TTT) 9, Far TT) _ 9, denen der diskriminierende R, 


O(P; Pe» Ps» Ps) > O(Py > Pay Ps» Ps) 
gentigt, so erhalten wir etwa 
F,, Fin,» Fig. 


aF,,F:,T7,,7") FF F,,, 
rma es Sin taa Finn 
o 1 | 


0x, | 


Ip Fu2,+ Is», j 


Wenn die Lésung kein charakteristischer R, ist, noch in unserem Gebiete 
von charakteristischen R, beriihrt wird, so kénnen wir es eventuell durch 
Vertauschung von 2,, «, und Ersetzung von x, durch x, + 12, erreichen, 
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daB der erste Faktor von Null verschieden ist. Der zweite Faktor hat 
die Gestalt 


1,2,3,4 1,2,8,4 
oe | F,,, ain py M42, M42, F,,, > Fonnten Tans} 
i,k 
sens an 
mm + = (Fin: > Finn %eq M2, F », > liantn S14} 
i,k ink 
1,2,3,4 1,2,3,4 


= {F;,, > Finnts,%n,— F = DF inntin tin) 0.*) 
i,k 
Die beiden Gleichungen 


1,2,3,4 1,2,3,4 
, ’ one ’ 
K,= > Fs», py, 42,%42, = 0, E, = 2 Fsp.9, Vax, %ex, = 0. 
i,k i,k 


werden im allgemeinen nur fiir eine eindimensionale Wertemenge be- 
friedigt werden. Da sonst die Gleichung eine lineare Differentialgleichung 
fiir z, ist, so geht durch jeden stetig differentiierbaren R, auf unserem 
diskriminierenden R,, der so beschaffen ist, daB die der Gleichung (79) 
entsprechende (sa? 7.) -Belegung in unserem Gebiete liegt, falls fiir ihn 
nicht beide Gleichungen FE, = 0, E, = 0 verschwinden, eine und nur eine 
Lésung. 

Die Charakteristiken dieser Differentialgleichung sind die schon oben 
erwaihnten Schnittkurven der diskriminierenden R, mit den charakteristi- 
schen R, von (F,, F,). 

Nach der vorhergegangenen Bemerkung, daB durch einen stetig diffe- 
rentiierbaren R, mit stetig differentiierbarer auf ihm liegender p-Belequng 
ein und nur els diskriminierender R, geht, folgt, daB durch einen solchen 
R,, falls er nicht auf dem dem szugehirigen diskriminierenden R, ent- 
sprechenden Gebilde (E,, E,) liegt, ein und nur eine Lisung von D geht. 

8. Diese Lisungen geniigen aber Gleichungen von der Gestalt 


Vix, Ly, Ly, %,%,;@)=—0, Vi=0, Vi. =—90 


wobei « einen festen Wert besitet. Hierbei ist V(2,, 2,, 75, 2, 2%; «) = 9 
eine passend gewihlte einparametrige Integralschar von (13). Um dies 
einzusehen, denken wir uns durch den F, mit seiner p-Belegung den hier- 
durch eindeutig bestimmten diskriminierenden R, gelegt. Wir kénnen uns 
dann einen R, mit entsprechenden Stetigkeitseigenschaften so bilden, dab 
er den diskriminierenden R, lings R, doppelt beriihrt. Wird der R, auf 


*) Hierbei werde unter Te, die Zahl —1 verstanden. 
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dem R, durch f(2,, 2,, 23, %,, %) = 0 bestimmt, wobei der stetig differen- 
tiierbare R,: f = 0 den R, schlicht schneiden mége, so bilden wir uns eine 
einparametrige Integralschar von (13), die den R, lings der Kurvenschar 
f(y, %_, %3, %, Z,) = & beriihrt. Diese Konstruktion ist stets méglich. Es 
sei V(a,, Xy, Xs, 2%, %,; @) =O diese einparametrige Schar und «® der dem 
R, entsprechende Parameterwert. Dann geht durch den zu R, gehérigen 
Streifen der durch V(z,; «°)=0, V,(z,; «°)=0, V,,(”,3 0°) =O dar- 
gestellte R,. Dieser ist eine Liésung des Systemes (D) und da es nur 
eine Liésung des Systemes (D) gibt, die durch diesen Streifen geht, so 
gentigt diese Lésung obigen Gleichungen. 

9. Die diskriminierenden FR, ergeben sich als Extremal-R, des zu den 
Gleichungen (17) gehérigen verallgemeinerten Mayerschen Problems, d. h. 
des Problems, jene Lésungen der Gleichungen (17) zu finden, fiir die in 
der (z,, %)-Ebene auf einer von x, = 2,", 2, = 2, begrenzten, stetigen, 
mit stetigen Tangenten versehenen Kurve, die von den Parallelen zur 2,- 
und z,-Achse nur in je einem Punkte geschnitten wird, die Werte von 
%, %, %, vorgeschrieben sind; auf den abgegrenzten Geradenstiicken 
“,= 2%, =x," seien hingegen nur die Werte von 2,, 2, gegeben, je- 
doch wird verlangt, daB z, im Punkte z, = 2,%, 2, = 2, einen Extremal- 
wert annehmen soll. Die gegebenen Werte seien hierbei stetig differen- 
tiierbare Funktionen der Bogenliinge und sollen auch in den Eckpunkten 
der geschlossenen Kontur stetig ineinander tibergehen. Besteht das System (A) 
aus den Gleichungen F, = 0, F, = 0, T,= 0, T, = 0, J, = 0, J, = 0, so 
erhalten wir fiir die Extremalen folgende Lagrangesche Gleichungen 

2 


uF, + He Ps, +0 Ip) + ry S-mt ALD; + JFq2, +0, J.) 


OL 


ox, Ox, 

6 ) )\_ 

~ Oly (- Api + So, - %-Tsa) - 
02, 02, 


(t=3, 4), 


~—_ a 
HF. + sls, +,Jq +%In — 55 (4) — Fe (44) = 


uF, +s F oy, +I +%J,, —4,—= 0 (j= 1,2), 


WF, + HF, + 9,F2 + 0,32 — a, 52 — 2, SF = 0 (i= 3,4). 


1 Bn, 20a, 
Hierbei sind p,, ug; %, %} 4, 42 nicht simtlich verschwindende, zu be- 
stimmende Funktionen von z,, 2. Multiplizieren wir die letzten vier 
Gleichungen mit den zu _ zugehérigen Unterdeterminanten von J, so 
folgt wiederum, da J® +0, v,=0. Wir greifen nun jene Extremalen 
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heraus, fiir die auch v,—0 ist. Sodann erhalten wir aus obigen Glei- 
chungen die Gleichung 
Pi Oa, 1m Oa,’ 2m Oa, Pe Ox, 


7 7 7 7 7 0 3 a 
Fate lint Fi oh + F Ps Fy.,+PsPo2,+ F at + Fy Ps 


Pi Ox, 1m Oa,’ rr Ox, Ox, 


Fiat eFint F om 4 F ope F,,..+ Pal'se,+ Fs om 4 F, op 
d 


.h 
— F,. — PFie — F, — PF ia) F,) F; », 
= F,., — PsF's2, — Fy, — MF 34) F,,; Fo, | 
OPs OM. |=0. 
Da, Da, 1 0 
om oP 0 1 
Ox, Ox, 


Aus dieser Gleichung leitet man die tibrigen Gleichungen (78) ab. 

Es sei bemerkt, daB sich die Gleichungen (78) schon als Extremalen 
des zu F, =0, Fy =0, T7,=0, T,=0 gehérigen Variationsintegrals 
ergeben. 

10. Fiir die diskriminierenden R, des zu (18) gehérigen Gleichungs- 
systems (A) erhalten wir ganz entsprechend 


—F,.—flia res F,,» Fi) Figs Fn 
=a Fs 2, — p, F,,., lina F359 Fy) F,.., 2p, 0 
(80) — F;,, —p,F,., aes Fy,» Fs 5) Fs», Fy», tess 
dp, 1 dz, da, dz, 
dz, »* ’ dx,’ dz,’ dz, 


Diese Gleichung sagt aus, daf der diskriminierende FR, auf einem charakte- 
ristischen R, des Systems (18) liegt. Durch einen Punkt mit vorgegebenem 
Elementar-R,, der dem System (18) angehért, geht ein charakteristischer 
R,. Wir kénnten die Existenzfragen genau wie in (7) erledigen. Hier 
bietet jedoch die einfache Form der Gleichungen sofort eine Lésung. 


Ist - a : 5 2 fiir einen dem System (18) angehirenden Elementar-R, 

(az dx,’ 7) 
in P ungleich Null, so geht durch P eine und nur eine stetig differentiier- 
bare Lisung der Gleichungen (18), (19), (80), (20), (21), die den Ele- 
mentar-R, enthiilt. 

Wie in 8. finden wir sodann, daB jede dieser Lisungen den Glei- 
chungen geniigt 

Vas a) = 0, Vi(a5 a) = 9, Vael% @)=0, Vuea(%; «*) = 0. 

Die diskriminierenden R, bilden eine Teilschar der Extremalen des 

za den Gleichungen (23) gehérigen Mayerschen Problems, d. h. des Problems 
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jene stetig differentiierbaren Liésungen dieser Gleichungen su finden, die 
durch einen festen Punkt gehen und deren Endpunkt auf der Geraden 
2, = 2), 2, = a, a, = 2, a, = 2 eine extreme Lage annimmt. Wir 
erkennen hierbei, daB die Gleichungen (80) erhalten werden, wenn wir 
die Lagrangeschen Gleichungen fiir das zu F, = 0, F, = 0, Fy, = 0, T=0 
gehdrige Variationsintegral aufstellen. Mit diesen vier Gleichungen zu- 
sammen kann man sie auch als die Gleichungen der charakteristischen R, 
von (18) auffassen*), da jede Kurve auf einem charakteristischen R, 
ihnen geniigt. 

11. Im vorigen Abschnitte haben wir bei der Untersuchung, ob sich 
die Lésungen der unterbestimmten Differentialgleichungssysteme integrallos 
darstellen lassen, die diskriminierenden Lésungen bei Seite gesetzt. Nun- 
mehr kénnen wir folgendes aussagen**), fiir die zu (9) gehdrende unter- 
bestimmte Differentialgleichung werden die diskriminierenden R,, wenn wir 
von einem bestimmten vollstiindigen-Integrale ausgehen, im allgemeinen bei 
der integrallosen Darstellung ausgelassen werden, doch lift sich stets eine 
einparametrige Integralschar bilden, mittels der der diskriminierende R, 
integrallos dargestellt wird. Wir brauchen uns bloB eine Fliche durch den 
R, zu legen, die die Charakteristiken einpunktig schneidet; auf dieser 
ziehen wir eine einparametrige Schar von Kurven, die ebenso wie die 
Fliche gewissen Stetigkeitsbedingungen geniigen mu und konstruieren 
uns dann eine einparametrige Schar von Integralen, die unseren JF, lings 
dieser Kurven doppelt beriihren. Diese einparametrige Schar liefert die 
gewilinschte Darstellung. Denn die durch V=0, V,=0O dargestellten 
diskriminierenden Jf, beriihren unseren R, lings einer einparametrigen 
Schar von R,, die in unserem Gebiete den R, liickenlos bedecken. 

Im zweiten Falle verhdlt es sich ganz entsprechend, wenn man nur die 
reguldren diskriminierenden R, betrachtet, d. h. jene diskriminierenden R,, 
die in unserem Gebiete liegen und die keinen zweidimensionalen Bereich 
aufweisen, fiir den die gugehdrigen Gleichungen E, = 0, E, = 0 gleichzeitig 
bestehen. Sie sind von der integrallosen Darstellung durch das vorgelegte 
vollstiindige Integral im allgemeinen ausgeschlossen; hingegen kinnen wir nur 
einparametrige Integralscharen konstruieren, die die integrallose Darstellung 
leisten. Zu diesem Zwecke ziehen wir auf dem R, eine Schar von R, und 
konstruieren uns eine einparametrige Schar von Integralen, die den zum 


*) Der Gedanke, die Charakteristiken der Differentialgleichungen mit Hilfe von 
Variationsproblemen zu bestimmen, stammt von Herrn Hilbert; fiir partielle Differen- 
tialgleichungen 1. Ordnung im dreidimensionalen Raume wurde er von Yoshiye (Math. 
Ann. 57, S. 185 ff.) ausgefiihrt, der ihn, wie mir durch ein Manuskript bekannt wurde, 
auch bei Involutionssystemen durchgefiihrt hat. 

**) Hierbei gelten die Voraussetzungen von III. 
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R, gehérigen diskriminierenden R, in den Punkten der FR, von dritter 
Ordnang beriihren. V(z;, «)=0, V,(x,, «)=0, V, ,(,, @)=90, V,, (a, @)=0 
ist sodann die gewiinschte Darstellung des diskriminierenden R,. Die 
durch V (z,,«)=—0, V,=—0, V,,=0 dargestellten diskriminierenden R, 
beriihren unseren FR, in den ihnen zugehérigen Punkten der R,. Dort- 
selbst beriihren auch die ihnen entsprechenden diskriminierenden FR, den 
diskriminierenden FR, doppelt, in dem unser F, liegt, und daher beriihren 
sie diesen diskriminierenden R, lings der durch die Elementar-R, jener 
Punkte gehenden charakteristischen R, doppelt. Aus Gleichung (80) folgt 
dann, daB die Schnittkurven der charakteristischen R, mit unserem F, 
zugleich die Schnittkurven der charakteristischen R, mit den entsprechen- 
den der oben dargestellten diskriminierenden R, sind und daB diese, da 
sie unseren FR, in den ihnen entsprechenden Punkten des R, beriihren, 
ihn lings jener Schnittkurven beriihren, wie man nach der in 2a. auf 
Seite 43 angegebenen Methode beweist. 


Im Goursatschen Falle hingegen werden die ,,reguliren“ diskriminieren- 


, - a a, J, JM .. — 
den R,, d. h. jene fiir die a hichstens in einzelnen Punkten 
a( & G2, Gz, 


dz,’ dx," ia) 
verschwindet, tatsdchlich bei der integrallosen Darstellung ausgelassen. Dies 
beruht darauf, daB durch einen dem System (18) zugehérigen Elementar- 
R, nur ein diskriminierender R, geht, sodaB sich unser R, nicht als Enve- 
loppe diskriminierender Ff, darstellen lassen kann. 

IVb. Das singulire Integral. 

13. AuBer den diskriminierenden Lésungen haben wir im Abschnitte IIL 
noch eine Reihe weiterer miglicherweise bestehender Lésungen beiseite 
gesetzt. Wir wollen hier hiervon noch den einfachsten Fall betrachten, 
d.h. die Liésungen der Gleichungen (12), die auf dem singuliren Integrale 
von (9) liegen. Friiher haben wir erwiihnt, daB jeder R,, der auf dem 
singuliren Integrale liegt, der Gleichung (12) geniigt, wenn nicht etwa 
fiir denselben J® verschwindet, was im allgemeinen nicht statt hat. Es 
sei ein vollstindiges Integral vorgelegt von den in III, 1. festgesetzten 
Eigenschaften, das das singulire Integral punktweise beriihre.*) Es sei 
2(V 0 Vas Ver Va) 


O(a, b, ec, d) 
von Null verschieden; dann kénnen wir auf dem singuliren Integrale 


a,b,c, d als Koordinaten einfiihren. Betrachten wir eine Stelle Q des 
singuliren Integrales a°, b°, c°, d® und die einparametrige Integralschar, 
die ihre Beriihrungspunkte liings der durch @ gehenden Kurve K 


weiterhin in dem betrachteten Gebiete des singuliren Integrals 


*) Die folgende Entwicklung stiitzt sich auf Darboux, Mémoire sur les solutions 
singuliéres, (Mémoires présentés par des savants étrangers 1880, p. 59.) 
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a=a(t), b= b(t), c=c(t), d= d(t) besitzt; hierdurch ist eine einpara- 
metrige Schar diskriminierender R, bestimmt. Soll der zu Q gehérige 
diskriminierende R, die durch Q gehende Kurve a = a*(s), b = b*(s), 
c = c*(s), d = d*(s) in Q beriihren, so muB die Beziehung bestehen 

@Vda da*, dV rdadb* , da* db "V dad 

da* dt ds ak: ds tds dt sitll sat dt is =e. 
Soll insbesondere der diskriminierende F, die Kurve XK beriihren, so 
haben wir 

*V /da\? "Vy da db *V /dd\3 
aa (ai) 2 aaa 7a?+ aa (i) ‘ates 

Durch diese Gleichung ist im Raume (a, b, c, d) ein Kegelfeld definiert. Die 
auf dieses Kegelfeld passenden FR, und nur diese werden durch die in IL. 
dargelegten Methoden mit Hilfe des vorgelegten vollstindigen Integrales 
dargestellt. Bedient man sich hingegen eines vollstiindigen Integrales, das 
das singulire Integral lings stetiger stetig differentiierbarer R, beriihrt, 
daB in einem Gebiete (a, b,c, d) alle Elementar-R, durch jeden Punkt 
diesen R, angehéren, so wird bei jeder integrallosen Darstellung einer 
Lésung von (12) nach den Methoden von II. gleichzeitig im allgemeinen, 
wenn die Stetigkeitsbedingungen erfiillt sind, ein auf dem singuliren 
Integrale liegender R, mitgeliefert und umgekehrt laiBt sich jeder R, von 
bestimmten Stetigkeitscharakter, wofern er in jenem Gebiete { a, b, c, d} liegt, 
so darstellen. 


V. Weitere Differentialgleichungssysteme, deren Lésungen sich 
integrallos darstellen lassen. 


Va. Die nicht unterbestimmten Differentialgleichungs- 
systeme des ersten Abschnittes. 
1. Aus den Gleichungen 


F,, (&,, %q, X34 43 X53 Py» Po» Ps, Pa) = 9, 
F,(&,, Xq, Ly, X43 Xs} Py> Po» Psy My) = O 


und den Gleichungen 


(13) 


, a Ox 0x, Ox 
(10) T,=7 P: — Pezz = 9% Ty = 5g, — Ps — Pa 5g, = 9 


da, 


5 Ox, 
T, =5* — Ps -— M5 = 0 


Ons 
leiten wir das System J“ ab, dessen Reprisentanten etwa 


OF, TT %)_ 9. yos O(F;, T,, Ts, Ts) _ 
, e 


1) = = 
(81) Ji oe (Dy > Pes Ps > Ps) 2 O(P; » Per Ps> Ps) 


w* 
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seien. Durch Elimination der p ergeben sich die Gleichungen 
Om, Oa, 0%, 92%, 0% I% 
(82) ©, (2, 25, 25524, X55 da,’ Fat? a,) Da,’ Oa’ ja) = 0; 0,=0; 0,—0. 
2. Ebenso gewinnen wir aus den Gleichungen 
(18) F(a, Uy Xpy %q5 X53 Py» Po» PsP) = 9; Fy=— 0, Fy =O 
und den Gleichungen (10) mittelst des Systems J"), dessen Vertreter etwa 


a A a A OF. 220 5, T.) 
83 JO = Or» Ths Tr Ts) 9. gu = Os Th Th, TL , 
( ) : O( Py + Pe» Ps» Ps) . . O(P, > Pas Ps» Ps) . 
J = a(F;, T, . Z,, T;) ile 
. O(Pr> Pe» Ps > Ps) 


seien, durch Elimination der p die Gleichungen 


(84) ®, (x, Ly, Uy3 Ly, Ly; 


02, 0%, 0%, 6%, 0%, a) 
Ox,’ 0%,’ Ox,’ Ox,’ Oy’ Oy 


%, = 0, 0 = 0, 0%, =0, Oo =0. 
3. Verbinden wir hingegen mit (18) die Gleichungen 


Oa, Ox, Ox _ 02 Ox, Ox 
(14) f, =a, 21 Ps Da, "7m aa, =0; 7; =Fe —Ps Prize. Paz, =0, 


so liefern uns die Systeme J”), J, als deren Vertreter wir 


OF, Fy, Fy, 7) _ 


O(F,, F,, Fas 2) _ 
O(P;s Pes Pss Ps) 


O(P, + Per Ps» Ps) 


i 








(83) J 0; J = 0, 
O(F,, F,, F;, 79) O(F,. F,, F;,o§) 

86 JM = CE Ae Ast) _ 9. = 1914's a 

( ) 7 O(Pr» Pes Ps» Ps) . . O(P,; Pas Ps Pa) 


anfiihren, die Gleichungen 
7 , 0%, 0%, 0%, OX, O%, O%,\_ 
(87) ®, (., U3 Ty, Ly Us; Oz,’ 02, ’ da, ? oa,’ On, ? rat) _ 0; 


o, = 0; , = 0; o, = 0; o, =0. 


4. Infolge der ausfiihrlichen Darlegungen von IL. und III. kénnen wir 
uns hinsichtlich dieser Gleichungssysteme knapp fassen. Es sei uns eine 
einparametrige Integralschar von (13) baw. (18) gegeben, fiir die Voraus- 
setzungen wie in II. 4, entsprechend abgeindert, bestehen, auf die wir von 
nun an der Kiirze halber nicht naher eingehen wollen, so sind 


(88) V=0, V,—0 
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bei festem Parameter, bzw. deren Enveloppe 

(89) V=0, V.=0, Vi,=0 

Lésungen der in 1. und 2. auftretenden Systeme (A), wihrend die R,-Schar 
(90) V=0, V,=0, V,,=90 

bei festem Parameter, bzw. deren Enveloppe 


(91) V=0, V.=90, Vi.=9, Vigg=9 


a 


Lésungen des zu 3. gehérigen Systems (A) bilden. Die Lésungen (88), 
baw. (90) bezeichnen wir wiederum als diskriminierende Lisungen. 


Zu zweiparametrigen Integralscharen von (13) gehért weiter die 
Lésung 


0(V,, V; 
(92) V=0, V.=0, V,=0, H= Sea —0. 
AuBerdem kénnte man noch die auf dem singuliren Integrale gelegenen, 
dem vollstandigen Integrale der Involutionssysteme (13), (18) entsprechenden 
Lésungen wie in II. 8. 11 anfiihren. 

5. Mit etwas geringeren Voraussetzungen wie in III. 1 zeigen wir so- 
dann, daB jede Lésung der entsprechenden Gleichungssysteme (B) von 
bestimmtem Stetigkeitscharakter mit gewissen Ausnahmen an einer Stelle 
normalen Verhaltens integrallos dargestellt werden kann. Wir haben 
wieder zu unterscheiden, ob die integrallose Darstellung mittels des vor- 
gelegten vollstiindigen Integrals in der in 4. angegebenen Weise méglich 
ist oder ob wir uns eigens einparametrige Integralscharen konstruieren 
miissen. 


Der Kernpunkt der Betrachtung liegt darin, daB durch jede Lésung 
unserer Gleichungen (B) ein Integral des Systems (13), baw. (18) gelegt 
werden kann. Dies ergibt sich aber daraus, dab sie den Gleichungen (13), 
(10); (18), (10) bzw. (18), (14) geniigen. Der Beweis sei fiir den ersten 
Fall skizziert: Da unser R, kein diskriminierender R, ist, so léBt sich ein © 
Integral etwa von F, hindurchlegen; da die p liings des R, auch der Be- 
ziehung F', = geniigen, so geniigen sie infolge der Involutionsbeziehung 
auf dem ganzen Integral der Beziehung F, = 0; d. h. das Integral ist ein 
Integral des Involutionssystems (13). 

6. Die diskriminierenden Lésungen der in 1. und 2. angefiihrten 
Systeme sind die diskriminierenden R,, die den Gleichungen F', =0, Fy =0 
baw. F, = 0, F,=0, F,=0 gemeinsam sind. Wiihrend im ersten Falle 
unter leicht angebbaren Voraussetzungen, wie in IV ausgefiihrt, im all- 
gemeinen durch jeden R, mit einer F, = 0, F,=—0 angehdrigen p-Be- 
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legung ein diskriminierender R, geht, geht im zweiten Falle durch jeden 
Punkt mit einem dem Kegelfelde F, = 0, F, = 0, F,= 0 zugehdrigen Ele- 
mentar-F, ein diskriminierender R,. Die zugehdrigen Gleichungssysteme 
erhiilt man durch Nullsetzen der vierreihigen Determinanten der beztig- 
lichen Matrizen 








— F.—- PF ia) “oe — Fi. — Fin: Fy) Fy Fn F,,, | 
— F,. — 2%, Fs.) ak — F,, —”F;,,; Fy,» Fo, F 5,9 F 3, 
Oy, ae Ory, On, 
(93) | On, ? ’ Ox,’ 1, 0, 0, On, J 
Op, OM aa, 
Oa,’ a Oa,’ >. & & Ox, 
Op, Bn Ory, Ox, 
| Oa,’ , da,’ 0, °, I, Ox, 
— Fie PF ia i. F,..— Fie) Fa) Fis Fins F,,,| 
— F,,—»p,F;.; “om — F,.—- PF ea) F., Fens F,.., Fs 
— Fea RiP eas ns — Fn — Pe sa) F; F,,. F,,, F,,. 
OP, : OM Ox, | 
(94) Ox, ? os On, ? 1, 0, 0, Ox, ? 
ap Cp. Ox 
Ox,’ ~~ Oa,’ * | &% 
CPy mE CMs Ox, | 
02,’ ? 02,’ 0, v, I, Ox, 


Die diskriminierenden R, des in 3. aufgestellten Systems liegen in 
den zu 2. gehérigen diskriminierenden R,, d. h. den dem System F, = 0, 
F,=0, F,;=0 zugehérigen charakteristischen R,. Fiir sie ist die Matrix 


— Fig PF a) als — F,4—- Fie) F Fi) F,,, Fs 
— ) pF, ie alas F,..— "92,9 F3,1 F,,. F;,,» Fs», 
95) = F;,., —p,F;,, lees a F,..— MF 32,1 Fy) F,.» F;,,9 Fs, 
( Op, Or, 1 0 0%, On, 
dx,’ ’ Ox,’ , 4 0a,’ dz, 
| OP, + Op, 0 1 02, Om, | 
? ’ ie? , : ies 
Ox, On, Om? da, 


vom Range drei. Integrieren wir sodann die Gleichungen J, = 0, J, =0 
in einem charakteristischen R, : 2, —= 2,(%,, %,, 23), X= %5(%,, %_, Ly) 80 er- 
halten wir die Differentialgleichungen 
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1, 2,3 PF Fy) 1,2,3,4 9 
on ' >. ~ O(P, + Ps) >" EPmPn Tan tex, ) 


ry * 4 
J F,, F; 
(96) = Se aol » Ds) m0 Fy Py, Vary, Max, = 9; 
i> jrk>i 
be od aFp F, 1, 2,3, 4 - 
| > O(P; + Ps) moe Dep Dn Uh a7 ee ) 
i>jrk>i 
1, 3,3 1, 2, 3,4 
_ 0* 
Ya a eee er, Vo 2m, Vt 0.*) 
1, 2, 3,4 
Ist daher wenigstens einer der Ausdriicke Shs Fy, ste Mbt, Teen VOR Null 


verschieden — wir bezeichnen eine solche Stelle als reguliire Stelle —, so 
kann durch einen Punkt héchstens eine Lésung dieser Differentialgleichung 
gehen und da wir uns eine Integralschar konstruieren kénnen, sodaB 
V(a,; «°) =0, V(x; a) =0, V,,.(”,; @) = 0 durch den betreffenden Punkt 
mit dem zugehérigen Elementar-R, geht, so ist damit gezeigt, daB durch 
jeden Punkt mit einem dem Felde F,=0, F,=0, F,—0 angehérigen 
Elementar-R, bei reguliirem Verhalten eine und nur eine diskriminierende 
Lésung geht. 

Man zeigt leicht, daB jede diskriminierende Lésung in den beiden 
ersten Fillen in der Form V(z,; a°) = 0, V_,(a,; «°) = 0 dargestellt werden 
kann. 

Wiirend die diskriminierenden Lésungen des ersten Falles bei der 
integrallosen Darstellung mittels eines vorgelegten vollstiindigen Integrales 
im allgemeinen ausgelassen werden, jedoch sich durch besonders kon- 
struierte Integralscharen integrallos darstellen lassen, sind die diskrimi- 
nierenden Lésungen des 2. und 3. Falles an Stellen normalen bzw. regu- 
laren Verhaltens von der integrallosen Darstellung iiberhaupt ausgeschlossen, 
da durch jeden Punkt mit zugehérigem Elementar- f, nur eine diskrimi- 
nierende Lisung geht. 

Man kann natiirlich wieder die diskriminierenden Lésungen als Ex- 
tremalen von Variationsproblemen erhalten. 

Vb. Differentialgleichungssysteme, deren Lésungen sich 
mit Hinzunahme von willkirlichen Funktionen integrallos dar- 
stellen lassen. 

7. Die Betrachtungen von II. fiihren uns aber weiter auf Differential- 


*) Unter x, ~ werde wieder —1 verstanden. Das Zeichen i+j >k—~>i bedeutet 
die zyklische Anordnung. 





eT 


| 
| 
: 
| 
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gleichungssysteme, deren Lésungen sich unter Hinzunahme willkirlicher 
Funktionen integrallos darstellen lassen. Wir tiberlassen es dem Leser, 
den Betrachtungen von I, II, LI] entsprechend notwendige, bzw. hinreichende 
Voraussetzungen iiber die Beschaffenheit der Gleichungen und der Lésungen 
an den in Betracht gezogenen Stellen im folgenden hinzuzufiigen und 
werden kurzweg von Lésungen sprechen, wenn wir auch nur Liésungen von 
bestimmtem Stetigkeitscharakter meinen. 


Wir machen zuerst die triviale Bemerkung, daB die Gleichungssysteme 


= 7] 5 7] 
(97) Fay, %q, Xs, Xq3 X55 Py» Pa» Ps») = 9; T= ia =~ i e =0, 
(i= 1, 2, 3); 


7 » 1 O04 0 x, GE 
(98) F(z; p,) =—9; Fi@sp,) =9; T, = 92, ~Pi— Print — Pagg = 9 
(k= 1, 2), 


Fi(a5 7p) =-9; Fi@jp)=9; F;(x,; p,) = 9; 


(99) dz, 


T= dz, di 


- ? dx, 7 = Ja 0 
dz, Py Ps dz, Ps dz, Ys d — ae 


a, 
die durch die Gleichungen 
V(a,;a)=0; W=0 
bzw. 
V(a;)—0; W,-0, W,-0 
bzw. 
Via,;,a)=0; W,=0, W,=0, W,=0 


und deren Enveloppen dargestellten R,, baw. R, und R, zu Lésungen 
haben. Hierbei ist V(z,;; @) eine einparametrige Integralschar von (9), 
(13), baw. (18) und W,, W,, W, stellen willkiirliche Funktionen dar. Um- 
gekehrt laBt sich jede Lésung jener Gleichungssysteme, d. h. jeder R,, R, 
bzw. R, des fiinfdimensionalen Raumes in der Form 


(100) Via; a@)=0, V(x; 0)=0; W=0 


bzw. den entsprechenden Formen darstellen; ausgenommen sind hierbei 
R,, Ry baw. R,, die in Integralen des vorgelegten vollstiindigen Integrales 
von (9), (13) baw, (18) liegen. Von der integrallosen Darstellung in den 
(100) entsprechenden Formen iiberhaupt bleiben die charakteristischen R, 


von (13) und die auf charakteristischen R, von (18) liegenden R, aus- 
geschlossen. 


8. Geben obige Gleichungssysteme noch keinen AnlaB zu Differential- 
gleichungen, so fiihren die Gleichungssysteme der in Integralen von (13) 
enthaltenen F,, bzw. der in Integralen von (18) enthaltenen FR, und R, 
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‘~dn, 
gp 9, 3), 
F, (a,; =0; F,(a,; p,) =0; F,(x,; p,) = 9; 
(102) i¢ - a( # P;) ’ 3( a P;) ’ (k= 1,2,3), 
1," 55 ~ PP, — M5 27% 
F, (z,; =0; F(a; py, =9; F(a; p) =—9; 
(103) 1( a? P;) ? 2( a? P;) ak 3( i? P;) ’ (k= 1, 2). 


Cx, Ox 
T= 5g, — Pa Bagge — Peon, =, 
auf die Differentialgleichungen 
(104) (5 2p, 255 Xs X53 dx, O2, Ou, Ox, On, . = 


5? Oa,’ Oa,’ da,? Oa,’ Oa,’ Oa, 
Om, Ox,  . 0%, a) 
(105) 9, (2,; Oa; ; oa) = 0, %, (2,3 Oa,’ Ox; => tf) 


(j= 1, 2, 3, 4,5; i= 1, 2, 3), 


(106) ©(a,, X53 Uy, Uy, X55 ee Sag Se, Oth, Sth 5.) =). 


A 


Ox,’ Oa,’ Ox,’ Oa,’ Oa,’ Day 

Durch V(az,; «¢)=0, W=0, baw. V(a,;a¢)=0, W,=—0, W,=—0 und 
deren Enveloppen 

(107) V(a,; a)=0, V.=0, W=0 baw. V(az;; «)=0, V.=0, W,=0, W,=—0 
sind Lésungen von (101), (102) bzw. (103) gegeben; umgekehrt laBt sich 
unter entsprechenden Voraussetzungen jede Lésung von (104), (105) bzw. 
(106) in der Form (107) mittels eines vollstindigen Integrales der In- 
volutionssysteme (13) bzw. (18) darstellen; ausgenommen sind wieder die 
in Integralen des vollstindigen Integrales liegenden R, und R,. Vallig 
ausgeschlossen von der integrallosen Darstellung bleiben die auf den cha- 
rakteristischen R, von (18) liegenden R, und R,. 


9. Fiigen wir zu den Gleichungen (98) bzw. (99) die weiteren Glei- 
chungen 








— F,, Fs, T, 7) 0 bew. JM= _ O(F,, F,, Fy, T) _ 
O(Py+ Pe» Ps» Ps) C (Py s Pas Ps Ps) 


hinzu, so liefert eine einparametrige Integralschar V(z,; «) = 0 nach den 


Methoden von II. als Lésungen dieser Systeme (A) die einparametrigen 
R,-, baw. R,-Scharen 


V(a,;«)=0, V,.=0, W=0 baw. V(x, a)=—0, V,=0, W,=—0, W,=0 
bzw. deren Enveloppen 

| "ese = =(0, V.=0, V.,.=0, W=0 
(108) bzw. 

| V(a,;«)=—0, V.=0, V,,=0, W,=0, W,=09. 
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Andererseits kénnen wir nachweisen, dab im allgemeinen an einer in ana- 
loger Weise wie in I. 4a definierten Stelle normalen Verhaltens jede Lésung 
der dem Systeme (A) entsprechenden Gleichung 


(2, 55 yy 4, X55 =0 


Ox, Ox, Ou, Ox, On, 02, 
02,’ Oa,’ Ou,’ Ox,’ Ox,’ sa) 
bzw. 

dx, dx, dz, a2) = 


© (0,5 ay, Xp, 4, Xs} dz,’ dx,’ dz,’ dz, 


in der in (108) angegebenen Weise integrallos dargestellt werden kann. 
Die diskriminierenden R,, bzw. R, dieser Gleichungen sind die in den 
diskriminierenden R, von (F,, F,), bzw. (F,, F,, F) liegenden R,, baw. R,. 
Jene gestatten ev. durch Konstruktion besonderer Integralscharen die inte- 
grallose Darstellung; diese hingegen bleiben von derselben ausgeschlossen. 

10. Nehmen wir noch mu (99) und JO=(%-Fe BQ das 
System J® hinzu, als dessen Vertreter wir etwa _ 

Jax WF Fa Fed) 

O(P,s Pes Ps+ Ps) 
anfiihren, so erhalten wir aus der einparametrigen Integralschar V(x,; «) =O 
als Lésung die R, -Scharen: 


V(z,;a)=0, V.=0, V..=90, W=0 


a ? aa 


=0 


bzw. deren Enveloppe 


(109) V(x; a)—0, V,=0, Viz=9, Vesg=0, W=0. 


An einer Stelle normalen Verhaltens li8t sich im allgemeinen jede Lésung 
des entsprechenden Systems 


dz 


4 dz, , P es 
(110) (x5 5.) = 0, (25 5) —0 (F=1,2,8,4,5; 5=2, 3, 4,5) 
in der in (109) angegebenen Weise integrallos darstellen. Die diskrimi- 
nierenden F,, d. h. die Lésungen des Systems (110), die auf charakteristi- 
schen R, von (18) liegen, sind von der integrallosen Darstellung aus- 
geschlossen. - 
11. Erweitern wir das System (103) durch Hinzunahme der Gleichungen 
J“ = 0, als deren Vertreter etwa 
Ta OP Fe Fs, T) a — Fi FFs, T;) 
. O(P, » Pe» Ps> Py) ” . O(Py> Pa» Ps>P) * 
gelten mégen, so geniigen diesem Systeme die aus einer einparametrigen 


Integralschar V(x,; «) = 0 abgeleiteten R,-Scharen 
Via; a)=0, V,.=0; W=0 
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bzw. deren Enveloppe 
(111) V(a,;«)=0, V.=0, V..=0, W=0. 


Umgekehrt laé8t sich an einer Stelle normalen Verhaltens im allgemeinen 
jede Lésung des entsprechenden Systems 

Oz, Om, Ou, O2, 0%, O 
(112) 9, (2,, Ug; Ly Ly, U5 = ’ Fan fa ’ Ja} da,’ je) =0, 0,=0, 0,=0 
in der in (111) angegebenen Weise integrallos darstellen. Ausgeschlossen 


sind hierbei die diskriminierenden R,, d. h. alle R,, die auf einem cha- 
rakteristischen R, von (18) liegen. 


Ve. Erweiterung der in Il. angegebenen Systeme. 

12. Erhalten wir die in Vb. angefiihrten Systeme, indem wir von den 
Systemen des I. Abschnittes gewisse Gleichungen weglassen, so wollen 
wir hier der Vollstindigkeit halber noch kurz Systeme erwihnen, die 
durch Hinzufiigung neuer Gleichungen aus jenen entstehen. Wir betrachten 
hierbei nur einen Fall, da sich in den iibrigen die Verhiltnisse analog 
gestalten. 


Fiigen wir zu den Gleichungen (9), (10), (11) noch das System J® 
hinzu, als dessen Vertreter etwa 


Jo= aJg™, T, , T,, T;) ai 


O(Py + Pa» Ps» Ps) 
gelte, und gibt es R,, welche den Gleichungen 
(113) V(z,;«)=0, V,—0, V..=9, Viwg=9 


geniigen, wobei durch V(x,; «) = 0 einparametrige Integralscharen von (9) 
dargestellt sind, so sind diese R, Lésungen obigen Systems (A); unter 
bestimmten Voraussetzungen entspricht diesem Systeme (A) ein Gleichungs- 
system 

(114) ©, (24, yy 55 ay 53 Sats Gate gad gt) Gat? gat) 05 MO, 
dessen Gleichungen miteinander vertriglich sind. Jede Lésung lit sich im 
allgemeinen an einer Stelle normalen Verhaltens, dieses in entsprechender 
Erweiterung von I. 4a definiert, in die Form (113) setzen. Die diskrimi- 
nierenden R, lassen sich durch spezielle Integralscharen integrallos dar- 
stellen. Fiir sie gelten die Gleichungen 


V(x,; «°)=0, V,(x,; 0°) =0, Va_(a,3 @°) = 0 
bei festem «®. Beriihrt ein Integral-R, von (9) eine Légung des Systems (B) 
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lings eines R,, so ist die Beriihrung lings des R, im allgemeinen von 
dritter Ordnung. 

Wir kénnen nun dieses System wieder erweitern und analoge Be- 
merkungen daran kniipfen. Wihrend jedoch die ersten Erweiterungen der 
unterbestimmten Differentialgleichungssysteme im allgemeinen auf vertrig- 
liche Differentialgleichungen fiihren, trifft dies bei den folgenden Erweite- 
rungen nur in besonderen Fiillen zu. Es scheint auch die Erweiterung 
der in Va. angegebenen Systeme nur in besonderen Fallen auf vertriig- 


*) Die hier angegebene Erweiterung wurde schon von Darboux (I. ¢., p. 47) im 
Falle einer partiellen Differentialgleichung 1. Ordnung im dreidimensionalen Raume 
vorgenommen. 
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Uber definite Polynome. 
Von 


A. Hurwirz in Ziirich. 


In einer Arbeit tiber die Nullstellen der Besselschen Funktion*) habe 
ich den folgenden Satz bewiesen: 
Wenn das reelle, nicht identisch verschwindende Polynom 


(1) f(a) =q+62+627+---+6,2 
fiir jeden reellen Wert von x positiv oder Null ist, so ist das Polynom 
(2) f,(") = f(x) + f(a) +f" (a) +--+ + O(a) 


fiir jeden reellen Wert von x positiv. 

Ein Satz von demselben Charakter tritt in den an Herrn Hilberts 
Beweis des Waringschen Theorems ankniipfenden Untersuchungen der 
Herren Hausdorff, Stridsberg und Remak**) auf; nimlich der Satz: 

Wenn das reelle, nicht identisch verschwindende Polynom 

f(z) = & +e,2 +627 +---+6,2™ 
fiir jeden reellen Wert von x positiv oder Null ist, so ist das Polynom 


(3) f,(«) = f(x) + - f” (x) + a f(x) +--+ a £2") (x) 


fiir jeden reellen Wert von x positiv. 
Die beiden Siitze ergeben sich unmittelbar aus den nachstehenden 
Darstellungen von f,(z) und /,(”) durch Integrale: 


+00 


4) f@- f e*fletudu, (2) = J &* fletu)du. 





*) Math. Ann. 338, 8. 259. 

**) Hausdorff, Zur Hilbertschen Lisung des Waringschen Problems, Math. Ann. 
67, S. 301. 

Stridsberg, Sur la démonstration de M. Hilbert du théoréme de Waring, Math. 
Ann. 72, S. 145. 

Remak, Bemerkung zu Herrn Stridsbergs Beweis des Waringschen Theorems, 
ib. 8. 153. 
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Da indessen die Siatze rein algebraischer Natur sind, so wird man fordern 
diirfen, daB auch ihre Beweise nur algebraische Hilfsmittel benutzen sollen. 
Fiir den zweiten Satz hat Herr Remak a. a. 0. dieser Forderung geniigt. 
Seine Betrachtungen haben mich auf die in den folgenden Zeilen dar- 
gestellten sehr einfachen und iibersichtlichen Beweise gefiihrt. 

Die Polynome f,(7) und /,(z) fasse ich in der Form 


(5) F(&) = agf(2) + a,f" (2) + ayf" (a) + +++ + ay ,f?”(2) 
zusammen, wobei d,, @,, 4, -°~°~* Zahlenkoeffizienten bezeichnen. Die 
Annahme 

(6) a,= 1 (i=0, 1, 2,---) 


fiihrt auf die Funktion f,(7), die Annahme 
” 1 


(7) es 
(34)! 


auf die Funktion f,(”), wobei hinzuzufiigen ist, dab fiir c der Wert 


(4)! 


(i=0,1,2,--») 


Null einzutreten hat, wenn ~ i keine ganze Zahl ist. 


Mit Herrn Remak bemerke ich zunichst, daB es geniigt, den Fall zu 
betrachten, wo 
(8) f(x) = *(2), 
d. h. f(z) das Quadrat eines reellen Polynoms g(x) ist. In der Tat laBt 
sich ein Polynom f(x), welches fiir jeden reellen Wert von x positiv oder 
Null ist, stets als Summe von Quadraten reeller Polynome darstellen, wie 
das aus der Zerlegung von f(x) in reelle Faktoren ersten und zweiten 
Grades unmittelbar hervorgeht. 

Nun ist die k* Ableitung von p*(x) gleich 


ky p(x) p(x) +k, p’ (x) p®-? (x) +k, p” (x) p®- (x) +--+ + kyp™(x) p(a), 
(p(x) = p(x)), 


unter ky, k,, ky, --- die Binomialkoeffizienten zur Basis k verstanden. Daher 
kommt 


k=2n 0,1,---,n 
F(a) = >a, > k,9(2) 9a) = Dd? a,,.(r +5), 9(@) 9a). 
k=0 r+se=k r,s 


Demnach ist F(x) der Wert, welchen die quadratische Form 


sae hed 


° 0,1 
(9) ® _ > O57 +5), 2,2, 


der Variabeln 2, 2,, %,---, &, fir 


(10) ty= p(t), %=— Q(x), =~ (x), +--+, 2 = O(a) 





t 
r 
2 
1 


; 
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annimmt. Da nun g(x) immer so gewahlt werden kann, daB fiir einen 
besimmten Wert von z, z. B. fiir = 0, die aus (10) berechneten Werte 
LyX, %q,°°*,Z, mit beliebig vorgeschriebenen Werten zusammenfallen, so gilt: 

Soll F(x) fiir jeden Wert von x und jede Wahl des Polynoms (x) 
positiv sein, so ist hierzu erforderlich und hinreichend, dag die Form 
eine positive Form ist. 

Wihrend nun Herr Remak (fiir den Fall, wo die Zahlen ay, a,, a, --- 
durch die Annahme (7) bestimmt sind) durch die Berechnung der Haupt- 
unterdeterminanten der Determinante der Form © den Nachweis erbringt, 
daB ® eine positive Form ist, stelle ich diese Form direkt als Summe 
von Quadraten reeller linearer Formen dar. 


Sind erstens die Zahlen a,, a,, --- simtlich gleich 1, so benutze ich 
die bekannte Gleichung 
(11) (r +5),= 189 + 5, + 98g +++ + r,5,, (r, s=0, 1, 2, ia n), 


wobei jeder Binomialkoeffizient r, (bzw. s,) gleich Null zu setzen ist, wenn 
k>r (bzw. k>s) ist. Dieser Gleichung zufolge wird 


» = D155 %,2, + S1,5,2,2, + sail +S1,8 va 
r,s r,s r,s 


—(Qrox,) + (Sr2,)'+--- + (Sr,2,) 
= (ot 4, +--- +2, + (4, + 24, +---+7,)? + --- +4," 
Sind zweitens die Zahlen a,, a,,--- durch die Gleichungen (7) be- 
stimmt, so gilt die Beziehung 
1 2? 9” 
(12) a,,,(r+s),=a,a,+ T7191 ~ = Q,_ 34, 9+°** + 54, G4 
(r, s=0, 1, 2,--,, n), 
wobei a, gleich Null zu setzen ist, wenn k negativ ist. Unter Benutzung 
von (12) ergibt sich nun sofort 
(0, --,n 2 1,--+,” \3 2,---)n 2 P 
2! 2? n 
o = ( d'a2,) +5 ( Ba...) += ( 2-1) err — % 
Was die Gleichung (12) angeht, so braucht sie nur fiir den Fall bewiesen 
zu werden, wo r+s gerade ist. Denn anderenfalls verschwinden alle 


Glieder dieser Gleichung. Ist aber r +s gerade, so entwickele man die 
beiden Seiten der Identitiit 


r+s 

(a +y) t= (+y?+ 2ay) * 
nach dem binomischen, bzw. polynomischen Lehrsatze und vergleiche die 
Koeffizienten von zy’. Hierdurch kommt 


(r+8),— (F)> na 
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wo die Summe iiber die nicht negativen Zahlen h, i, k, welche den Be- 
dingungen 
2h+k=—r, 2i+k=—s 
geniigen, zu erstrecken ist. Es wird also 
at 1 1 


a, (r+s),= ki /r—k\. 7s—k\’ 
. a i (5 )! ( 5 )! 
“= keine nicht- 
negative ganze Zahl ist, fortzulassen sind. Die letztere Gleichung ist aber 
offenbar mit der Gleichung (12) identisch. 


Sollen irgend 2 Zahlen 


wobei die Glieder der Summe, fiir welche "—* oder 


(13) yy Ty, Bg, ** *, Ag, 

die Eigenschaft besitzen, daB das Polynom (5) immer dann bestiindig 
positiv ist, wenn das Polynom f(x) der Bedingung f(x) >0 geniigt, so 
ist hierfiir nach dem Obigen erforderlich und hinreichend, daB die Form (9) 
eine positive Form ist. Es miissen also (vgl. Remak, |. c.) die Haupt- 
unterdeterminanten 

® A, F 


| My a, 


(14) A=, A= » O,=|a,, 2a,, 3a,|,--- 


i. 2% a, 3a;, 6a,) 
der Determinante der Form ® simtlich positiv sein. Man erkennt hieraus 
leicht, daB die Zahlen a,, a,, a,,--- willkiirlich waihlbar sind, wahrend 
sich fiir die tibrigen Zahlen a,, a,, a,,--- aus den Bedingungen A, > 0, 
A, > 0, 4,> 0, --- sukzessive untere Grenzen ergeben. 

Zahlensysteme, welche die hier betrachtete EKigenschaft besitzen, 
werden tibrigens, wie man leicht erkennt, durch folgenden Ansatz erhalten. 
Man bezeichne mit 

Por Pt» Por ** *> Pan 
irgend 2n + 1 positive GréBen, mit 


Tor 1, °° "> Ton 
irgend 2n + 1 reelle, untereinander verschiedene GréBen und setze dann 
2 1 
(15) a= iF (Por +P 5 chy ‘+ Pann) (k=0, 1, 2,---, 2m). 


Es ist auch nicht schwierig zu beweisen, daB durch diesen Ansatz das 
allgemeinste in Betracht kommende Zahlensystem (13) entsteht. 


Ziirich, 12. Juni 1912. 
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Die Maximalzahl und Anordnung der Ovale bei der ebenen 
Kurve 6. Ordnung und bei der Flache 4. Ordnung. 


Von 


K. Roun in Leipzig. 


Einleitung. 


Die vorliegende Arbeit behandelt zwei miteinander in engem Zu- 
sammenhang stehende gestaltliche Fragen bei den ebenen Kurven 6. Ord- 
nung und den Flachen 4. Ordnung. Eime Fliiche 4. Ordnung mit einem 
Knoten besitzt, wenn sie aus diesem projiziert wird, als scheinbaren Um- 
riB eine Kurve 6. Ordnung mit Beriihrungskegelschnitt. Auch die Pro- 
jektion der Schnittkurve 8. Ordnung, in der die Fliche 4. Ordnung von 
einer ihren Knotenpunkt enthaltenden Fliiche 2. Grades geschnitten wird, 
liefert eine Kurve 6. Ordnung und zwar eine solche mit zwei Doppel- 
punkten. Auf diesen beiden Tatsachen basiert der erwiihnte Zusammen- 
hang. Einzeln habe ich beide Fragen bereits in zwei Noten*) behandelt 
aber in umgekehrter Reihenfolge, wie es hier geschehen soll. NaturgemaB 
wird die Topologie der ebenen Kurve 6, Ordnung die Grundlage zur Be- 
antwortung der zweiten Frage bilden. Die Untersuchung der letzteren 
wird sich daher hier wesentlich anders und kiirzer gestalten wie in der 
genannten Note. Die gestaltlichen Verhiltnisse der Kurven 6. Ordnung 
finden im folgenden eine weitergehende Behandlung als in der friiheren 
Note, auch erfiihrt die dortige Untersuchung an einer Stelle eine wesent- 
liche Erginzung. 

Der erste Abschnitt ist der Frage nach der gegenseitigen Lage der 
Ovale einer ebenen Kurve 6. Ordnung gewidmet, wenn sie die Maximal- 
zahl von elf Ovalen aufweist. In bekannter Weise hat Harnack**) einen 


*) Rohn, Leipzig Ber. Okt. 1911, ,,Die Maximalzahl von Ovalen bei einer 
Fliche 4. Ordnung“. Ferner: Dez. 1911, ,,Die ebene Kurve 6. Ordnung mit elf Ovalen“. 
**) Harnack, Math. Ann. 10, 8. 189, ,,Uber die Vielseitigkeit usw. 
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ProzeB angewendet, um mittels reduzibler Kurven, die sich aus einer Kurve 
(m — 1)** Ordnung und einer Geraden zusammensetzen, zu Kurven n‘** Ord- 


nung vom Geschlecht p= : (n—1)(m—2) mit der Maximalzahl von 


2 
(p+1) Ovalen zu gelangen. Durch diesen ProzeB erhilt man jedoch 
Kurven 6. Ordnung mit elf Ovalen, die stets eine ganz bestimmte Anord- 
nung aufweisen, indem zehn Ovale sich gegenseitig ausschlieBen, wihrend 
eines davon das elfte Oval einschlieBt. Hilbert*) hat dann einen anderen 
ProzeB angegeben; dieser geht von einer Kurve n* 
eine Kurve (n—2)*" Ordnung und einen sie (2n—4)mal schneidenden 
Kegelschnitt zerfillt. Auf diesem Wege gewinnt Hilbert zweierlei Kurven 
6. Ordnung. Die Kurven der einen Art zeigen die vorher erwiihnte An- 
ordnung der Ovale; bei den Kurven der andern Art schlieBen sich eben- 
falls zehn Ovale gegenseitig aus, wihrend das elfte Oval neun von ihnen 
ein-, das zehnte aber ausschlieft. Auch andere Versuche, mittels reduzibler 
Kurven zu Kurven 6. Ordnung mit elf Ovalen zu gelangen, fiihren stets 
za diesen beiden Anordnungen der Ovale. Diese Tatsache veranlaBte 
Hilbert in der genannten Arbeit den Satz auszusprechen, daf Kurven 
6. Ordnung mit elf sich gegenseitig ausschlieBenden Ovalen nicht exi- 
stieren. Aber selbst zugegeben, daB es nicht méglich ist, mittels redu- 
zibler Kurven zu Kurven 6. Ordnung mit einer andern Anordnung der 
Ovale als den beiden genannten zu gelangen, so kann hieraus noch nicht 
geschlossen werden, daB eine andere relative Lage der elf Ovale nicht 
existieren kann. Denn er wiire durchaus denkbar, daB die Mannigfaltig 
keit der Kurven 6. Ordnung mit elf sich gegenseitig ausschliebenden 
Ovalen nirgends an die Mannigfaltigkeit der reduzibeln Kurven 6. Ordnung 
angrenzt. Hilbert hat daher auf die Wichtigkeit der Untersuchung dieser 
topologischen Frage sowie der entsprechenden bei den Flichen 4. Ordnung 
in einem Vortrag**), gehalten auf dem internationalen Mathematikerkongreb 
zu Paris (1900), hingewiesen. Auch sind zwei Dissertationen ***) entstanden, 
die den Zweck haben, zu dem Beweis des erwaihnten Satzes beizutragen. 
Der Beweis ist jedoch bislang nicht erbracht worden, obgleich auch schon 
anderweit Versuche}) dazu gemacht wurden. In dem ersten Abschnitt 
der vorliegenden Arbeit wird nun nachgewiesen, daB es weder Kurven 
6. Ordnung mit elf sich gegenseitig ausschlieBenden Ovalen gibt, noch solche, 
bei denen ein Oval die andern zehn einschlieBt. Dagegen bleibt die Frage 


Ordnung aus, die in 


*) Hilbert, Math. Ann. 38, 8. 115, ,,Uber die reellen Ziige algebraischer Kurven“, 
**) Hilbert, Gétt. Nachr. 1900, S. 253; ,,Vortrag gehalten auf dem internatio- 
nalen MathematikerkongreB zu Paris“. 
***) G. Kahn, Diss. Géttingen 1909, ,,Eine allgemeine Methode usw.“ K. Liben- 
stein, Diss. Gdttingen 1910, ber den Satz, da® eine ebene Kurve 6. Ordnung usw.“ 
+) Wright, Am. Journ. of Math. 1907, ,,The Ovals of etc.‘ 
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unerértert, ob nicht ein Oval der Kurve zwei bis acht Ovale einschlieBen 
kann, wiihrend es die andern ausschlie8t. Noch weitergehende Uberlegungen 
haben mich indes iiberzeugt, daB auch die soeben erwihnte relative Lage 
der Ovale unméglich ist. 

Der zweite Abschnitt beschiftigt sich mit der Anzah] und der An- 
ordnung der Ovale bei einer Fliche 4. Ordnung. Schon eine einfache 
Uberlegung zeigt, daB eine Fliche 4. Ordnung nicht mehr als elf Ovale 
besitzen kann. Fiihrt man namlich durch einen stetigen Ubergang eines 
der Ovale in einen isolierten Knoten iiber und projiziert die Fliche aus 
diesem, so erhilt man als UmriB eine ebene Kurve 6. Ordnung, die ja 
nicht mehr als zehn sich gegenseitig ausschlieBende Ovale aufweisen kann. 
Andererseits kennt man Flichen 4. Ordnung, die aus zehn getrennten 
Ovalen bestehen. Ich erinnere nur an ein zehnteiliges Modell*) einer 
Fliche 4. Ordnung mit zwélf eigentlichen Knotenpunkten, dessen Gleichung 
die Form ABFA — eK? = 0 hat. Hierin sind A=0, B=0,T=0,A=0 
die Seitenflichen eines reguliiren Tetraéders und K = 0 ist die Gleichung 
einer Kugel, deren Mittelpunkt zugleich Mittelpunkt des Tetraéders ist 
und welche seine Kanten in reellen Punktepaaren schneidet. Ersetzt man 
die Null auf der rechten Seite der Flichengleichung durch eine kleine 
Konstante, so gewinnt man eine aus zehn getrennten Ovalen bestehende 
Fliche 4. Ordnung. Hier wird nun gezeigt, daB cine Fliche 4. Ordnung 
hichstens zehn Ovale besitzen kann und dap diese Ovale eine sehr merk- 
wiirdige Lage zueinander einnehmen. Dabei werden zwei verschiedene Fille 
unterschieden, doch kann der eine durch einen stetigen Ubergang in den 
andern tibergefiihrt werden. 

Der dritte Abschnitt bringt einige Beispiele zu den Kurven 6. Ord- 
nung und den Flichen 4. Ordnung; insbesondere wird eine Filiiche 4. Ord- 
nung aufgestellt, die den Ubergang bildet zwischen den beiden vorher unter- 
schiedenen Fiillen. 


I. Abschnitt. 
Die Kurven 6. Ordnung. 


§ 1. 
Die Schar von Kurven 6. Ordnung mit acht gemeinsamen 
Doppelpunkten. 


Das Studium der Kurven 6. Ordnung mit elf Ovalen liBt sich zuriick- 
fihren auf das der rationalen Kurven 6. Ordnung. Um jedoch die Ver- 


*) Math. Modelle, Martin Schilling, Leipzig. Modelle von Flachen 4. Ordnung 
nach Kummer, Serie 9, Nr. 4. 


12* 
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hiltnisse, die sich bei den rationalen Kurven darbieten kénnen, zu itiber- 
sehen, miissen wir vorher eine eingehende Untersuchung der Kurven 
6. Ordnung mit acht gemeinsamen Doppelpunkten D,, D,, ---, D, an- 
stellen. Sie werden uns alsdann mit Hilfe eines gewissen Variations- 
prozesses in den Stand setzen auch die Vorkommnisse bei den rationalen 
Kurven zu beurteilen. 

Wir bezeichnen mit g(ay)= 0 irgend eine Kurve 6. Ordnung mit 
den vorgegebenen acht Doppelpunkten; ferner legen wir durch dieselben 
zwei beliebige aber bestimmt gewiihlte Kurven 3. Ordnung (cy) = 0 
und y(zy)=0. Dann stellt die Gleichung: 

g(ay) + ag*(ry) + 2Be—(ry) x(ry) + y77(xy) = 0 
die dreifach unendliche Schar von Kurven 6. Ordnung mit den acht 
Doppelpunkten D,, D,,---, D, dar. Unter den Kurven der Schar gibt es 


noch einfach unendlich viele mit einem neunten Doppelpunkt. Seine Ko- 
ordinaten miissen der Gleichung: 


9(2y2) Gg(ey2) gs(xyz2) 
A(xryz)=\9,(zyz) (xyz) (xyz)! = 0 
W(2y2) yA(eyz) 45(xyz) 


Geniige leisten. Hierin bedeuten die Indices 1, 2,3 die Ableitungen der 
homogen gemachten Funktionen g(ryz), p(xyz), y(xyz) baw. nach a, y 
und z. Das sagt uns aber, da die neunten Doppelpunkte aller Kurven der 
dreifach unendlichen Schar auf einer Kurve 9. Ordnung A(xyz) = 0 liegen. 
Mit ihren Eigenschaften haben wir uns zuniichst naher zu befassen. 

Die Punkte D,, D,,---, D, sind dreifache Punkte der Kurve 9. Ord- 
nung A(xyz) = 0; davon tiberzeugt man sich leicht, wenn man etwa D, 
zum Punkt z=0, y=0O macht. Durch ihre dreifachen Punkte ist die 
Kurve A= 0 véllig bestimmt, wihrend die allgemeine Kurve 9. Ordnung 
mit acht dreifachen Punkten noch sechs willkiirliche Konstanten enthiilt. 
Die Kurve 4 =0 ist von der speziellen Wahl der Kurven g(xy) = 0, 
g(zy)=0 und x(xy)=O0 unabhiingig, da sie eine Kombinante dieser 
Kurven darstellt. Insbesondere muS die Kurve A=0O auch durch die 
Doppelpunkte aller reduzibeln Kurven 6. Ordnung, die der Schar angehéren, 
hindurchgehen. Unter diesen reduzibeln Kurven befinden sich erstens: 
28 Kurven, die aus einer rationalen Kurve 5. Ordnung und einer Geraden 
bestehen. Diese verbindet zwei Punkte D,, D,; jene geht ebenfalls durch 
D,, D, hindurch und besitzt in den sechs weiteren Punkten selbst Doppel- 
punkte; beide schneiden sich noch in drei Punkten, die auf A = 0 liegen. 
Zweitens gibt es 56 Kurven, die in eine rationale Kurve 4. Ordnung und 
in einen Kegelschnitt zerfallen. Erstere hat drei von den acht vorgegebenen 
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Punkten zu Doppelpunkten und geht durch die iibrigen einfach hindurch; 
durch diese verliuft auch der Kegelschnitt; beide schneiden sich noch in 
drei der Kurve 4 = 0 angehérigen Punkten. Dritiens gibt es 28 Kurven, 
die sich aus zwei Kurven 3. Ordnung zusammensetzen. Die beiden Kurven 
3. Ordnung haben sechs von den acht Punkten D,, D,,---, D, gemein 
und besitzen in je einem der beiden iibrigen Punkte einen Doppelpunkt. 
Thre drei weiteren Schnittpunkte liegen ebenfalls auf der Kurve A = 0. 

AuBer den soeben erwiihnten 112 reduzibeln Kurven 6. Ordnung gibt 
es noch eine Schar von reduzibeln Kurven mit den acht vorgegebenen 
Doppelpunkten, niimlich: 

ap*(xy) + 2Bg (ry) x(zy) + y2*(y) = 0. 

Sie zerfallen alle in zwei Kurven 3. Ordnung und haben auBer D,, D,,---, Dy 
noch einen neunten Schnittpunkt D, gemein. Dieser Punkt D, gehirt der 
Kurve 9. Ordnung & = 0 nicht an, obgleich er Doppelpunkt einer, ja so- 
gar unendlich vieler reduzibeln Kurven der urspriinglichen Schar ist. Die 
Wahrheit dieser Behauptung erhellt aus dem Folgenden. 

Ist h(xy) = 0 irgend eine Kurve der dreifach unendlichen Schar, so 
besteht die Identitiit: 


h(xy) = g(zy) + ap* (ay) + 2By(xy) x(ey) + ve*(xy), 
= g(ay) + x[p(ry) + Ax(zy)|[p(ry) + ux(ey)), 
worin «, 8, y, x, 4, w irgendwelche Konstanten sind. Hieraus schlieBen 
wir, daB zwei beliebige Kurven der Schar h(xy) = 0 und g(ry) = 0 sich 
abgesehen von den Doppelpunkten in vier Punkten schneiden, die paar- 
weise auf den Kurven 3. Ordnung mp +iz7y=0 und » + wz = 0 liegen. 
Von einem solchen Punktepaar ist immer nur ein Punkt beliebig wiihlbar, 
wiihrend der andere dadurch mitbestimmt ist. In der Tat, wenn wir die 
Kurve m + 07 = 0 mit einer Kurve 6. Ordnong aus der Schar schneiden, 
so erhalten wir ein Punktepaar, das zu der doppelt geziihlten Gruppe 
D,, D,, +++, Dg residual ist. Auch der doppelt geziihlte Punkt D, ist zu 
derselben residual, sodaB jenes Punktepaar zu dem doppelt gezihlten 
Punkt D, korresidual ist. Demnach schneidet die Verbindungslinie des 
Punktepaares die Kurve 3. Ordnung noch in einem Punkte S, der auch 
auf ihrer im Punkte D, beriihrenden Tangente liegt. Nun ist aber durch 
die Punkte D,, D,,---, D, der Punkt D, und somit auch der Punkt S 
auf der Kurve »+oz7=0 bestimmt. Sonach ist von dem genannten 
Punktepaar nur ein Punkt beliebig, der andere aber dadurch mitbestimmt. 
Legt man also eine Kurve 6.Ordnung mit den acht Doppelpunkten D, , D,,---,D, 
durch irgend einen Punkt der Ebene, so geht sie immer noch durch einen 
andern festen Punkt, der mit dem ersteren auf einer Kurve 3. Ordnung 
durch die acht Doppelpunkte tiegt. 
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Legt man insbesondere durch einen Punkt P der Kurve A = 0 eine 
Kurve 6. Ordnung der Schar und eine Kurve 3. Ordnung des Biischels 
» + ez7 = 0, so beriihren sich beide Kurven daselbst. Hiervon kénnen wir 
uns leicht tiberzeugen. Sind 2’y’z’ die Koordinaten von P und liegt dieser 
Punkt auf der Kurve h(zyz)=0, so haben wir die Gleichungen h(z’y' 2’) =0 
und A(a’y'z’)=0. Aus der letzteren folgt aber, wenn wir g(xyz) durch 
h(ayz) ersetzen — was bei einer Kombinante gestattet ist — 


ae 


hf(a'y'2’) + op,(a' yz) + ry(2' ye) = 0 (¢=1, 2, 3), 
worin 6 und t Konstanten bedeuten. Demnach stellen 


th, (x'y'2’) + yh, + sh, =0 
und 


alpe'y#) + ue'y2)|+u[%+ 5 ml+e[ost 515] =0 


die niimliche Gerade dar. Diese Gerade ist einerseits die Tangente von 
h(ayz) =0 im Punkte P, andererseits -die lineare Polare des Punktes P 


in bezug auf die Kurve m + ; z= 0, d. h. die Tangente dieser Kurve im 


Punkte P, da ja P auf der Polaren liegt. Nun wird die Kurve h(ayz)=0 
von der Kurve 9.Ordnung A =0 — abgesehen von den Punkten D, , D,, ---, Ds— 
noch in sechs Pankten geschnitten. Wir sehen also: Jede Kurve 6. Ord- 
nung der dreifach unendlichen Schar wird von sechs Kurven 3. Ordnung 
des Biischels p + 07 = 0 beriihrt; die Beriihrungspunkte liegen auf der Kurve 
9. Ordnung & = 0. 

Eine beliebige Kurve 3. Ordnung des Biischels » + o0%=0 wird da- 
gegen von drei Kurven 6. Ordnung der Schar beriihrt. Zum Beweise er- 
innern wir uns daran, daB die Kurve g + ey=—0 von den Kurven der 
Schar in Punktepaaren geschnitten wird, deren Verbindungslinie alle durch 
den nimlichen Punkt S der Kurve 3. Ordnung hindurchgehen. Von S 
aus kann man vier Tangenten an die Kurve 3. Ordnung legen; eine von 
ibnen beriihrt sie, wie wir sahen, im Punkte D,. Die Beriihrungspunkte 
der iibrigen drei Tangenten liegen auf der Kurve A= 0. Da man aus S 
zwei oder vier- reelle Tangenten an die Kurve 3. Ordnung legen kann, je 
nachdem sie einteilig oder zweiteilig ist, so erkennt man, daB jede zwei- 
teilige Kurve des Biischels m + oy =0 die Kurve 9. Ordnung A =O in 
drei reellen Punkten schneidet; dagegen schneidet jede einteilige Kurve 
3. Ordnung die Kurve 4 = 0 nur in einem reellen Punkt. 

Aus diesen Darlegungen schlieBt man noch zweierlei. Da unter den 
27 Schnittpunkten der Kurve p-+ozy=—0 mit der Kurve A=0O die 
Punkte D,, D,, ---, D, dreifach zihlen und zu ihnen auch die Beriihrungs- 
punkte dreier Tangenten aus S gehiéren, so kann der Punkt D, nicht auf 
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4 =0 liegen. Ferner kann keine der Kurven po +ox%=0 und folglich 
auch keine Kurve der Schar g + ag? + 2Bpy%+ y77=0 die Kurve A=0 
berithren, wenn man von einer etwaigen Beriihrung in einem der Punkte 
D,, D,, «++, Ds absieht. Denn eine solche Kurve 3. Ordnung wiirde den 
Ubergang bilden von Kurven, die A = 0 in drei reellen Punkten schneiden, 
zu sclchen mit nur einem reellen Schnittpunkt; ein solcher Ubergang 
kann aber nach dem Obigen nur durch Kurven 3. Ordnung mit einem 
Doppelpunkt geschehen. Noch klarer erkennt man, daB es keine die 
Kurve 4 =0 beriihrende Kurve 3. Ordnung gibt, wenn man bedenkt, 
daB von den Tangenten aus dem der Kurve 3. Ordnung angehérigen 
Punkt S zwei zusammenfallen miiBten. Das ist aber unmdglich, es sei 
denn, die Kurve 3. Ordnung besitzt einen Doppelpunkt. In dem Biischel 
y + 07% = 0 existieren zwilf Kurven mit einem Doppelpunkt; diese Doppel- 
punkte liegen auf der Kurve & = 0, wie ihre Gleichung unmittelbar zeigt. 
Die Kurven mit Doppelpunkt bilden den Ubergang von Kurven, die 
A=0 in drei reellen Punkten schneiden, zu solchen mit nur einem 
reellen Schnittpunkt. 

Unter den Kurven 6. Ordnung der dreifach unendlichen Schar sind 
noch acht Kurven besonders hervorzuheben; es sind diejenigen Kurven, 
die in einem der Punkte D,, D,, ---, D, einen dreifachen Punkt besitzen. 
So bestimmen z. B. der dreifache Punkt D, und die sieben Doppelpunkte 
D,, Ds, +--+, D, eine Kurve 6. Ordnung k(xy) = 0 vollstiindig. Dabei be- 
steht die beachtenswerte Tatsache, dab im Punkte D, die drei Zweige 
der Kurve k(xy) =0 die drei Zweige der Kurve A(zy) = 0 einzeln be- 
riihren. Sehen wir zuniichst zu, wie sich die Tangenten der Kurve A=0 
im Punkte D, ergeben. Auf jeder Kurve m + 97 = 0 liegt ein Punkt S,, 
der von ihrer Tangente im Punkte D, ausgeschnitten wird. Der Ort aller 
dieser Punkte S, ist die Kurve 4. Ordnung durch D,, D,,---, D, mit 
einem dreifachen Punkt in D,; denn sie schneidet in der Tat jede Kurve 
y + 07% = 0 noch in einem Punkt, der zu dem doppelt geziihlten Punkt D, 
residual ist. Ganz ebenso liegt auf jeder Kurve m + oy = 0 ein Punkt S,, 
der von ihrer Tangente im Punkte D, ausgeschnitten wird; der Ort der 
Punkte S, ist die Kurve 4. Ordnung durch D,, D,, D,,---, D, mit dem drei- 
fachen Punkt D,. Beide Kurven 4. Ordnung haben, von den D, abgesehen, 
noch drei Punkte gemein; durch jeden geht eine der drei Tangenten, 
welche die drei Aste der Kurve A=0 im Punkt D, besitzen. Ist niim- 
lich S’ einer der drei genannten Punkte und » + 9’y =0 die durch ihn 
verlaufende Kurve 3. Ordnung, so gehen ihre Tangenten in J), und D, 
durch 8’; sie schneidet also A=O nur noch in zwei Punkten — denn die 
zugehérigen Tangenten der Kurve 3. Ordnung miissen den Punkt S’ ent- 
halten — wiihrend ihr dritter Schnittpunkt mit A =O in den Punkt D, 
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geriickt ist. Daher beriihrt die Kurve pm + o’y = 0 einen Zweig der Kurve 
4 =0 im Punkt D, und D,S’ ist ihre gemeinsame Tangente. Nun ge- 
héren zu den Schnittpunkten der Kurven » + o’'y¥=0 und k(zy)=0 
doppelt geziihlt die Punkte D,, D,,---, D; und zwei weitere Punkte, die 
auf einem Strahl durch S’ liegen. Hiner der letzteren fallt aber mit D, 
zusammen, weil k(zy) = 0 daselbst einen dreifachen Punkt hat; der andere 
liegt auf D,S’ und fallt daher ebenfalls mit D, zusammen. Demgemib 
beriihrt S’D, auch einen Zweig der Kurve k(zy) = 0 im Punkte D,. Die 
dreifach unendliche Schar von Kurven 6. Ordnung enthilt acht Kurven, die 
in einem der Punkte D,, D,,---, D, einen dreifachen Punkt besitzen; ihre 
Tangenten in dem dreifachen Punkt stimmen mit den drei Tangenten von 
4 = 0 daselbst iiberein. 

Die Kurve 9. Ordnung A(xyz) = 0 nimmt noch nach einer anderen 
Richtung unsere Aufmerksamkeit in Anspruch. Infolge ihrer acht drei- 
fachen Punkte besitzt sie das Geschlecht p—4; die zu ihr gehirige 
(p—1)-fach unendliche Schar von adjungierten Kurven (n —3)** Ordnung 
ist gerade die Schar 


O(xyz) = g(xyz) + ag*(xyz) + 2Byp(xyz) x(xyz) + yz*(eyz) = 0, 


von der wir bei unserer Untersuchung ausgegangen sind. In der Theorie 
der Abelschen Funktionen wird bei dem Teilungsproblem gezeigt, daB es 
gerade 2?-' (2”— 1) adjungierte Kurven (n —3)*" Ordnung gibt, die eine 
vorgegebene Kurve n* Ordnung vom Geschlecht p noch (p-- 1) mal be- 
rihren. Demnach muB die Kurve 9. Ordnung A =O von 120 Kurven 
6. Ordnung jener Schar in je drei Punkten beriihrt werden. Indes haben 
wir uns bereits iiberzeugt, dab es zwischen den Kurven der Schar und 
der Kurve 4 = 0 keine eigentliche Beriihrung gibt; nur acht Kurven der 
Schar machen hiervon eine Ausnahme, indem sie in einem der Punkte 
D,, Dy, +--+, D, einen dreifachen Punkt besitzen, dessen Zweige daselbst 
einzeln die drei Zweige von A= 0 beriihren. Die iibrigen 112 dreimal 
beriihrenden Kurven 6. Ordnung sind nichts anderes als die 112 redu- 
zibeln Kurven der Schar, die wir bereits oben kennen gelernt haben. 
Jede dieser reduzibeln Kurven besitzt auber D,, D,,---, D, noch drei 
weitere Doppelpunkte, die auf der Kurve A = 0 liegen und als uneigent- 
liche Beriihrungspunkte anzusehen sind. Denn das Teilungsproblem der 
Abelschen Funktionen sagt nur aus, daB die (2p— 2) Schnittpunkte einer 
vorgegebenen Kurve x‘*' Ordnung mit einer adjungierten Kurve (n— 3)" 
Ordnung paarweise sich vereinigen kénnen und daB eine solche paarweise 
Vereinigung im ganzen 2?~-'(2?—1)mal eintritt entsprechend gewissen 
Systemen halber Periodizitiitsmoduln. Es sagt jedoch gar nichts iiber die 
Beschaffenheit dieser adjungierten Kurven aus und ob die paarweise Ver- 
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einigung infolge einer Beriihrung oder infolge eines sich bildenden Doppel- 
punktes eintritt. 

Im allgemeinen werden von den (2p— 2) Schnittpunkten einer vor- 
gegebenen Kurve n* Ordnung mit einer adjungierten Kurve ( —3)*" Ord- 
nung durch die Wahl von (p—1) unter ihnen die iibrigen (p—1) mit- 
bestimmt. Doch gibt es auch Gruppen von (py—1) Punkten — und zwar 
sind (p—3) davon beliebig — durch die noch einfach unendlich viele 
adjungierte Kurven (n—3)** Ordnung hindurchgehen. Von den sechs 
Schnittpunkten der Kurve A=0O mit einer adjungierten Kurve © = 0 
kénnen also drei beliebig angenommen werden, dadurch bestimmen sich 
die andern drei. Nur wenn das erste Tripel auf einer Kurve 3. Ordnung 
durch die Doppelpunkte von A liegt, wird das zweite Tripel unbestimmt, 
indem es von einer beliebigen Kurve 3. Ordnung durch die Doppelpunkte 
von A ausgeschnitten werden kann. 

Sind 6 =0, &’=0, ®”=0 irgend drei linear unabhiingige Kurven 
der Schar g + ag*+ 26qz7 + yz?=0, die einen beliebigen fest gewiihlten 
Punkt P, der Kurve A=0 enthalten, und unterwirft man die Kurve 
4 =0 der eindeutigen Transformation: 


—E=O(ryz), »=O'(ryz), £= 0" (yz), 


so geht sie in eine Kurve 5. Ordnung A(—f) = 0 mit zwei Doppelpunkten 
iiber; man nennt sie die Normalkurve fiir das Geschlecht p= 4. Unter 
den Kurven x + 10'+ uw” = 0 befinden sich auch unendlich viele, die 
in eine feste Kurve 3. Ordnung durch P, und eine bewegliche Kurve 
3. Ordnung zerfallen; sie schneiden die Kurve A= in Gruppen von 
zwei festen und drei beweglichen Punkten. Ihnen entsprechen in der 
Ebene der Kurve A(&nf) = 0 gerade Linien, die diese Kurve in zwei 
festen und drei beweglichen Punkten schneiden; es sind das demnach die 
Geraden durch einen der beiden Doppelpunkte von A=0. Auf dieser 
Kurve 5. Ordnung schneiden die Kegelschnitte durch ihre beiden Doppel- 
punkte die Spezialgruppen von 2p — 2=6 Punkten aus; die entsprechenden 
Spezialgruppen auf der Kurve A = 0 liegen auf den Kurven 


g + ag? + 2Bpy + 77°=0. 
Dieser Schar gehéren auch die doppelt gezihlten Kurven 3. Ordnung 
y + ex = an; sie liefern auf der Kurve A = 0 drei doppelt zu ziihlende 
Punkte. Die drei entsprechenden Punkte auf der Kurve 5. Ordnung A =0 
liegen, wie schon gezeigt wurde, einerseits auf einem Strahl durch einen 
ihrer beiden Doppelpunkte, andererseits miissen sie die Beriihrungspunkte 
eines die beiden Doppelpunkte enthaltenden Kegelschnittes sein. Daraus 
folgt, daB der Kegelschnitt in eine doppelt geziihlte Gerade ausartet und 
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daB die beiden Doppelpunkte von A—0 zusammenfallen. Die Kurve 
9. Ordnung A =0 geht durch eine eindeutige Transformation in eine Normal- 


kurve 5. Ordnung A =0 mit Selbstberiihrungspunkt B iiber. Den Punkt- 
tripeln auf A = 0, die durch die Kurven 3. Ordnung yo + ex =0 ausge- 
schnitten werden, entsprechen auf & =0 die Punkttripel, die auf Strahlen 
durch den Selbstberiihrungspunkt B liegen. Insbesondere kann man von B 
aus zwolf Tangenten an die Kurve A =O legen; ihnen entsprechen in 
dem Biischel m + gy = 0 die zwélf Kurven mit Doppelpunkt. Ferner gibt 
es 120 Kegelschnitte, welche die Kurve A = im Selbstberiihrungspunkt B 
und in drei weiteren Punkten beriihren. Einem solchen Tripel von Be- 
rihrungspunkten entspricht auf der Kurve A entweder einer der acht 
dreifachen Punkte oder ein Tripel, das die drei weiteren Doppelpunkte 
von einer der 112 reduzibeln Kurven 6. Ordnung bildet. 

Die Kurve 9. Ordnung A = O kann auch durch eine eindeutige Trans- 
formation in eine Kurve 6. Ordnung A*=0 mit sechs Doppelpunkten 
verwandelt werden. Wir wollen uns kurz tiber die Verhiiltnisse orien- 
tieren, die sich hierbei darbieten. Zur Transformation benutzt man eine 
zweifach unendliche Schar von adjungierten Kurven 7. Ordnung mit neun 
festen Punkten auf A= 0. Natiirlich gibt es auch hier 120 adjungierte 
Kurven 3. Ordnung, welche die Kurve A*=0 noch dreimal beriihren. 
Daneben existiert noch eine einfach unendliche Schar von dreimal be- 
riihrenden adjungierten Kurven 3. Ordnung, die selbstverstindlich nicht 
linear ist. Die drei Beriihrungspunkte einer solchen Kurve liegen auf 
einem Biischel von adjungierten Kurven 3. Ordnung, deren jede noch ein 
zweites Tripel von Punkten ausschneidet; in diesen wird die Kurve A* =0 
von einer anderen adjungierten Kurve 3. Ordnung beriihrt. Daher labt 
sich A* in der Form darstellen: 


A* = 8, (xy) 8, (xy) — 8,?(r4y) = 0, 


wo #, = 0, #, = 0, #, = 0 drei Kurven 3. Ordnung mit sechs gemeinsamen 
Punkten sind, 

Auch bei der Kurve 9. Ordnung kénnen wir die doppelt gezihlten 
Kurven » + 07 = 0 als eine Schar von adjungierten Kurven 6. Ordnung 
ansehen, die in je drei Punkten uneigentlich beriihren. Es besteht aber 
ein wesentlicher Unterschied zwischen dem Tripel der Beriihrungspunkte 
einer solchen uneigentlichen Beriihrungskurve und dem Tripel jener friiher 
erwihnten 120 festen Beriihrungskurven. Ein Tripel der letzteren Art 
liegt nur auf einer einzigen adjungierten Kurve 6. Ordnung, durch ein 
Tripel der anderen Art geht aber ein ganzer Biischel. 

Wir beschlieBen diese Untersuchung mit der Erérterung einer Frage, 
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die fiir das zu behandelnde Problem von der gréBten Wichtigkeit ist. Es 
soll niimlich die Gesamtheit aller Kurven 6. Ordnung in Betracht gezogen 
werden, die neben den Doppelpunkten D,, D,, ---, D, noch zwei weitere 
unbestimmte Doppelpunkte D, und D,, aufweisen. Diese Kurven schneiden 
die Kurve 9. Ordnung A = 0 in Spezialgruppen, die aus zwei doppelt ge- 
zihiten Punkten D, und D,, und zwei einfachen Punkten E und F' be- 
stehen. Umgekehrt bestimmt jede derartige Spezialgruppe auf A = 0 eine 
adjungierte Kurve 6. Ordnung, die in D, und D,, je einen Doppelpunkt 
besitzt und auBerdem durch F und F' hindurchgeht. 

Wihlt man den Punkt D, auf A =0 beliebig, so existiert noch ein 
Biischel von Kurven 6. Ordnung mit den neun Doppelpunkten D,, D,,---, Dy, 
dessen Gleichung: g(xzy) + xp*(xy) =0 ist; dabei bedeutet g(xy) = 0 
irgend eine Kurve 6. Ordnung mit den vorgegebenen Doppelpunkten und 
(xy) = 0 die sie enthaltende Kurve 3. Ordnung. Jede Kurve des Biischels 
schneidet die Kurve 9. Ordnung noch in vier weiteren Punkten. Ins- 
besondere wird es, sobald D, gewiihlt ist, zw6lf Quadrupel geben, die je 
einen doppelt geziihlten Punkt enthalten. Dementsprechend enthilt der 
Biischel g + xm?=0 noch zwélf Kurven mit einem zehnten Doppelpunkt; 
seine Koordinaten erfordern das Verschwinden der Determinanten der Matrix: 


9 G2 YI 
PP, Po Ps 


= 0. 


Hierdurch werden gerade zw6lf Punkte bestimmt. Greifen wir von diesen 
Punkten einen heraus und bezeichnen ihn mit D,,, so haben wir in 
D,, Dy, +++, Dy, Dy die zehn Doppelpunkte einer Kurve 6. Ordnung; es 
sei dies die Kurve h(xy) =0, sie schneidet die Kurve 9. Ordnung noch 
in zwei weiteren Punkten FE und F. 

Die béstimmt gewiihlte Kurve h(zy) = 0 mit den zehn Doppelpunkten 
D,, Dy, +--+, Dy nehmen wir jetzt als Ausgangskurve. Die acht Doppel- 
punkte D,, D,,---, Ds halten wir fest und lassen den Doppelpunkt D, 
sich stetig auf der Kurve A = 0 fortbewegen. Dann wird auch der Doppel- 
punkt D,, auf der Kurve A =O stetig weiterriicken und ebenso die 
Punkte EK und F. Dabei bilden die sechs Punkte 2D,, 2D,,, E, F be- 
stiindig eine Spezialgruppe auf A = 0; es geniigt daher die stetige Ande- 
rung dieser Spezialgruppe ins Auge zu fassen, sie gibt uns unmittelbaren 
Aufschlu8 tiber die stetige Anderung der Kurve 6. Ordnung h(zy) = 0. 

Es macht nun nicht die geringste Schwierigkeit die Variation der 
Spezialgruppe auf der Kurve A =0 zu verfolgen, gleichwohl wollen wir 
an ihrer statt die entsprechende Spezialgruppe auf der Kurve 5. Ordnung 


A(én~) =0 betrachten, die wir aus der Kurve 9. Ordnung durch ein- 
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deutige Transformation abgeleitet haben. Wir tun dieses, weil bei der 
Kurve A=0 die Vorgiinge sich viel iibersichtlicher priisentieren. Auf 
ibr werden die Spezialgruppen durch adjungierte Kegelschnitte ausge- 
schnitten, die also durch ihren Selbstberiihrungspunkt B gehen und da- 
selbst die zugehérige Tangente beriihren. Bezeichnen wir die entsprechen- 
den Punkte von A und A mit den gleichen Buchstaben, so bertihrt ein 
adjungierter Kegelschnitt die Kurve A in D, und D,, und schneidet sie 
in FE und F. 

Eine setige Anderung von D, zieht auch eine stetige Anderung von 
D,, nach sich sowie eine stetige Anderung des zweimal beriihrenden 
Kegelschnittes. Wohl gibt es immer zwélf adjungierte Kegelschnitte, 
welche die Kurve 5. Ordnung abgesehen vom Punkte D, nochmals be- 
riihren, doch sind die letzteren Beriihrungspunkte im allgemeinen alle 
zwolf voneinander verschieden. So lange dieses der Fall ist, bestimmt die 
stetige Bewegung von J), auch eindeutig die stetige Bewegung von D,,. 
Es fragt sich jedoch, ob nicht die Gleichung 12. Grades, von der die 
genannten zwOlf Kegelschnitte abhingen, eine Doppelwurzel besitzen kann. 
Diese Frage ist zu verneinen, soweit es sich um wirkliche Kegelschnitte 
handelt. Denn im Falle einer Doppelwurzel giibe es zwei Kegelschnitte 
mit den gemeinsamen Beriihrungspunkten B und D,; sie miiBten die Kurve 
5. Ordnung auBerdem noch in je einem der benachbarten Punkte D,, resp. 
D’, beriihren. Das wiirde aber noch einen weiteren Schnittpunkt bedingen, 
was unméglich ist. So lange also in den Punkten D, und D,, ein wirk- 
licher Kegelschnitt beriihrt, ist die Variation dieser Punkte und des Kegel- 
schnittes eindeutig fixiert. Wihrend dieser Variation kann es gelegentlich 
vorkommen, da8 sich der Punkt & (oder F’) mit einem der Punkte D, 
oder D,, vereinigt, wodurch dieser Punkt zum Oskulationspunkt wird; bei 
weiter fortschreitender Variation werden sich die beiden Punkte wieder 
trennen. Ferner kénnen FE und F zusammenriicken, dann beriihrt der zu- 
gehérige adjungierte Kegelschnitt die Kurve 5. Ordnung dreimal. Weiter 
kénnen sich D, und D,, vereinigen, sodaB ein Hyperoskulationspunkt 
entsteht; bei. fortgesetzter Variation werden hier die Beriihrungspunkte 
D, und D,, konjugiert imaginir. Endlich kann der Fall eintreten, daB der 
adjungierte Kegelschnitt in ein Tangentenpaar aus B oder in eine doppelt 
geziihlte Gerade durch den Selbstberiihrungspunkt B der Kurve 5. Ordnung 
ausartet. Fiir eine beliebige Lage der Geraden ist das letztere freilich 
unmédglich, wohl aber wenn die Gerade mit einer der zwélf Tangenten 
aus B an die Kurve 5. Ordnung zusammenfillt. In diesem Grenzfall 
nihern sich, wie die Anschauung unmittelbar erkennen liBt, die Punkte 
E und F dem Punkt D,, (oder D,) von entgegengesetzten Seiten, bis sie 
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mit ihm koinzidieren und so den Beriihrungspunkt der Tangente bilden, 
die doppelt gezihlt den ausgearteten Kegelschnitt darstellt. 

Hier ist noch auf einen wichtigen Umstand hinzuweisen. Lift man 
D, immer in dem gleichen Sinn auf der Kurve A =0 fortwandern, so 
behalten auch die Punkte D,,, E und F, so lange sie getrennt bleiben, 
ihre Bewegungsrichtung auf A bestiindig bei. DaB es bei D,) keinen 
Stillstand und Umkehrung der Fortschreitungsrichtung geben kann, geht 
ja aus der Tatsache hervor, daf die vorher erwihnte Gleichung 12. Grades 
keine Doppelwurzel besitzt. Ebensowenig kann FE (oder J’) den Sinn 
seiner Bewegung umkehren; denn dazu wiiren zwei benachbarte Kegel- 
schnitte erforderlich mit einem gemeinsamen Beriihrungspunkt B, dem 
Schnittpunkt EL und zwei weiteren Schnittpunkten in D, und D,,. Be- 
gegnen sich jedoch die Punkte D, und EF, so kehren die Punkte D,, und 
F ihre Bewegungsrichtung um, wie spiiter noch eingehend begriindet wird. 

Wie gestalten sich nun die Dinge bei der Kurve 6. Ordnung h(xy) =0 
mit acht festen und zwei beweglichen Doppelpunkten. Bei der Variation 
bewegen sich D, und D,, auf der Kurve 9. Ordnung A = 0, welche die 
Kurve h =0 auBerdem noch in den Punkten FE und F' schneidet. Ver- 
einigt sich E mit D,, so wird dieser Punkt zur Spitze, deren Tangente 
die Kurve A = 0 beriihrt; wihrend / den Doppelpunkt D, passiert, aindert 
dieser seinen Charakter, indem er von einem eigentlichen Doppelpunkt in 
einen isolierten iibergeht oder umgekehrt. Riicken D, und D,, zusammen, 
so entsteht ein Selbstberiihrungspunkt der Kurve 4 = 0; in ihm sind die 
beiden Zweige reell oder imaginiir, je nachdem sich zwei eigentliche oder 
zwei isvlierte Doppelpunkte vereinigt haben. Bei fortschreitender Variation 
werden die Doppelpunkte konjugiert imaginiir. Fallen E und F’ zusam- 
men, so erhilt die Kurve h = 0 einen elften Doppelpunkt und wird daher 
reduzibel. Hiervon macht nur der Fall eine Ausnahme, dafB D, und D,, 
gleichzeitig aber in verschiedener Richtung (natiirlich immer auf der 
Kurve A = 0) in einen der festen Doppelpunkte hineinriicken; dann wird 
dieser zum dreifachen Punkt von h=0O und F und F' vereinigen sich 
ebenfalls mit ihm (auf dem dritten Zweig von A sich bewegend). Ferner 
kann h(xy) = 0 in zwei Kurven 3. Ordnung zerfallen, die in D, resp. D,, 
einen Doppelpunkt besitzen. Zuletzt ist noch zu erwihnen, daf die Kurve 
h(xy) = 0 bei der Variation in eine doppelt gezdhlte Kurve 3. Ordnung, aber 
nur in eine solche mit Doppelpunkt tibergehen kann. 

Diese Tatsache kénnen wir aus den vorher geschilderten Verhilt- 
nissen bei der Kurve 5. Ordnung, die wir durch eindeutige Transformation 
aus der Kurve A=0 abgeleitet haben, erschlieben. Indessen wird es 
nicht iiberfliissig sein einen direkten Beweis dafiir zu erbringen. Es ent- 
steht also die Frage, wie weit ist der Punkt D, auf der Kurve A= 0 zu 
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verschieben, damit der zehnte Doppelpunkt von h(zy) = 0 auf die durch 
die neun Punkte D,, D,,---, D, bestimmte Kurve 3. Ordnung g(zy)=0 
riickt, damit also h(xy)=q*(xy)=0 wird. Nehmen wir an, dab die 
erstrebte Grenzlage von D, noch nicht vollig erreicht ist, daB ihr aber 
D,, bereits beliebig nahe kommt. Dann ist auch der Punkt Dj, der Kurve 
(xy) = 0 beliebig nahe geriickt, d. h. D,, liegt einem der beiden noch 
librigen Schnittpunkte von m und A — wir nennen ihn Q — beliebig 
nahe. Durch die acht Doppelpunkte D,, D,,---, D, war die Kurve 
9. Ordnung A = 0 villig bestimmt. In gleicher Weise bestimmen je acht 
von den Doppelpunkten D,, D,,-.-, D, eine Kurve 9. Ordnung; wir be- 
zeichnen sie entsprechend mit A, = 0, A,=0,---, A,=0. Alle diese 
Kurven gehen durch D),, und schneiden die Kurve g(zy) = 0 in je einem 
zu dem Punkt Q@ benachbarten Punkt; diese Punkte seien Y,, Q., ---, Qs. 
DaB die Punkte Q, in der Tat beliebig nahe bei Q liegen wird durch den 
Umstand gewiihrleistet, daB alle Kurven A, die Kurve g immer schneiden 
und niemals beriihren. Die Tangenten der Kurve m m den Punkten 
Q, %,, Qe,--*, Qs mégen aus ihr noch die Punktreihe S, S,, S,,---, 8, 
ausschneiden, deren Punkte beliebig nahe bei S liegen. Jetzt erinnern wir 
uns, daB durch S auch die Tangente von m im Punkte D, ging, wobei 
D, als Restpunkt der Gruppe D,, D,,---, D, definiert war. Definiert man 
ebenso D,, als Restpunkt der von D, befreiten Gruppe D,, D,,---, Dy, 
so geht die Tangente von » im Punkte D,, durch S;. Nun sind aber 
Dy, Do, «++; Dog Punkte von p mit endlicher gegenseitiger Entfernung; 
daher kénnen auch die von den zugehérigen Tangenten ausgeschnittenen 
Punkte S, S,,---, S, nicht alle zueinander benachbart sein, denn durch 
einen Punkt der Kurve m gehen nur vier ihrer Tangenten. Aus der Lage 
der Punkte Q, in der unmittelbaren Umgebung des Punktes Q hatten wir 
den SchluB gezogen, daB auch die Punkte S; in der Nachbarschaft von S 
liegen. Dieser SchluB trifft nur dann nicht mehr zu, wenn die Kriimmung 
der Kurve m im Punkte Q iiber alle Grenzen wichst, so dab der Quotient 
von Bogenelement durch Kontingenzwinkel kleiner wird als eine beliebig 
kleine GréBe. In diesem Fall gehéren zu benachbarten Punkten Q, nicht 
mehr benachbarte Punkte S,, da der Quotient: QQ,: SS, in der Grenze 
ebenfalls beliebig klein wird. Hiernach muf die Kriimmung der Kurve » 
im Punkte Q bei Anniherung an die Grenzlage tiber jeden endlichen Be- 
trag hinaus wachsen, woraus wir erkennen, daB Q in der Grenzlage zum 
Doppelpunkt der Kurve » wird. 
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§ 2. 
VariationsprozeB. Kurven 6. Ordnung mit acht festen und zwei 
beweglichen Doppelpunkten. 


Die acht festen Doppelpunkte D,, D,,---, D, bestimmen, wie wir 
sahen, eine Kurve 9. Ordnung A= 0, auf der die beiden beweglichen 
Doppelpunkte D, und D,, bestiindig bleiben miissen. Einer stetigen Ande- 
rung von D, entspricht dabei auch immer eine stetige Anderung von D,,. 
Diese Tatsache erleidet nach den vorausgeschickten -Darlegungen auch 
keine Ausnahme, wenn D, (oder D,,) aus einem eigentlichen Doppelpunkt 
durch eine Spitze hindurch in einen isolierten Doppelpunkt iibergeht oder 
umgekehrt. Und ebensowenig ist dieses der Fall, wenn D, und D,,. koin- 
zidieren, um dann imaginiir zu werden, oder wenn sich ein elfter Doppel- 
punkt einstellt und dadurch die Kurve 6. Ordnung reduzibel wird. Es tritt 
aber auch keine Ausnahme ein, wenn JD, bei einer Variation einen der 
festen Doppelpunkte passiert, einerlei ob dabei zugleich D,, durch den- 
selben Doppelpunkt hindurchgeht und so ein dreifacher Punkt entsteht, oder 
nicht. Um das zu erkennen braucht man sich nur an die Kurve 5, Ord- 
nung 4 = 0 und die Schar der zweimal beriihrenden adjungierten Kegel- 
schnitte zu erinnern. Einem dreifachen Punkte von A entsprechen auf A 
die drei Beriihrungspunkte eines bestimmten adjungierten Kegelschnittes. 

Kinzig und allein wenn D, eine der Grenzlagen einnimmt, bei der 
die Kurve 6. Ordnung in eine doppelt gezihlte Kurve 3. Ordnung mit 
Doppelpunkt iibergeht, wiirde bei der Fortsetzung der Variation die Lage 
des Punktes D,, nicht mehr eindeutig bestimmt sein. Wir werden jedoch 
bei der vorzunehmenden Variation niemals iiber diese Grenzlage hinaus- 
gehen. Sie durch stetige Variation zu erreichen dem steht nichts im 
Wege, und es mag die dabei auftretende doppelt gezihlte Kurve 3. Ord- 
nung mit Doppelpunkt als Grenzkurve bezeichnet werden. Unser Bestreben 
soll nun darauf gerichtet sein, die Kurve 6. Ordnung h(ay) = 0 mit zehn 
Doppelpunkten durch VariationsprozeB in eine reduzible Kurve oder eine 
Grenzkurve zu verwandeln. 

Um unnitige Komplikationen bei der Variation zu vermeiden, machen 
wir fiir die acht festen Doppelpunkte die folgenden Voraussetzungen. 
Erstens soll der neunte Schnittpunkt D, des Biischels von Kurven 3. Ord- 
nung, das durch die acht festen Punkte bestimmt wird, mit keinem der 
festen Punkte zusammenfallen. Zweitens sollen die drei Aste der Kurve 
9. Ordnung in jedem der acht festen Doppelpunkte drei voneinander ver- 
schiedene Tangenten aufweisen. Beide Voraussetzungen sind gewiB zu- 
lissig, da das Nichterfiilltsein einer jeden eine spezielle Lage der acht 
Punkte bedingt. Sollte aber eine solche Lage zufillig vorhanden sein, so 














192 K. Rony. 


kann sie durch eine Variation der acht Punkte beseitigt werden, ohne daB 
hierbei die zehn Doppelpunkte der Kurve 6. Ordnung h(xy) = 0 ihren 
Charakter als eigentliche oder isolierte Doppelpunkte fndern. 

Vollziehen wir jetzt den Ubergang von der Kurve h(xy) = 0 mit 
den Doppelpunkten D,, D,,---, D,) zu einer benachbarten Kurve h’(xy)=0 
mit den Doppelpunkten D,, D,, ---, D,, D,’, Dj,. Nun wissen wir von 
friiher, daB eine Kurve des Biischels h + gh’ = 0 in zwei Kurven 3. Ord- © 
nung zerfillt; es besteht also eine Identitiit: 


h' (ay) = h(xy) + ep(xy) z(xy). 
Hierbei sind g(xy)=0 und z(xy)=0 zwei Kurven 3. Ordnung durch 
die acht Punkte D,, D,,---,D,, und zwar muB g(zy)=0 die benach- 
barten Punkte D, und D,’ und ebenso y(xy) = 0 die benachbarten Punkte 
Do und Dip trennen. Leuchtet das auch unmittelbar ein, so soll der Vor- 
gang der Variation doch etwas genauer verfolgt werden. 

Ks seien ~(2y)=0 und @(ry)=0 die durch die Punkte D, resp. 
D,. verlaufenden Kurven des Biischels » + oz = 0, dann kann man der 
vorstehenden Identitiit die Form geben: 

h'(ay) = h(xy) — e[v(xy) —eko(ary)) [o(ry) — elv(zy)]; 

hierin sind & und / irgend welche Konstanten und ¢ eine beliebig kleine 
positive oder negative GréBe. Das Vorzeichen von h(xy) mag so bestimmt 
sein, dab h(xy) im Punkt D,’ einen positiven Wert annimmt. Nun wird 
das Produkt ~(xy)- (xy) fiir einen Teil der Ebene einen positiven fiir 
den anderen einen negativen Wert besitzen; jenen Teil der Ebene wollen 
wir zusammenfassend kurz als das positive, diesen als das negative Gebiet 
der Ebene bezeichnen. Natiirlich wird jedes der beiden Gebiete aus Teil- 
gebieten bestehen. Man gelangt von einem Punkt des positiven Gebietes 
ins negative Gebiet, wenn man das Kurvenpaar w(xy)- @(xy) =0 eine 
ungerade Anzahl mal iiberschreitet. 

Sind a,, y, die Koordinaten von D,, ferner x, + ep, y, +eq die 
Koordinaten von D,’, so verschwindet h'(xy) mit seinen Ableitungen fiir 
die letzteren und man hat die Relationen: 


: (p*h,, +2 pqhy.+q7hg.) — @(pv,+qv,) + ko? = 0, 


Phy, + hy — OY, = 9, phy + qhy — oy, = 0, 


worin h, y,@ und ihre Ableitungen mit den Koordinaten z,, y, geschrieben 
sind. Daraus folgt: 
¥, hy, — Uh, 


ye hy hee — hi? und 2-2 


— Phy, + Vyhys 


hh, —hi, ’ 


2k — , *hyy — 2, Why, + Hy", oe +9, | 


hy hy, — hi, o 
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GemaB der obigen Festsetzung ist: p*h,, + 2pqhiy + q*ho positiv, folg- 
lich sind auch @(py,+qy,) sowie k positiv. Nun ist e@(py,+qy,) der 
Wert von o(xy)- (xy) im Punkt D,’; derselbe liegt also im positiven 
oder negativen Gebiet der Ebene, je nachdem « positiv oder negativ ist. 


eq 
2 ’ 


‘ d. h. durch den Mittelpunkt von D, D,’, denn die linke Seite der Kurve 
wird fiir diesen Punkt > (py, +q¥,) —eko =0. Je nach dem positiven 


Die Kurve y(xy) — ek@(xy) = 0 geht durch den Punkt x, + -, Yo + 


oder negativen Wert von « liegt daher auch diese Kurve im positiven 
oder negativen Gebiet. Diese Resultate gelten einerlei, ob D, ein eigent- 
licher oder isolierter Doppelpunkt ist. Hat h(zy) auch im Punkte Dio 
einen positiven Wert, so gelten die analogen Resultate; ist jedoch h(ay) 
in diesem Punkt negativ, so sind (py, +qw,) und / negativ und Diy 
liegt mit der Kurve (ry) — ely(xzy) = 0 im negativen oder positiven 
Gebiet fiir einen positiven oder negativen Wert von «. 

Wird der Doppelpunkt D, zur Spitze, so ist die obige Darstellung 
unbrauchbar, da alsdann h,,/..—h?, = 0 wird, und wir miissen sie ersetzen 
durch 

h'(xy) = h(ay) — &[¥(xy) — eko(ay)] [o(xy) — *ly(xy)). 
Der zur Spitze D, benachbarte Doppelpunkt D,’ hat hier die Koordinaten: 
Ly + ep + e*p, Yy + éq + 7, 
(die Glieder mit «* hatten wir vorher weggelassen, da sie auf die abge- 


leiteten Relationen keinen HinfluB iibten). DemgemiB liefert der Doppel- 
punkt D,’ von h'(xy) =0 die Beziehungen: 

hyp? + 2hypq +hyg=9, hypth »q=9, hyp t+heq = 9, 
also: 


PP pg: G =heg: — hag t hy. 
Ferner: 


: (Ay P® + Bhyyop*q + Bhysopq* + hig”) 
+ (yp P+ hygpT + yg D4 + lug QT) — O(p¥,+.4%) + ko® = 0, 


; (Ay D* + 2hy yop + yoo?) + yy D + hye — oY, = 9, 
: (hyreP? + 2hysoPq + hryee 9”) + hysD + hag] — oY, = O, 
also mit Riicksicht auf die vorausgehende Proportion: 


2 1 ¢ 2 P 
k=. (pt +92) = 553 (hyP* + Bhyyep"q + Bhyag9q° + hg209")- 


Da p:q¢ = hy: — hyg = — hyg : hy, ist, erbiilt man hieraus zwei entgegen- 
gesetzt gleiche Werte von p, sowie von k. Das Vorzeichen von h(xy) ist 
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natiirlich so zu wihlen, daB p reell wird. Den beiden Wertepaaren p, q 
entsprechend erhilt man zwei zur Spitze benachbarte Doppelpunkte D,’ 
und D,”, sie liegen auf der Spitzentangente aber zu verschiedenen Seiten 
der Spitze. Demnach ist h(zy) in einem derselben, etwa in D,’, positiv. 
Setzen wir « als positiv voraus, was erlaubt 
,; ist, da wir ja fir p und q noch ein doppeltes 
' Vorzeichen erhalten, so wird — da 
(iy P +hyq) = 0 und (hyp + heq) = 0 
ist — der Ausdruck 
ey P+ Shy 2 P?q +32 oop? + hioe2g") 
und damit auch *& positiv und ebenso 
o(py, + 7s), 
d. h. D,’ liegt im positiven Gebiet und zugleich 
mit D,’ auch die Kurve (xy) — eka(zy) =0, 
und zwar geht sie durch den Punkt 





9° 


- EP, Wy + ; éq- 





ty + 


Fig. 1. 


Fir PD,” nehmen jedoch p und q die ent- 
gegengesetzten Werte wie fiir D,’ an, soda® h(xy) und & fir D,” negativ 
werden; d.h. D,” und die Kurve (zy) — cka@(ay) =0 liegen jetzt im 
negativen Gebiet. Die zur Kurve mit Spitze benachbarten Kurven*) be- 
sitzen daher die in Figur 1 dargestellte Lage (die Hilfskurve 3. Ordnung 
ist in der Figur gestrichelt). 

Die zum Doppelpunkt D,, benachbarten Doppelpunkte Dip resp. Dio 
haben die Koordinaten 2,5 + «*p’, y¥,9 + ¢°q', fiir welche die Beziehungen 
gelten: 

: (phy +2p'¢ Iys + 2h) — ¥(p' @,+4' @,) + la*® = 0, 
Ply + Phy —va,=0, phy + qlee — va, = 9, 


F @, hy. —— @h,, , —o,h,, + oh, 
pP == vw — — ". q = w my wad 
hy, hye — Aijiy hy hgy — hi, 
2]. @,*h,, —20,@,h,,+ 07h, po,+qo, 
"ee hy, hy, — hi} = w , 


wobei h, ~,@ und ihre: Ableitungen in den Koordinaten des Punktes 
Zio) Yo geschrieben sind. Ist nun h(zy) in Diy und folglich auch in Dio 
positiv, so ist (p’o,-+4q'@,) und daher auch 1 positiv, d. h. Dio und Diy 
fallen zusammen und liegen im positiven Gebiet; in diesem befindet sich 


*) Die Kurve h’(ay)—0 wird von der Geraden « = x, + ep, y= y, + eg erstens 
im Doppelpunkt 2+ ep, y,-+ <q zum andern im Punkt 2,—2ep, y—2eq ge- 
schnitten. 
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auch die Kurve w(ry)—é*ly(ay)=0 und zwar geht sie durch den 


Punkt 2, + ae > Yio + “¢ - Ist dagegen h(zy) in Dio und D%p negativ, 
so liegen diese beiden koinzidierenden Punkte, da / jetzt negativ wird, 
im negativen Gebiet. 

Die vorstehenden Resultate belehren uns iiber das Verhalten der 
Kurve h(zy) = 0 beim Durchgang durch eine Kurve mit Spitze. Es seien 
h'(xy) = 0 resp. h”(xy) =0 die Kurven vor resp. nach dem Durchgang, 
dagegen sei die Kurve mit Spitze durch h(ay)=0O dargestellt. Der isolierte 
Doppelpunkt D,’ von h’ wird zur Spitze D, von h und dann zum eigent- 
lichen Doppelpunkt D,” von h”; zugleich geht E’ — der eine Schnitt- 
punkt von hk’ mit A — durch E=D, in die Lage E” iiber. Sowohl 
D, als auch E’ behalten beim Durchgang den Sinn ihrer Bewegung auf 
A bei, doch ist der Bewegungssinn des Punktes EZ’ dem des Doppel- 
punktes Dy entgegengesetzt. Der Doppelpunkt D', bewegt sich nach Dj 
und wird dann riickliiufig, sodaB Dj mit Dio auf der nimlichen Seite 
von D,, liegt. In gleicher Weise miissen F” und F” auf der nimlichen 
Seite von F’ gelegen sein. Bei dem spiiter durchzufiihrenden Variations- 
prozeB werden wir es zu vermeiden suchen, daB bei der Kurve 6. Ordnung 
einer ihrer zehn Doppelpunkte sich in eine Spitze verwandelt. Der Grund 
hierfiir wird dort ohne weiteres klar hervortreten. Gleichwohl schien es 
von Interesse zu sein auch den Durchgang der Kurve h(xy) = 0 durch 
eine Kurve mit Spitze hindurch genau zu verfolgen und zwar schon um 
dessentwillen, weil daraus deutlich hervorgeht, daB die Variation der Kurve 
h(zy)=0 beim Auftreten einer Spitze nicht mehr in der Weise méglich 
ist, daB die Kurven vor und nach dem Durchgang zu verschiedenen Seiten 
der Kurve mit Spitze liegen*). 

Die Kurve h’(2y) = 0 kann man auch in der Form: 

h' (xy) = h(xy) — e(p*(ay) —e77(zy)) = 0 
schreiben, wenn g(xy) = 0 und 7(xy) = 0 irgend zwei zu 
w(zy) —eko(xzy)=0 und (ry) — ely(cy) = 0 
im Biischel harmonisch liegende Kurven 3. Ordnung bedeuten. Diese Dar- 
stellung hat den Vorteil, daB sie in gleicher Weise verwendet werden 


kann, falls D, und D,, nicht mehr reelle sondern konjugiert imaginiire 
Doppelpunkte sind, nur hat man alsdann der Konstanten g einen nega- 


*) Hierzu ist zu bemerken, da6 in der Dissertation von K. Libenstein in § 8 
das Gegenteil behauptet wird; dieser Irrtum macht natiirlich auch die daraus ge- 
zogenen Folgerungen hinfiallig. Auch in meiner Arbeit iiber diesen Gegenstand in 
den Leipzig. Ber. Dez. 1911 ist dieses Verhalten beim Durchgang durch eine Spitze 
nicht geniigend hervorgehoben worden. 


13" 
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tiven Wert beizulegen. Man kénnte fiir diese Darstellung die voraus- 
gehenden Untersuchungen wiederholen, doch erscheint dieses iiberfliissig, 
da man auch ohnedies erkennt, welche selbstverstindliche Anderungen 
eintreten im Falle imaginiirer Doppelpunkte D, und D,,. Auch das Zu- 
sammenriicken von D, und D,, zu einem Selbstberiihrungspunkt bietet 
keine Schwierigkeit, man hat alsdann nur zu beachten, dab als Kurve 
@(xy) =90 die Kurve 3. Ordnung durch den Selbstberiihrungspunkt zu 
wihlen ist und daB man go einen beliebig kleinen Wert zu erteilen hat. 

Etwas anders gestalten sich die Dinge, sobald sich die variierte Kurve 
h'(xy) = 0 einer reduzibeln Kurve p(y) 4(2y) = 0 niihert, wobei m(xy) = 0 
und y(zy) = 0 zwei Kurven 3. Ordnung mit den Doppelpunkten D, und 
D,, sind. Hier hat man als Hilfskurve bei der Variation eine Kurve 
6. Ordnung g(zy) = 0 zu wihlen entsprechend der Identitit: 

h (xy) = (xy) x(vy) — eg (zy). 

Sind z,, y, wieder die Koordinaten von D, und a, + ep, y, + €q¢ 
diejenigen von D,’, so geht die Kurve g(ay) = 0 durch den Punkt x, + -, 
V9 + . 
den Mittelpunkt von Dip Dy. In der Tat liefert der Punkt D,’ jetzt die 
Relationen: 


d. h. durch den Mittelpunkt von D,D,' und ganz ebenso durca 


y PuP® +244279 + Pag") x — €(9 + (V9, + 992) = 9, 
(PiuP+ Piz) %— = 9, (PrP + H29) 1 — 2 = 9. 
Geht aber g(xy) = 0 durch den Mittelpunkt von D,D,’, so erhalt man: 


9 + 5 (pg, +992) = 9; 


die gleiche Beziehung ergibt sich aus den drei vorausgehenden Relationen. 

Fassen wir die seitherigen Resultate zusammen, so kénnen wir sagen: 
die beiden benachbarten Kurven h(xy)=0 und h’(ay)=0 mit den Doppel- 
punkten Dy, Dio resp. Ds, Dio bestimmen stets einen Biischel. Wihlt man 
in ihm irgend eine Kurve g(xy) = 0, die jenen Kurven nicht benachbart 
ist, so hat man eine Identitiat: h’(2y)=h(xy)— eg(xy), welche die Varia- 
tion von /h zu h’ vermittelt; in dem Biindel h(xy) + og(ry) =0 ist 
h'(ay) =0 eine zu h(xy) = 0 benachbarte Kurve. 

Véllig verschieden hiervon ist das Verhalten, wenn die Kurve h’ (xy)=0 
sich bei der Variation einer Grenzkurve, d. h. einer doppelt gezihlten 
Kurve 3. Ordnung g(zy)=0 mit Doppelpunkt beliebig genihert hat. 
Zwar bestimmen auch hier die beiden Kurven einen Biischel: 


y*(zy) + oh'(zy) = 0, 
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aber in demselben sind die Kurven g?=0 und h’=0 nicht mehr be- 
nachbarte Kurven, soda8 man den stetigen Ubergang von der einen zu 
der andern nicht mehr mit Hilfe des Biischels bewirken kann. Gleichwohl 
ist ein stetiger Ubergang von der Kurve h’ = 0 in die Grenzkurve o* = 0 
méglich, wie wir ja im vorigen Paragraphen gesehen haben. Auf der 
Kurve 4 = 0 liegen die Doppelpunkte Dj und Dio sowie zwei Schnitt- 
punkte FE’ und F” von h’(ay) = 0; ebenso liegt auf ihr der Doppelpunkt R 
und ein Schnittpunkt S von g(xy) = 0. D,' befindet sich in der Nachbar- 
schaft von S und D‘o in der Nachbarschaft von R; zugleich haben sich 
E’ und F” dem Punkt Dio angenihert jedoch von verschiedenen Seiten 
kommend. Wihrend Dj stetig nach S riickt, bewegen sich Diy, EL’ und F’ 
zu gleicher Zeit stetig nach R und es geht h’(xy) =O stetig in g*(xy) =O 
liber; denn zu jeder Zwischenlage gibt es immer eine ganz bestimmte 
Kurve 6. Ordnung. 


Bei unserer weiteren Untersuchung brauchen wir jedoch diesen Uber- 
gang von der Kurve h(zy)=0O zur Grenzkurve gar nicht auszufiihren. 
Wir werden vielmehr nur von dem Umstand Gebrauch machen, daf bei 
der Variation eine Grenzkurve erst auftreten kann, wenn bei der Kurve 
h'(ay) =0 die Verhiiltnisse derart liegen, dap sich ihr Doppelpunkt Dio 
zwischen den beiden Punkten E" und F” befindet, wiihrend diese sich ein- 
ander beliebig niihern. 


§ 3. 
Beweis, daB eine Kurve 6. Ordnung mit elf sich gegenseitig 
ausschlieBenden Ovalen nicht existiert. 


Im folgenden gehen wir aus von einer Kurve 6. Ordnung /(ry) = 0 
mit elf Ovalen und setzen voraus, daB sich dieselben alle gegenseitig aus- 
schlieBen; wir werden alsdann die Unhaltbarkeit einer solchen Voraus- 
setzung nachzuweisen haben. Zuniichst verwandeln wir die Kurve f(xy) =0 
durch einen stetigen ProzeB, den wir als SchrumpfungsprozeB bezeichnen, 
in eine Kurve mit zehn isolierten Doppelpunkten und einem Oval. Ks 
mag f(xy) im Innern der Ovale negativ also in der ganzen tibrigen Ebene 
positiv sein; ferner sei p(xy) =0 irgend eine Kurve 3. Ordnung. Dann ist: 


f'(xy) = f(zy) + kp*(xy) =0 


fiir positive Werte von k eine Kurve 6, Ordnung, die ganz im Innern der 
Ovale von f(xy) =0 liegt. Da die Kurve 3. Ordnung nicht simtliche 
Ovale schneiden kann, wird sich zuerst bei wachsendem k eines der elf 
Ovale in einen isolierten Doppelpunkt D, zusammenziehen; auBerdem be- 
sitzt f’(xy)=0 noch zehn Ovale, die einzeln in den entsprechenden Ovalen 
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der Kurve f(xy) = 0 liegen. Hierauf wihle man eine beliebige durch den 
Punkt D, verlaufende Kurve 3. Ordnung g’(zy) = 0 und bilde die Kurve: 


f" (zy) =f (ey) + kp*(zy) = 9. 
Die Konstante k lasse man wiederum so lange wachsen, bis sich eins der 
Ovale in einen isolierten Doppelpunkt D, zusammenzieht; die neun noch 
iibrigen Ovale befinden sich einzeln in den beziiglichen Ovalen von f (xy)=0. 
Weiter lege man eine Kurve 3. Ordnung g”(zy) =0 durch D, und D,; 
dann stellt bei passender Wahl von k die Gleichung: 

i" (ey) =f" (zy) + ke*(zy) = 0 
eine Kurve 6. Ordnung mit drei isolierten Doppelpunkten D,, D,, D, und 
acht Ovalen dar. In gleicher Weise fahre man fort und gelangt schlieB- 
lich zu einer Kurve 6. Ordnung h(xy)=0 mit zehn isolierten Doppel- 
punkten D,, D,,---, Dy und einem einzigen Oval, das siimtliche Doppel- 
punkte ausschlieSt. Dab wihrend des ganzen Schrumpfungsprozesses niemals 
ein eigentlicher Doppelpunkt entstehen kann liegt auf der Hand; denn 
dadurch wiirde die Kurve vom Geschlecht p mit (p+1) Ovalen in eine 
Kurve vom Geschlecht (p—1) mit p Ovalen und einem weiteren paaren 
Kurvenzug mit Doppelpunkt iibergehen, was ja unméglich ist. Da bei der 
Wahl der Kurven g, g’, »”,--- noch 9, 8, 7,--- Konstanten willkiirlich 
bleiben, ist die Lage der isolierten Doppelpunkte der Kurve h(zy) = 0 
noch in hohem Grade modifizierbar, doch miissen sie stets im Innern der 
Ovale von f(xy) = 0 gelegen sein, aus denen sie entstanden sind. 

Bei der Kurve h(zy) =0 setzen wir jetzt mit dem VariationsprozeB 
ein, indem wir die isolierten Doppelpunkte D,, D,, ---, D, festhalten, die 
Doppelpunkte D, und D,, aber sich stetig iindern lassen. Das Oval O 
schlieBt nicht nur die zehn Doppelpunkte aus sondern auch den Punkt D,, 
der zusammen mit den festen Doppelpunkten die Grundpunkte eines 
Biischels von Kurven 3. Ordnung bildet. Denn jede Kurve dieses Biischels 
wiirde sonst das Oval O in zwei Punkten schneiden. Fiir einen unpaaren 
Kurvenzug durch D, ist das selbstverstiindlich, aber auch fiir einen paaren 
Zug, da dieser auber_D, noch mindestens einen der Grundpunkie des 
Biischels enthalten muB. Es giibe daher Kurven des Biischels (z. B. durch D,), 
die mit h(xy)=—0O zwanzig Punkte gemein hitten. Daraus folgt auch 
noch, daB das Oval O von zwei Kurven des Biischels beriihrt, also von 
A = 0 in zwei reellen Punkten FE und F’ geschnitten wird. 

Den VariationsprozeB richten wir derart ein, dab sich das Oval O 
bestiindig zusammenzieht. Wir haben wie friiher die variierte Kurve: 


h’ (ay) = h(xy) — é[v(ry) —eko(ry)| [o(ry) —ely(ry)| = 0, 
wobei die Kurven 3. Ordnung ¥(zy) = 0 und w zy) =0 auBer den acht 
festen Doppelpunkten noch je einen Doppelpunkt D, resp. D,, enthalten. 
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h(ay) sei fiir die Punkte im Innern des Ovals O negativ also fiir den 
iibrigen Teil der Ebene positiv. In der Umgebung des Punktes D, ist 
daher h(xy) positiv definit und somit gilt das gleiche fiir: 


Bh, + 2ryhys + yPhos, 


worin die Ableitungen wieder in x,y, geschrieben sind. Da auch h,, hg, —h?, 
einen positiven Wert hat, muB ebenfalls: 


Ke = 5 (WEhgg — 2, Vyhgg + VEliyn) + (Itgy ogg — A) 
positiv sein und aus gleichen Griinden auch 1. 

Gibt man also ¢ einen kleinen positiven Wert und setzt man fest, 
daB w(xy) - (xy) fiir die Punkte im Innern von O negativ sein soll, dann 
hat die Kurve h’(xy) = 0 die folgenden Eigenschaften. Ihr Oval 0’ liegt 
ganz im Innern des Ovals O und ihre Doppelpunkte Dj und Dio gehéren 
dem positiven Gebiet der Ebene an, d. h. dem Teil der Ebene, in dem das 
Produkt w(xy) @(xy) einen positiven Wert besitzt. Setzt man die Variation 
in gleicher Weise fort, indem man den Doppelpunkt D, auf der Kurve 
4 =0 immer in demselben Sinne fortriicken 1i8t — wodurch auch D,, 
seinen Bewegungssinn beibehilt —- so bewegen sich mit diesen Punkten 
zugleich die Kurven w(2y) = 0 und w(zy) = 0. Dabei wird sich einerseits 
das von diesen Kurven begrenzte positive Gebiet immer mehr einengen, 
andererseits wird sich das im negativen Gebiet liegende Oval bestiindig zu- 
sammenziehen. Selbstverstindlich behalten siimtliche Doppelpunkte wihrend 
dieser Variation ihren Charakter als isolierte Doppelpunkte bei, da das 
Oval sich keinem von ihnen nihern kann. 

So lange die variabelen Doppelpunkte D, und D,, reell bleiben, wollen 
wir sagen die Variation befinde sich im ersten Stadium. Wihrend seiner 
ganzen Dauer kann sich das Oval O niemals in einen isolierten Doppel- 
punkt D,, verwandeln; denn sonst miiBte die Kurve 6. Ordnung entweder 
zerfallen oder in eine Grenzkurve tibergehen. Das letztere ist nach dem 
friiheren unmdglich, da sich keiner der Punkte D, oder D,, im Innern 
des Ovals befindet. Auch das erstere ist unméglich, da dann stets einige 
eigentliche Doppelpunkte auftreten miiBten, wihrend doch, wie schon ge- 
sagt, D,, D,,---, D,) isolierte Doppelpunkte bleiben. 

Zu Beginn des zweiten Stadiums sind die isolierten Doppelpunkte D, 
und D,, vereinigt und bilden einen Selbstberiihrungspunkt der Kurve 
h(xy) = 0, webei die beiden sich beriihrenden Aste konjugiert imaginiir 
sind. Bei weiterer Variation werden D, und JP),, zunichst konjugiert 
imaginar, doch kénnen sie sich im spiiteren Verlauf wieder zu einem 
reellen Selbstberiihrungspunkt vereinigen. Diesen Moment wollen wir als 
das Ende des zweiten Stadiums betrachten. Auch im Verlauf des zweiten 
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Stadiums kann sich das Oval nicht zu einem Doppelpunkt D,, zusammen- 
ziehen. Eine reelle reduzible Kurve ist ja ebensowenig wie vorher méglich, 
doch kénnte man jetzt an das Auftreten zweier konjugiert imaginirer 
Kurven 3. Ordnung mit je einem Doppelpunkt D, resp. D,, denken. Diese 
besiBe aber auBer den isolierten Doppelpunkten D,, D,,---, D, noch einen 
weiteren isolierten Doppelpunkt in D,. Nun hatten wir aber oben fest- 
gestellt, dab das Oval O den Punkt D, ausschlieBt, daher kann es auch 
nicht bei der Variation in den isolierten Doppelpunkt D, tibergehen. 
Ebensowenig kann sich wihrend des zweiten Stadiums eine Grenzkurve 
einstellen. Dieselbe miiBte ja reell sein und in ihrem reellen Doppelpunkt 
D,, miiBten sich die friiher mit D,,, E und F' bezeichneten Punkte beim 
Grenziibergang vereinigen. Beim Zusammenziehen des Ovals wiirden zwar 
E und F mit D,, koinzidieren, keinesfalls aber kann der imaginire Punkt 
D,, in den reellen Punkt D,, hineinriicken. Sonst miiBte sich D,, eben- 
falls mit D,, vereinigen*), was sicher bei allgemeiner Lage der Punkte 
D,, D,,--+, Ds nicht emtreten kann. 

Am Anfang des dritten Stadiums liegen die Doppelpunkte D, und D,, 
wiederum vereinigt und die Kurve (xy) = 0 besitzt abermals einen Selbst- 
beriihrungspunkt. Dieser kann sich sicherlich nicht auBerhalb des Ovals O 
befinden. Denn eine Variation, die ihn in zwei isolierte Doppelpunkte 
spaltet, wird in diesem Fall eine VergréBerung des Ovals O herbeifiihren, 
wihrend doch die seither ausgeiibte Variation, bei der sich der Selbst- 
beriihrungspunkt bildete, eine bestiindige Verkleinerung des Ovals zur 
Folge hatte. Dagegen ist ein Auftreten des Selbstberiihrungspunktes im 
Innern des Ovals an und fiir sich nicht ausgeschlossen. Setzt man hier 
die Variation in der friiherea Weise fort, so gehen atis dem Selbst- 
beriihrungspunkt — wir nennen ihn U — zwei isolierte Doppelpunkte 
Ds und D'»o hervor, die weiter und weiter auseinander riicken, wihrend 
das Oval sich zusammenzieht. SchlieBlich erscheint eine Spitze, indem 
sich etwa Dg mit dem Oval vereinigt; von diesem Moment ab hat die 
Variation unbedingt eine VergréBerung des Ovals zur Folge. Was aber 
bei einer VergréBerung des Ovals geschieht, ]aBt sich nicht tibersehen, 
denn dasselbe kénnte sich mit den festen isolierten Doppelpunkten ver- 
einigen und sie in eigentliche Doppelpunkte verwandeln. 

Aus diesem Grunde iindern wir die Variation in der folgenden Weise 
ab. Wir legen die Kurve 3. Ordnung g(zy)=0 durch die neun Punkte 
D,, Dz, +--+; Dg, U und setzen: 


*) Ein derartig spezielles Vorkommnis wiirde fiir die Kurve 5. Ordnung A = 0 
erfordern, da6 eine ihrer Wendetangenten durch ihren Selbstberiihrungspunkt ginge. . 
In dem Biischel von Kurven 3. Urdnung durch die acht festen Doppelpunkte miiBten 
daher von den zwiélf Kurven mit Doppelpunkt zwei zusammenfallen. 
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h' (xy) = h(zy) + eg*(zy) = 9. 
h(xy) sei wiederum negativ im Innern des Ovals O und @g sei eine mit 
dem Wert 0 beginnende, stetig wachsende positive GréBe. Hierbei schrumpft 
das Oval und aus dem Selbstberiihrungspunkt U entwickelt sich eine ge- 
wohnliche Schleife mit dem Doppelpunkt U von der Form einer 8, wie 
es Figur 2a darstellt. Der eine Teil der Schleife 
liegt in dem von O umschlossenen paaren 
Kurvenzug a der Kurve pg. Wiichst @ noch 
weiter, so vereinigt sich die Schleife mit dem 
schrumpfenden Oval und es entsteht eine 
Kurvengestalt, wie sie Figur 2b zeigt, sodaf 
wir jetzt wieder eine Kurve mit zehn Doppel- 
punkten vor uns haben. Wie ohne weiteres 
ersichtlich kann wihrend des Zwischenstadiums, 
in dem die Kurve h’(zy) =O nur neun Doppel- 
punkte aufweist, ein anderes Oval nicht auf- 
treten, sonst miiBte es Kurven 6. Ordnung mit 
zwolf Ovalen geben. Nun setzen wir die Va- 
riation in der friiheren Weise fort; die Doppel- 
punkte D, und D,, nahern sich und ver- 
schmelzen zu einem Selbstberiihrungspunkt V 
(Figur 2c) mit reellen Asten, und zwar wird 
die neue Kurve von der alten eingeschlossen. 





Hierauf werden die Doppelpunkte D, und Dy 4 ___¢ “ww 
konjugicrt imagiuiir und die Kurve h(zy) = 0 *. f, 
tritt in ein neues Stadium, das dem vorher be- "Se eeee” 
handelten zweiten Stadium ganz und gar analog cat a 


ist. Wiihrend des ganzen hier geschilderten Prozesses nimmt das Gebiet 
der Ebene, in dem h(xy) einen negativen Wert besitzt, bestiindig ab; 
auch kann die Kurve h dabei weder in eine reduzible noch in eine Grenz- 
kurve tibergehen. 

Es eriibrigt noch den Fall zu betrachten, in dem die Kurve h zu 
Beginn des dritten Stadiums einen Selbstberiihrungspunkt V mit reellen 
Zweigen besitzt. Dann weist das Oval O entweder die in Figur 2¢ oder 
die in Figur 2d gezeichnete Gestalt auf. Die erstere Gestalt ist jedoch 
ausgeschlossen, denn vor Beginn des dritten Stadiums waren D, und D,,) 
konjugiert imaginir; daher miiBte sich jetzt V in zwei reelle Doppelpunkte 
auflésen. Das wiirde aber eine VergréBerung des Gebietes nach sich ziehen, 
in dem /(xy) einen negativen Wert hat, wihrend doch die Variation, aus 
der die Kurve h mit dem Selbstberiihrungspunkt V hervorging, im ent- 
gegengesetzten Sinne ausgeiibt wurde. Liegt die Gestalt 2d vor und ist 
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z(zy) =0 die Kurve 3. Ordnung durch D,, D,, ---, D,, V, so variieren 
wir gemiB der Gleichung: 
h' (ay) = h(zy) + e7*(ry) = 9, 

worin wir unter 9 wieder eine von 0 an zunehmende positive GréBe ver- 
stehen. Hierbei geht V in einen: isolierten Doppelpunkt iiber und es 
stellen sich zugleich zwei Ovale ein, von denen sich eines weiterhin in 
einen isolierten Doppelpunkt zusammenzieht. Hiermit sind wir wieder zu 
einer Kurve 6. Ordnung mit 10 isolierten Doppelpunkten und einem alle 
Doppelpunkte ausschlieBenden Oval gelangt, d. h. zu einer Kurve, wie wir 
sie im ersten Stadium dem VariationsprozeB unterworfen haben. 


Wir kénnen uns jetzt kurz fassen. Von einer Kurve im dritten 
Stadium gelangen wir zuriick zu einer Kurve im ersten oder zweiten 
Stadium und der ganze VariationsprozeB beginnt von neuem, nur hat sich 
das Oval O gegeniiber seinem urspriinglichen Zustand wesentlich zu- 
sammengezogen. Zuletzt miiBte das Oval in einen isolierten Doppelpunkt 
tibergehen. Denn einerseits kann der Ubergang von einem Stadium in 
ein anderes nicht beliebig oft stattfinden, schon um deswillen, weil es nur 
eine endliche Anzahl von Kurven 6. Ordnung mit acht festen Doppel- 
punkten und einem Selbstberiihrungspunkt gibt. Zum anderen kann man, 
sobald das letzte Stadium erreicht ist, die Schnittpunkte / und F des 
Ovals mit der Kurve A= 0 sich einander stetig nihern lassen, bis sie 
zusammenfallen, wie das schon friiher dargelegt wurde. Dabei fiihren 
dann auch die Punkte D, und P),, eine stetige ihren Richtungssinn immer 
beibehaltende Bewegung aus. Die relative Lage der Punkte E, F, D,, Dyo 
wird durch das Verschwinden gewisser Integralsummen geregelt. Sind 
U,, Uy, Us, M, Vier linear unabhiingige Integrale 1. Gattung auf der Kurve 
4 =0, so mub: 

Dis Pu DK Dio 

Jdutf dut2fdu,+2fdu,=0,  (=1,2,3,4) 

E F Dg Dro 
sein, wenn D,, der durch Koinzidenz von F und F' entstandene isolierte 
Doppelpunkt und D,’ und D,, die Endlagen von D, und D,, sind. Von 
diesen vier Relationen ist eine eine Folge der iibrigen, da EF, F, 2D,, 
2D,,, sowie 2D/,, 2D,', 2.D\, Spezialgruppen auf A sind. Sie bestimmen 
die Endlage von D/,, D, und Dj, eindeutig. Zwar gibt es, wie aus dem 
Umkehrproblem bekannt, 120 Lésungen jener Gleichungen, doch kann 
von den 120 Punkttripeln nur ein einziger Punkt zwischen FE und F ge- 
legen sein, sobald sich die Kurve h(xy) = 0 im letzten Stadium befindet. 
Hieraus erkennen wir endlich, daB unsere am Anfang des Paragraphen 
gemachte Voraussetzung unzulissig ist, sonst kinnten wir, wie soeben ge- 
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zeigt, zu einer Kurve 6. Ordnung mit elf isolierten Doppelpunkten ge- 
langen, die Existenz einer solchen reduzibeln Kurve ist aber unméglich. 
Hiermit ist bewiesen, daf eine Kurve 6. Ordnung mit elf sich gegenseitig 
ausschlieBenden Ovalen nicht existiert. 


Die bisherigen Untersuchungen gestatten uns auch einen Einblick in 
die Verhiltnisse bei den Kurven 6. Ordnung mit zwei konjugiert imagi- 
niren Doppelpunkten D, und D,, und neun sich gegenseitig ausschlieBenden 
Ovalen. Durch einen SchrumpfungsprozeB kann man acht Ovale in iso- 
lierte Doppelpunkte verwandeln und erhilt so eine Kurve 6. Ordnung 
h(xy) = 0 mit acht isolierten Doppelpunkten D,, D,, ---, D, zwei imagi- 
niiren Doppelpunkten D,, D,, und einem Oval O. Der gleiche Variations- 
prozeB wie vorher lehrt uns, daB auch hier kein Oval O existieren kann, 
das die Kurve A = 0 in zwei reellen Punkten EF und F schneidet, denn 
die Kurve h(ay) =0 kann auch hier aus den gleichen Griinden weder in 
eine reduzible noch in eine Grenzkurve iibergehen. Anders verhilt sich 
die Sache, sobald die Punkte FH und F imaginir sind, d. h. sobald das 
Oval O den Punkt D, einschlieBt, der mit D,, D,, ---, D, zusammen die 
neun Grundpunkte eines Biischels von Kurven 3. Ordnung bildet. Es ist 
das gerade eine solche Lage des Ovals O, die im vorhergehenden Falle 
von vornherein ausgeschlossen war, hier aber durchaus statthaft ist. Wahlen 
wir nun D,, D,,---, Ds, Dy, Dy als feste, dagegen D, und D, als be- 
wegliche Doppelpunkte, so wird bei einem entsprechenden VariationsprozeB 
das Oval O wiederum zu einem isolierten Doppelpunkt zusammenschrumpfen 
und dieser ist nichts anderes als der Punkt D,. Hier gelangen wir in- 
dessen nicht wie vorher zu einem Widerspruch, denn es gibt in der Tat eine 
reduzible Kurve 6. Ordnung mit den elf Doppelpunkten D,, D,, D,,--+, Dio. 
Sie zerfaillt in zwei konjugiert imaginiire Kurven 3. Ordnung durch die 
Punkte D,, D,,---, D,, von denen die eine den imaginaren Doppelpunkt 
D,, die andere den imaginiiren Doppelpunkt D,, besitzt. 

DaB Kurven 6. Ordnung von der soeben beschriebenen Beschaffenheit 
wirklich existieren, liBt sich leicht zeigen. Man braucht ja nur einen 
Biischel von Kurven 3. Ordnung mit neun reellen Grundpunkten aufzu- 
stellen, der ein Paar konjugiert imaginire Kurven mit Doppelpunkt ent- 
hilt. Bezeichnet man dieselben mit 7 = 0 und #=0, so ist bei geeig- 
neter Wahl des Vorzeichens das Produkt 7 -# eine positiv definite Form. 
Hat ferner die reelle Verbindungslinie ihrer imaginiiren Doppelpunkte die 
Gleichung ux + vy + 1 = 0, so stellt: 


y- ®—s(ur+vy+1)?=0 


bei kleinem: positiven Wert von « eine Kurve 6, Ordnung mit zwei kon- 
jugiert imaginiren Doppelpunkten und neun kleinen sich gegenseitig aus- 
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schlieBenden Ovalen dar. Es ist das freilich eine sehr spezielle Kurve 
dieser Art. Wir werden im dritten Abschnitt auf Kurven 6. Ordnung mit 
zwei imaginiren Doppelpunkten und neun sich gegenseitig ausschlieBenden 
Ovalen zuriickkommen. 

Wir erhalten somit den Satz: Es gibt Kurven 6. Ordnung mit zwei 
konjugiert imagindren Doppelpunkten und neun sich gegenseitig ausschlieBenden 
Ovalen. Ihre gegenseitige Lage ist folgendermafBen charakterisiert. Verwandelt 
man durch irgend einen SchrumpfungsprozeB, ohne die imaginiren Doppel- 
punkte zu dindern, acht beliebige Ovale in isolierte Doppelpunkte, so bestimmen 
diese einen Biischel von Kurven 3. Ordnung, dessen neunter Grundpunkt im 
neunten Oval liegt. 

Der hier ausgesprochenen Eigenschaft kénnen wir eine Fassung geben, 
die wesentlich anschaulicher ist. Zu diesem Zweck greifen wir acht Ovale 
O,, O., «++, O, der Kurve 6. Ordnung h(xy) = 0 beliebig heraus, denken 
uns irgend eine die acht Ovale beriihrende Kurve 3. Ordnung g(zry) = 0 
bestimmt und bezeichnen ihre Beriihrungspunkte beziehungsweise mit 
P,, P,,---, Ps. Die Kurve @ gehért einer einfach unendlichen Schar 
von achtfach beriihrenden Kurven 3. Ordnung an, die eine stetige Folge 
bilden. Die der Kurve @ benachbarte Kurve aus der Schar schneidet sie 
in den Punkten P,, P,,---, P, und auberdem in einem Punkt P,; durch 
diese neun Punkte geht daher ein Biischel von Kurven 3. Ordnung. 
Wihrend P, das Oval O, durchliuft, bewegt sich P, auf dem Oval 0; 
(i= 2,3,---,8) und P, auf einer Kurve 0, d. h. die Kurven der Schar 
umhiillen die acht Ovale O,, O,,---, O, und die Kurve 0. Es la8t sich nun 
leicht zeigen, dab die Kurve 0 das Oval O, im allgemeinen nicht schneiden 
kann. Liige niimlich P, auf O,, so wiirde die zugehérige Kurve der 
Schar nicht nur die Ovale O,, O,,---, O, in P,, Py, +--+, P, beriihren 
sondern auch das Oval O, in P,. Denn diese neun Punkte sind die 
Schnittpunkte von gm mit einer Kurve 3. Ordnung, daher sind sie doppelt 
gezihlt die Schnittpunkte von m mit einer Kurve 6. Ordnung; von diesen 
Punkten gehéren 17 der Kurve h(ay) = 0 an, folglich auch der achtzehnte. 
Dann liBt sich aber die Kurve (ay) = 0 in der Form darstellen: 

h(xy) = p(zy) v(zy) — ea@*(ry) = 0; 
sie besitzt also eine Schar neunfacher Beriihrungskurven. go =O und »y=0 
sind irgend zwei Kurven der Schar, und » = 0 schneidet beide in ihren 
Berihrungspunkten. In diesem Fall haben wir es mit einer speziellen 
Kurve 6. Ordnung mit nur 26 Konstanten zu tun; hier fallt © ganz und 
gar mit O, zusammen. In jedem anderen Fall haben O und OQ, keinen 
Punkt gemeinsam. Liegt © innerhalb des Ovals O,, so schneidet jede 
Kurve der achtfach beriihrenden Schar das Oval O, in zwei reellen Punkten. 
Durch einen stetigen Ubergang gewinnt man aus h zuerst eine Kurve 
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6. Ordnung, fiir welche sich die Kurve 0 mit 0, deckt, und weiterhin 
eine Kurve 6. Ordnung, fiir welche die Kurve © das Oval 0, umschlieBt. 
Sonach ergibt sich der Satz: 

Ist eine Kurve 6. Ordnung mit neun sich gegenseitig ausschlieBenden 
Ovalen und zwei imagindren Doppelpunkten gegeben und wahlt man irgend 
eine stetig zusammenhiingende Schar von Kurven 3. Ordnung, welche acht 
von diesen Ovalen beriihren, so schneidet das neunte Oval entweder siimtliche 
Kurven der Schar in zwei reellen Punkten oder séimtliche Kurven in zwei 
imagindren Punkten, oder es beriihrt alle Kurven der Schar. Natiirlich 
werden verschiedene Scharen von achtfach beriihrenden Kurven — selbst 
wenn sie die nimlichen acht Ovale beriihren — ein verschiedenes Ver- 
halten zeigen. 


§ 4. 


Beweis, da®B eine Kurve 6. Ordnung mit elf Ovalen, von denen eins 
die iibrigen einschlieBt, nicht existiert. 


Wir nehmen an, das Oval O,, der Kurve 6. Ordnung h(xy) = 0 
schlieBe die zehn Ovale O,, O,,---, Oy) ein und der Wert von h(xy) sei 
im Innern dieser zehn Ovale positiv, also auch positiv auBerhalb des 
Ovals O,,.*) Dann stellt h’(xy) = h(xy) — eg*(xy) = 0, wenn g(xry) = 0 
eine Kurve 3. Ordnung und @g eine kleine positive Konstante ist, eine 
Kurve mit elf Ovalen dar; jedes der Ovale O,,---, O,) schlieBt eines der- 
selben ein, wihrend O,, von dem elften umschlossen wird. Bei wachsendem 
o wird ein Oval, etwa O,, zum isolierten Doppelpunkt D,. Jetzt lege 
man @ durch D, und variiere von neuem; es verwandelt sich alsdann das 
Oval O, in einen isolierten Doppelpunkt D, usf. SchlieBlich entsteht eine 
Kurve 6. Ordnung mit zehn isolierten Doppelpunkten D,, D,, ---, Dio 
und einem Oval O, das alle Doppelpunkte einschlieBt. Wihrend dieses 
ganzen Prozesses kann das Oval O,, nicht durch eine Form mit Doppel- 
punkt hindurchgehen. Denn es kénnte sich nur um einen Ubergang 
handeln gleich dem einer Hyperbel durch ein Geradenpaar in eine zweite 
Hyperbel. Hierbei wiirde aber O,, in ein neues Oval iibergehen, das alle 
andern Ovale resp. isolierten Doppelpunkte ausschlieBen wiirde. Im vorigen 
Paragraphen wurde jedoch nachgewiesen, daB solche Kurven 6. Ordnung 
nicht existieren. 

Nun halten wir die acht Doppelpunkte D,, D,,---, D, der Kurve 
h(xy) = 0 fest und variieren die Doppelpunkte D, und D,,. Durch die 
festen Doppelpunkte und D, resp. D,, legen wir die Kurven 3. Ordnung 


*) Wir sprechen immer kurz von einem Oval O,,, auch wenn es eine hyperbel- 
artige Gestalt besitzt. 
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w(zy) =0 resp. w(zy)=0. Beide Kurven bestehen aus je einem Oval 
durch die vorgegebenen Punkte und je einem unpaaren Zug auBerhalb 
des Ovals O,,. Ist h(xy) auBerhalb des Ovals O,, positiv und wihlt man 
das Vorzeichen des Produktes ~(xy) - (xy) derart, daB es fiir die Punkte 
auf O,, positiv wird, dann hat die variierte Kurve: 

h' (xy) = h(ay) — e[v(xy) — eka(xy)| [@(ry)—elv(ry)] =0, «>0 
die folgenden Eigenschaften. [hr Oval O;, umschlieBt das Oval O,, und 
ihre Doppelpunkte D,’ und D/, liegen im negativen Gebiet, niimlich auBer- 
halb des Ovales von w (oder @) und innerhalb des Ovales von o (oder y). 
Setzt man die Variation in gleichem Sinne fort, so nihern sich die 
Punkte D, und D,, und ebenso die Kurven ~ und @ einander mehr und 
mehr, bis sie zusammenfallen, und es entsteht eine Kurve 6. Ordnung mit 
Selbstberiihrungspunkt. Hierauf list sich der Selbstberitihrungspunkt in 
zwei imaginiire Doppelpunkte auf, die sich dann im Laufe des Variations- 
prozesses weiterhin wieder zu einem Selbstberiihrungspunkt U vereinigen 
kénnen. Dabei erfaihrt das Oval O,, bestindig 
eine VergréBerung. In der ganzen Zeit bis zu 
dem Augenblick, wo der Punkt U erscheint, kann 
durch Variation weder eine reduzible noch eine 
Grenzkurve hervorgebracht werden. Hierfiir sind 
die gleichen Griinde wie friiher maBgebend. 

Ebenso wie friiher erkennt man auch, dab 
U unméglich im Innern von O,, liegen kann 
Dagegen kénnte U entweder als isolierter Selbst- 
beriihrungspunkt auBerhalb O,, oder als reeller 
Selbstberiihrungspunkt auf diesem Oval erschei- 
nen. Fassen wir zuniichst die erste Méglichkeit 
ins Auge. Es sei p(xy)=O die Kurve 3. Ordnung 
durch D,, D,,--:, D,, U, so besitzt die Kurve: 

h'(zy) =h(zy)— eg*(zy)=9, e>0 
fiir kleine Werte von @ eine Schleife mit dem 
Doppelpunkt U (Fig. 3a). Bei wachsendem o 
entwickelt sich aus ibr die Form 3b) und diese 
geht durch geeignete Variation in die Form 3c) 
iiber, worauf der Selbstberiihrungspunkt V sich 
in zwei imaginiire Doppelpunkte auflést. Waihrend 
dieses Ubergangs kann nirgends ein neues Oval 
auftreten, ebenso wenig kann die Kurve 6. Ord- 
nung zerfallen. 

Stellt sich dagegen der Selbstberiihrungs- 
punkt auf dem Oval O,, ein, so kann die Form 3c) 


Wo; /[% 
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nicht in Frage kommen; denn diese geht bei der Fortsetzung der Variation 
in dem vorgeschriebenen Sinne in eine Kurve mit zwei imaginiren 
Doppelpunkten iiber, wie wir soeben sahen. Es bietet sich daher nur 
die Gestalt 3d) dar. Eine Variation gemii® der vorstehenden Gleichung 
liefert bei passendem Wert von og eine Kurve 6. Ordnung mit zehn 
isolierten Doppelpunkten D,, D,,---, D,, U=D,', Dj, und einem Oval O/,, 
welches das Oval O,, umschlieBt. Somit sind wir wieder zu einer Kurve 
gelangt von genau den gleichen Eigenschaften wie die der ersten Aus- 
gangskurve; der auBerhalb des Ovals liegende Teil der Ebene hat sich 
jedoch bei allen Variationen bestiindig verkleinert. 

Es soll nicht unerwihnt bleiben, daB man bei der Selbstberiihrung 
des Ovals O,, auch an eine Gestalt denken kénnte, wie sie Figur 3e) 
zeigt. Bei einer Auflésung des Punktes U in zwei reelle Doppelpunkte 
wiirde jedoch die Variation zu einer’ Kurve 6. Ordnung fiihren, welche 
die Kurve 4 = 0 beriihrt, was, wie wir wissen, ausgeschlossen ist. 

Die seitherigen kurzen Betrachtungen werden zusammen mit den aus- 
fiihrlicheren des vorigen Paragraphen geniigen, um erkennen zu lassen, 
da8 die Variation immer wieder zu einer Kurve von der urspriinglichen 
Beschaffenheit hiniiberfiihrt. Denn zwei imaginire variable Doppelpunkte 
miissen sich ja schlieBlich wieder zu einem Selbstberiihrungspunkt ver- 
einigen, ohne daS inzwischen ein elfter Doppelpunkt auftritt und damit 
die Kurve reduzibel wird. Da bei der Variation zugleich die Schnitt- 
punkte / und F’ des Ovals O,, mit der Kurve A = 0 sich bestiindig ein- 
ander niihern und die Variation ungehindert fortgesetzt werden kann, 
miisseu die Punkte FZ und F' schlieBlich zusammenfallen und einen eigent- 
lichen Doppelpunkt bilden. Die so entstehende Kurve 6. Ordnung wire 
daher reduzibel, wihrend man doch unmittelbar tibersieht, daB es eine 
reelle reduzible Kurve mit acht isolierten und drei weiteren Doppelpunkten 
nicht gibt. Damit ist bewiesen, daB die Voraussetzung, von der wir aus- 
gingen, nicht statthaft ist. Line Kurve 6. Ordnung mit elf Ovalen, von 
denen eins die iibrigen einschlieft, existiert nicht. 

Wir haben erkannt, daB eine Kurve 6. Ordnung mit zehn isolierten 
Doppelpunkten weder ein Oval, das alle Doppelpunkte ausschlieBt, noch 
ein Oval, das alle einschlieBt, besitzen kann. Man kann dieses Resultat 
auch in folgender Weise aussprechen. Ist f(xy) eine terndre Form 6. Grades 
mit zehn Nullstellen und ist sie iiberall in der Umgebung einer jeden Null- 
stelle positiv (negativ), so ist sie tiberhaupt eine positiv (negativ) definite 
Form. 
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Il. Abschnitt. 
Die Flachen 4. Ordnung. 
§ 5. 
Der Flichenbiischel © —17*=0 und der SchrumpfungsprozeB. 


Die Frage nach der Maximalzahl von Ovalen bei einer Fliiche 4. Ord- 
nung beantworten wir nicht unmittelbar an der allgemeinen Fliche; viel- 
mehr verwandeln wir diese zuniichst in eine Fliche mit neun isolierten 
Knotenpunkten — ganz analog der Methode, die wir bei der Untersuchung 
der ebenen Kurven angewendet haben. Es sei ®(xyz) = 0 die vorgelegte 
Fliche 4. Ordnung, und das Vorzeichen der linken Seite ihrer Gleichung 
sei derart bestimmt, daB sie fiir die Punkte im Innern der Ovale einen 
positiven Wert annimmt. Ferner stelle /'(2yz)=0 irgend eine Fliiche 
2. Grades dar; dann haben wir in ® — 1 F'* = 0 einen Biischel von Flichen 
4. Ordnung vor uns, die sich alle lings der Raumkurve 8. Ordnung ® = 0, 
F' = 0 beriihren. Eine solche Fliche liegt fiir positiye Werte von 4 ganz 
innerhalb der Ovale von ®. Die Fliache 2. Grades F' sei so gewiahlt, dab 
sie nicht simtliche Ovale von ® schneidet; das ist sicherlich méglich, 
z. B. kénnte man eine imaginire Fliche mit reeller Gleichung an Stelle 
von F' =0 setzen. Man lasse nun 4 von 0 an wachsen so lange, bis die 
zugehérige Fliche des Biischels einen isolierten Knoten erhiilt, indem sich 
eines ihrer Ovale zu einem Punkt zusammenzieht. Dann werden sich die 
iibrigen Ovale in kleinere Ovale verwandeln, die ganz innerhalb der ur- 
spriinglichen liegen. Diesen ProzeB wollen wir kurz als Schrumpfung be- 
zeichnen; er mag das Oval 0, in den isolierten Knoten D, und die Fliche 
® = in die neue Fliche ®, = 0 iiberfiihren. Eine Projektion der Fliche 
®,=0 aus ihrem Knoten D, liefert als scheinbaren Umrib eine ebene 
Kurve 6. Ordnung. Eine solche besitzt héchstens elf Ovale; jedoch kénnen 
sich nur zehn davon gegenseitig ausschlieBen, wihrend das elfte von einem 
der tibrigen eingeschlossen wird. Demnach kann die Fliiche ®,=0, ab- 
gesehen von ihrem isolierten Knoten aus héchstens zehn Ovalen bestehen, 
sodaB die allgemeine Fliche 4. Ordnung héchstens elf Ovale besitzt. 

Jetzt legen wir die Fliche F' durch den isolierten Knoten D, und 
machen diesen zum Punkt = y = z=0, wodurch ® und F die Gestalt 
annehmen: 

® = u,w* + 2u,w + u,= 0, 

F=tw+t,—0. 
Dabei sind u, und ¢, homogene Funktionen #*" Grades in den Variabeln 
z, y, 2. Dementsprechend wird der Fliichenbiischel: 


® — 1 F? = (u,—At,*)w* + 2(u,— At,4,)e + (u,— At?) = 0. 
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Bei Projektion dieses Biischels aus dem Kinoten D, auf die Ebene w = U0 
erhalt man die scheinbaren Umrisse dieser Flichen. Es sind dieses Kurven 
6. Ordnung, und es ist hervorzuheben, daB sie ebenfalls einen linearen 
Biischel bilden, namlich: 
(ug— At,*) (u,—At,*) — (u,— At, t,)? = 0 
oder: 

Uy, — Us” — A(u,t,>— Quy t,t, + uyt,?) = 0. 
Jede Kurve dieses Biischels besitzt einen Beriihrungskegelschnitt, namlich 
u, — At, = 0; derselbe ist nichts anderes wie die Spurkurve des Tangential- 
kegels der bezeichneten Fliche 4. Ordnung im Knoten D,. Simtliche 
Kurven des Biischels beriihren sich in 18 gemeinsamen Punkten, die durch 
das Verschwinden der Matrix. 

U, us ft, will 
My Uy by 

bestimmt werden. Zugleich liegen die Beriihrungspunkte aller Beriihrungs- 
kegelschnitte auf der Kurve 4. Ordnung u,/, — u,t, = 0, auf der auch die 
18 gemeinsamen Beriihrungspunkte sich befinden. Von dem Biischel der 
scheinbaren Umrisse werden wir weiterhin Gebrauch zu machen haben. 

Verfolgen wir den SchrumpfungsprozeB in dem Biischel © —1F* = 0 
weiter, so wird sich bei wachsendem 4 ein weiteres Oval, etwa O,, in 
einen isolierten Knoten D, zusammenziehen. Hierauf lege man die Fliche 
2. Grades F' durch die beiden Knoten D, und D, und wiederhole den 
SchrumpfungsprozeB, bis abermals ein Oval, etwa O,, in einen isolierten 
Knoten D, tibergeht. Fihrt man in der gleichen Weise fort, so gelangt 
man schlieBlich zu einer Fliche 4. Ordnung Y(ryz) = 0 mit neun iso- 
lierten Knoten D,, D,,---, Dz, die auBerdem héchstens zwei Ovale auf- 
weisen kann. 

DaB sich eine Fliche 4. Ordnung ®©=0 mit elf Ovalen durch 
Schrumpfung immer in eine Fliche ¥ =0 mit neun isolierten Knoten 
und zwei Ovalen iiberfiihren laBt, ist ohne weiteres klar. Denn die dabei 
verwendete Fliiche 2. Grades = 0 kann nicht mehr als zehn Ovale der 
Fliche 4. Ordnung schneiden, da das Geschlecht der Schnittkurve gleich 9 
ist. Indessen soll gezeigt werden, daB auch bei einer Fliche 4. Ordnung 
mit nur zehn Ovalen durch Schrumpfung neun davon in isolierte Knoten 
verwandelt werden kénnen. Angenommen, die laiche ® sei bereits in 
eine Fliche ©’ mit den isolierten Knoten D,, D,,---,D,_, und den Ovalen 
O,, O,.1,)°**; Og (v<7) tibergefiihrt, dann wiihle man in beliebiger Weise 
die Punkte P,, P,,,,---, P, einzeln auf den Ovalen 0,, 0,,,,---, O; 
und lege durch die acht Punkte D,, D,,---, D,_,, P,, Pai, +++, Py die 
Raumkurve 4. Ordnung als Grundkurve eines Biischels von Flachen 
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2. Grades. Obgleich die Kurve'@ die Ovale 0, und 0, nicht schneiden 
kann, da sie ja schon 16 Punkte mit der Fliche ©’ gemein hat, wire es 
doch denkbar, daB alle Fliichen 2. Grades durch auch die Ovale O, und 
0, schneiden. Ist F’ = 0 eine solche Fliche 2. Grades, dann wird immer- 
hin die Fliche 0” = %’— 1F’*=0 bei hinreichend groBem 1 zwei Ovale 
O,/ und O,' besitzen, die ganz in der unmittelbaren Nachbarschaft der 
Fliche F” liegen. Jetzt aber kann man sicherlich durch eine Flache 
2. Grades F” = 0 legen, die weder das Oval 0,’ noch das Oval O,' schneidet, 
weil @ diese Ovale nicht trifft. Durch Schrumpfung gelangt man sonach 
zu einer Fliche 4. Ordnung, bei der sich eines der beiden Ovale O, und 
O, in einen isolierten Knoten zusammengezogen hat. Diese Uberlegung 
zeigt, wie man auch bei einer Fliche 4. Ordnung mit nur zehn Ovalen 
stets zu einer Fliche ‘Y = 0 mit neun isolierten Knoten und einem Oval 
gelangt. Dagegen wird man das letzte Oval nur dann in einen isolierten 
Knoten verwandeln kinnen, wenn die Fiche 2. Grades durch die bereits 
vorhandenen neun isolierten Knoten nicht zugleich das Oval schneidet. 
Wir werden spiiter sehen, daB es lichen Y von der einen und der anderen 
Art tatsiichlich gibt.*) 

Der weiteren Betrachtung legen wir jetzt die Fliiche 4. Ordnung 
Y =O mit neun isolierten Knoten D,, D,,---, D, und einem oder zwei 
Ovalen zugrunde. Wir machen wieder D, zum Punkt 2 = y = z= 0, so- 
daB wir den Flichenbiischel wie friiher darstellen kénnen in der Form: 


¥ — AF? = uw? + 2uyw + u,— 1 (4,0 +t)? = 0, 


Die Schnittkurve 8. Ordnung von Y und F’ bezeichnen wir mit 7; ibre 
Projektion aus dem Knoten D, hat die Gleichung: 


x — Uy ‘3 = 2 us tet, + u,t,? => 0. 


*) Es mégen kurz die Verhiltnisse skizziert werden, wie sie sich darbieten falls 
die Fliche 4. Ordnung einen ringférmigen Teil besitzt. Ist R, ein ringférmiger Teil 
vom geringsten Zusammenhang 2 und la8t man ihn schrumpfen, bis ein eigentlicher 
Knoten D, entsteht, so kann dieser noch von zweierlei Art sein. Ist er von der ersten 
Art, so entsteht bei weiterer Schrumpfung in dem Ring eine neve Offmung und er 
erhilt den Zusamnienhang 4; ist er von der zweiten Art, so geht der Ring bei weiterer 
Schrumpfnng in ein Oval iiber. Bei der Projektion aus D, wird der scheinbare Umri8 
von R, im letzten Fall ein einziges Oval im ersteren Fall werden es zwei sich aus- 
schlieBende Ovale. Hierbei ist unter Oval irgend ein paarer Kurvenzug ohne Doppel- 
punkte zu verstehen. Tritt neben dem Ring R, noch ein Ring R, auf, so sind beide 
vom Zusammenhang 2 und die Fliiche 4. Ordnung kann keinen weiteren Flichenteil 
besitzen, wie unmittelbar ihr Umri8 bei der Projekton aus D, erkennen lit. Auch 
mu8 D, hier ein Knoten der zweiten Art sein; denn der Umrif von R, schlieBt den 
Umri8 von R, ein, der aus zwei ineinander geschachtelten Ovalen besteht. Dagegen 
kann die Fliche 4. Ordnung auSer einem ringférmigen Teil noch neun Ovale auf- 
weisen. 
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Die Umrisse aller Flachen des Biischels bei der Projektion aus D, liefert 
die Gleichung: 

oy — Az = (ugu, — uy”) — A(ugt,? — Quyt,t, + ut?) = 0, 
worin w = 0 den Umrif der Flaiche Y bedeutet. 

Die Kurven dieses Biischels besitzen nun acht gemeinsame Doppel- 
punkte D,’, D,’,---, D,’ und zwei gemeinsame Beriihrungspunkte Q’ und 
R’; auBerdem hat jede Kurve einen Beriihrungskegelschnitt u,— At,? = 0. 
Die Kurve 4. Ordnung u,t,—u,t,—0 geht durch die Beriihrungspunkte 
aller dieser Kegelschnitte sowie durch die Punkte D,’, D,’,---, D,’, Q, R’ 
einfach hindurch. 

Unter den Kurven des Biischels befindet sich auch eine reduzible 
Kurve 6. Ordnung; sie zerfillt in zwei Kurven 3. Ordnung y’=0 und 
# =0. Legt man nimlich eine Kurve 3. Ordnung y’ = 0 durch die neun 
Punkte D,’, D,’, ---, D,’, Q, 80 wird sie von den Kurven des Biischels 
in 17 festen Punkten geschnitten, wobei D,’, D,’,---, D,’ doppelt zihlen. 
Wahlt man nun auf »’=0 irgend einen weiteren Punkt, so geht durch 
ihn immer eine Kurve des Biischels; sie hat 18 Punkte mit 7 = 0 gemein, 
von diesen sind 17 fest und einer hat auf 4’=0 eine willkiirliche Lage. 
Deshalb muB diese Biischelkurve zerfallen in die Kurve 3. Ordnung 7’ =0 
und eine weitere Kurve 3. Ordnung #=0. Es muB aber die Kurve 
y- ® =O mit der Kurve y=0 die Punkte Q und FP’ doppelt zihlend 
gemein haben. Da jedoch Q’ und RF’ nicht gleichzeitig auf den Kurven 
y = 0 und # =0 liegen kénnen, so muB 7’ =0 die Kurven y’— iy’ = 0 
in ihrem gemeinsamen Beriihrungspunkt Q’ tangieren, wiihrend # = 0 die- 
selben in R’ tangiert. Es sei bier noch bemerkt, daB dem Biischel 
w’ — Ay’ = 0 auch zwilf*) Kurven angehéren, die neben D,', D,', ---, Dg’ 
noch einen neunten Doppelpunkt besitzen. 

Sehen wir zu, was diese Tatsachen fiir den Flichenbiischel ¥ — 41"? =0 
mit den neun Knoten D,, D,, ---, D, bedeuten. Alle Flichen beriihren 
sich lings der Kurve y = 0; diese tragt die Punkte Q@ und R, deren Tan- 
gentialebenen durch den Knoten ), gehen. Unter den Fliichen des Biischels 
befinden sich dreizehn**) mit einem zehnten Knoten; von diesen dreizehn 
Flachen ist eine dadurch ausgezeichnet, daB ihr scheinbarer UmriB bei 
der Projektion aus D, in zwei Kurven 3. Ordnung y= 0 und # = 0 zer- 
fallt. Diese ausgezeichnete Fliche fiihrt den Namen Symmetroid***); ihr 
scheinbarer UmriB zerfallt stets in zwei Kurven 3. Ordnung, aus welchem 
ihrer zehn Knoten man sie auch projizieren mag. 


*) In Betreff dieser Zahlen sowie des Symmetroides vergleiche man meine Ar- 
beit ,,Die Fliichen 4. Ordnung hinsichtlich ihrer Knotenpunkte und ihrer Gestaltung‘, 
Preisschrift der Fiirstl. Jablonowskischen Gesellschaft, Leipzig 1886 (Seite 8). 

*) a. a. O. Seite 25. **) a. a. O. Seite 23. 
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§ 6. 
Der Biischel der UmriBkurven 6. Ordnung. 


Fiir die hier zur Entscheidung stehende Frage sind die Realitiitsver- 
haltnisse in dem vorher aufgestellten Biischel der UmriBkurven 6. Ord- 
nung von wesentlicher Bedeutung. Von der Fliche Y wissen wir, daB sie, 
abgesehen von ihren neun isolierten Knoten, héchstens zwei Ovale O, und 
O,, besitzt; demgemaB zeigt auch ihr scheinbarer Umrib wy’ héchstens 
zwei Ovale O,', O,,’ und daneben acht isolierte Doppelpunkte D,’, D,’,---, D,’. 
Die Projektion y° der Schnittkurve y der Flichen Y und F hat die zehn 
Doppelpunkte D,', D,’,---, D,, U’, V’, wenn wir mit U’ und V’ die 
Spurpunkte der beiden durch D, laufenden Erzeugenden von F in der 
Projektionsebene bezeichnen. Aufer diesen Doppelpunkten, von denen 
D,', D,', ---, Dg isolierte Punkte sind, kann die rationale Kurve y' noch 
einen paaren Kurvenzug ’ aufweisen, doch ist dieses keineswegs not- 
wendig. Dieser paare Kurvenzug ’ schlieSt die Doppelpunkte D,’, D,’,---, D,’ 
aus, doch kénnte er mit einem oder zwei eigentlichen Doppelpunkten 
nimlich U’ resp. U’ und V’ behaftet sein. Nun ist die Kurve @ der 
Schnitt der Fliche F mit dem Oval O, (oder O,,), daher muB ihre Pro- 
jektion w' entweder ein Oval sein oder die Gestalt einer einfachen Schleife 
— ahnlich einer 8 — oder einer Doppelschleife annehmen. Die beiden 
letzteren Faille kénnen nur eintreten, wenn F' eine Regelfliche ist, also 
U’ und V’ reell sind. Hierbei gibt es aber in dem Biischel y’ —i7’=—0 
immer eine zur Kurve zy’ benachbarte Kurve mit drei sich gegenseitig 
ausschlieBenden Ovalen neben den isolierten Doppelpunkten D,’, D,’, ---, D,’. 
Denn entweder list sich die Doppelschleife in drei Ovale auf, oder die 
einfache Schleife list sich in zwei Ovale auf und V’ erweitert sich zu 
einem Oval, oder U’ und V" erweitern sich zu Ovalen. Diese zu y’ be- 
nachbarte Kurve kann daher gemiB der Darlegung im ersten Abschnitt 
nicht existieren. Daraus geht hervor, daB o’ nur ein einfaches Oval ist und 
daB die Fliche 2. Grades durch die neun isolierten Knoten von Y, falls sie 
diese Fliiche noch in einer reellen Kurve schneidet, niemals eine Regelfliche 
sein kann. Dagegen lipt sich iiber den Charakter der Fliche 2. Grades 
nichts aussagen, falls sie die Fliche Y nicht wirklich schneidet. 

Wenden wir jetzt unsere Aufmerksamkeit der in dem _Biischel 
w’ — ly = 0 enthaltenen reduzibeln Kurve y'- # = 0 zu; sie kann sowohl 
aus zwei reellen als auch aus zwei konjugiert imaginiren Kurven bestehen. 
Mag nun das eine oder das andere der Fall sein, immer schneiden sie 
sich in neun reellen Punkten, niimlich den Punkten D,’, D,’, ---, D,’ und 
einem weiteren Punkt D,’. Ziehen wir beide Kurven zy’ = 0 und 7'- # =0 
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in Betracht, so haben wir die folgenden drei Fille zu unterscheiden 
Erstens: die Kurve 7‘ = 0 besitzt keinen reellen Kurvenzug; zweitens: sie 
besitzt ein den Punkt D,’ einschlieBendes Oval; drittens: sie besitzt ein 
den Punkt D,’ ausschlieBendes Oval. Hieraus kénnen wir sofort die Reali- 
titsverhiltnisse der Kurven 7 und # in den einzelnen Fiillen erkennen. 

Es ist bekannt, daB man durch acht Doppelpunkte einer rationalen 
Kurve 6. Ordnung gerade zwei Kurven 3. Ordnung legen kann, die sie 
noch in einem Punkte beriihren. Daher sind y= 0 und #'=0 die ein- 
zigen die Kurve y’= 0 beriihrenden Kurven 3. Ordnung durch D,’, D,’,---, D,’. 
Haben wir es mit zwei reellen Kurven 7 = 0 und #’ =O zu tun, so be- 
sitzen sie auch einen reellen Beriihrungskegelschnitt u,— 4/,2= 0; denn 
von seinen drei Beriihrungspunkten mit 7’=0 bzw. # =O muB einer 
oder es miissen alle drei reell sein. Die Kurve 4. Ordnung u,t, — u,t, = 0 
schneidet demnach 7/=0 (und @=—0Q) in den acht reellen Punkten 
Dy’, D,', ---, D,{ und auBerdem noch in einem oder drei reellen Punkten, 
namlich jenen Beriihrungspunkten. Somit ist auch ihr letzter Schnitt- 
punkt mit 7 —0 (und # = 0) reell, d. h. die gemeinsamen Beriihrungs- 
punkte Q@’ und FR des Kurvenbiischels ~ — Ay’=0 sind reell. Das hat 
zur Folge, daB hier auch das Oval w’ der Kurve 7’ reell wird, und zwar 
muB ow den Punkt D,’ ausschlieBen, sonst giibe es keine reellen Be- 
riihrungskurven 7 und @’. Das Oval o’ beriihrt die Kurve 7’ = 0 in den 
beiden reellen Punkten Q und FR’ und zwar miissen beide Punkte dem 
nimlichen Oval von y angehéren (als Schnittpunkte mit jener Kurve 
4. Ordnung); es mag dieses das Oval 0,’ sein. 

SchlieBt dagegen des Oval w’ den Punkt D,’ ein, so wird jede Kurve 
3. Ordnung durch die Punkte D,’, D,’,---, D,’ dasselbe in zwei reellen 
Punkten schneiden. Jetzt miissen daher die Punkte Q und I’ sowie die 
Kurven 7 und @ imaginar sein. Wir sehen auch, daB im vorliegenden 
Fall die Punkte U’ und V’ imaginiir sein miissen, was wir schon oben 
erkannt haben. Wire niimlich der Punkt U’ reell, so wiirde die durch 
ihn verlaufende Kurve 3. Ordnung »’— x@’= 0 zwanzig Punkte mit der 
Kurve 7’ gemein haben. 

Besitzt endlich die Kurve yz’ tiberhaupt keinen reellen Kurvenzug, so 
sind @ und F’ imaginiir, und somit gilt das gleiche fiir die Kurven 
i =O und # =0; denn auf reellen Kurven x und @’ liegen immer auch 
reelle Punkte Y und PR. 

Hiernach gilt der Satz: Ist die rationale Kurve 6. Ordnung 7 = 0 ab- 
gesehen von ihren isolierten Doppelpunkten D,', D.’,---, D,’, U', V' villig 
imagindr, so sind es auch die durch D,', D,',---, D,’ verlaufenden be- 
riihrenden Kurven 3. Ordnung 4/=0 und & =0. Besitzt sie jedoch ein 
Oval w’, so sind »' und ® reell oder imaginir, je nachdem ow’ ihren neunten 
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Schnittpunkt ausschlieBt oder einschlieBt. Nur im Falle einer imagindren 
Kurve x = 0 kinnen U’ und V" reell sein. 

Daraus schlieBen wir weiter: Ist Y eine Fliiche 4. Ordnung mit neun 
isolierten Knoten und einem oder zwei Ovalen und ist F' die Fliiche 2. Grades 
durch siimtliche Knoten, so haben wir noch drei verschiedene Fiille zu unter- 
scheiden. Erstens: die Fliche F’ schneidet kein Oval von Y, dann enthiilt 
der Biischel ¥ — iF *=0 ein villig imaginires Symmetroid. Zweitens: die 
Fliche F schneidet ein Oval von ¥, das in dem Biischel enthaltene Sym- 
metroid ist reell und besitet zehn eigentliche Knoten, jedoch sind die Tan- 
gentenkegel aus denselben siimtlich imagindr. Drittens: die Fliiche F schneidet 
ein Oval von ¥, das in dem Biischel enthaltene Symmetroid ist reell wnd 
besitzt zehn eigentliche Knoten, von denen reelle Tangentenkegel ausgehen. In 
den beiden letzteren Fiillen ist F eine Nichtregelfliche. 

Hierzu bemerken wir das folgende. Ein reelles Symmetroid wird von 
der Fliiche F' stets in einer reellen Kurve  geschnitten auch dann, wenn 
sein UmriB »'- # = 0 imaginir ist. Wiire dies nicht der Fall, so bestiinde 
das Symmetroid aus einem innerhalb und einem auferhalb F' liegenden 
geschlossenen Fliichenteil und beide Teile hingen nur in den 9 auf F 
liegenden Knoten zusammen. Jeder Strahl aus D, miiBte aber beide Teile 
in je einem Punkte schneiden, da kein reeller Umrif existiert. Demnach 
kénnte eine solche Fliche unméglich einen zehnten Knoten besitzen, wie 
es doch bei dem Symmetroid sein muB. Im ersten und zweiten Fall 
unseres Satzes ist der Umrif des Symmetroides projiziert aus dem Knoten D, 
imaginir, also muB jeder Strahl durch D, das Symmetroid im zweiten Fall 
in zwei reellen, im ersten Fall aber in zwei imaginiiren Punkten schneiden. 
Das gleiche Verhalten zeigen alsdann auch die iibrigen Knoten. Es ist leicht 
nachzuweisen, daB im dritten Fall die Tangentenkegel aus allen Knoten 
reell sind, doch soll hierauf nicht eingegangen werden, da die Sache fiir 
das weitere ohne Belang ist. 


§ 7. 
Die Maximalzahl der Ovale. 


Es sei ¥Y = 0 wiederum eine Flache 4. Ordnung mit neun isolierten 
Knoten D,, D,,---, Dz; von ihr soll im folgenden der Nachweis er- 
bracht werden, daB sie nur ein einziges Oval besitzen kann. Hierzu sind 
die vorher aufgezihlten drei Fiille einzeln einer eingehenderen Betrachtung 
zu unterwerfen. Dabei ist zu bemerken, daS bisher nur die Méglichkeit 
der genannten drei Fille feststeht, sowie die Unméglichkeit anders ge- 
arteter Fille. Dagegen ist ihre Existenz noch keineswegs dargetan; wir 
werden uns also auch mit dieser Frage zu beschiftigen haben. 
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Erster Fall. Ohne Zweifel kann man Fliichen 4. Ordnung mit neun 
Ovalen herstellen. Dazu braucht man ja nur von einer Flaichen mit zehn 
oder mehr Ovalen auszugehen und durch Schrumpfung die iiberschiissigen 
Ovale zu beseitigen. Von der Fliche mit neun Ovalen gelangt man durch 
den friiher dargelegten SchrumpfungsprozeB zu einer Fliche =O mit 
neun isolierten Knoten. Ist =O die Fliche 2. Grades durch diese 
Knoten, so muB das dem Biischel ® —- 1F*=0 angehérige Symmetroid 
vollig imaginar sein bis auf seine zehn isolierten Knoten. Denn ein 
reelles Symmetroid wiirde, wie wir wissen, von der Fliiche F' in einem 
reellen Kurvenzug geschnitten und dieser wiirde auch auf der Fliche ® 
gelegen sein. Hiermit ist die Existenz von Symmetroiden mit zehn isolierten 
Knoten nachgewiesen. 


Die Gleichung dieses Symmetroides sei 2 = 0; dann laBt sich die 
Fliche Y, welche neun isolierte Knoten D,, D,, ---, D, mit dem Symme- 
troid gemein hat, in der Form darstellen: 


Y=2—-uF*=0. 


Da & hier eine definite Form ist, sind alle Flaichen des Biischels fir 
negative Werte von u imaginir, wenn wir = als positiv voraussetzen. 
Der Fliche Y mu daher ein positives u zugehdren. Nun wird die Ge- 
rade D,D, von dem Flichenbiischel in einer Involution geschnitten, deren 
einer Doppelpunkt auf der Fliche F’' und deren anderer Doppelpunkt in 
D, liegt. Alle Flichen des Biischels liefern fiir positives « ein reelles 
Punktepaar auf D,D,. Deshalb muB ein Oval von ¥, es sei mit O, be- 
zeichnet, den Punkt D, einschlieBen; denn den andern Doppelpunkt der 
Involution kann es nicht einschlieBen, da das Oval nach der Voraussetzung 
nicht von der Fliche F geschnitten wird. Bei der Projektion aus dem 
Knoten D, schlieBt sein scheinbarer Umrif O,’ den Punkt D,’ ein; deshalb 
wird 0,’ von allen Kurven 3. Ordnung durch die Punkte D,’, D,’,---, D,’ 
in zwei reellen Punkten getroffen. Es kann also die Fliche Y kein weiteres 
Oval O,, aufweisen; denn der scheinbare Umrif y’ der Fliiche besiBe als- 
dann die beiden Ovale O,’ und O/, und es giibe Kurven 3. Ordnung, welche 
w in 20 Punkte schnitten. 


Zweiter Fall. Wir nehmen jetzt an, daB das Symmetroid & reell 
sei, daB aber sein UmriB bei der Projektion aus dem Knoten D, (und 
somit auch aus den iibrigen) imaginiir sei. Dann schneiden sich Y und 
F in einem Oval @, dessen Projektion ’ den Punkt D, einschlieBt. 
Liegt die Kurve m auf dem Oval 0,, so schlieBt sein scheinbarer Um- 
riB O,’ das Oval w’ und daher auch den Punkt D,’ ein. Jede Kurve 
3. Ordnung durch die Punkte D,’, D,’, ---, D,’ schneidet somit den schein- 
baren UmriB von ¥ bereits in 18 reellen Punkten, sodaB diese Fliiche 
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kein weiteres Oval besitzen kann. Der Strahl D,D, trifft also auch hier 
das Oval O,, jedoch liegt der Knoten D, des Symmetroides nicht mehr 
in seinem Innern. Das Oval O, schliebt einen von m umgrenzten Teil der 
Nichtregelfliiche F ein; die Flaiche 2 beriihrt dasselbe lings m von auBen, 
sie besteht aus zwei ineinanderliegenden Ovalen, die in den zehn Knoten 
zusammenhingen. 

Die Existenz eines solchen Symmetroides und einer solchen Flache ¥ 
verlangt die Existenz zweier konjugiert imaginirer Kurven 3. Ordnung 1’ 
und # mit neun reellen Schnittpunkten und einem reellen Beriihrungs- 
kegelschnitt. Einen Grenzfall erhalten wir durch Bestimmung zweier ratio- 
naler, konjugiert imaginirer Kurven 4. Ordnung » und @ auf einer Nicht- 
regelfliche, die sich in zehn reellen Punkten schneiden. Die Projektion 
aus einem dieser Punkte liefert zwei rationale, konjugiert imaginire Kurven 
3. Ordnung 7’ und # mit neun reellen Schnittpunkten; die reelle Ver- 
bindungslinie ihrer Doppelpunkte kann doppelt gezihlt als Berihrungs- 
kegelschnitt aufgefaBt werden. Durch Variation entstehen hieraus zwei 
Kurven 7 und # mit reellem Beriihrangskegelschnitt. Hieriiber findet sich 
das Nihere im dritten Abschnitt. 


Dritter Fall. Dieser Fall ist nach den Resultaten des ersten Ab- 
schnittes tiberhaupt ausgeschlossen.*) Die Projektion der Schnittkurve z 
von ¥ und F aus D, besiiBe hier acht reelle und zwei imaginiire Doppel- 
punkte; eine solche Kurve kénnte aber nur noch ein Oval aufweisen, das 
den Punkt D,’ einschlieBt, in dem sich alle Kurven 3. Ordnung durch die 
acht reellen Doppelpunkte schneiden. Nach der Voraussetzung trifft aber 
diese Lage fiir das Oval @’ nicht zu. 

Wir gelangen sonach zu folgendem SchluBresultat: Hine Fléache 
4. Ordnung kann nicht mehr als zehn Ovale besitzen. Verwandelt man neun 
von diesen Ovalen durch Schrumpfung in isolierte Knoten und legt durch 
dieselben eine Fliche 2. Grades, so hat man zwei Fiille zu unterscheiden, 
je nachdem die Fliche 2. Grades das iibrig bleibende Oval schneidet oder 
nicht schneidet. Im leteteren Fall existiert ein imaginires Symmetroid, das 
neun isolierte Knoten mit der F'liiche 4. Ordnung gemein hat, wiihrend das 
Oval dieser Fliche den zehnten Knoten des Symmetroides einschlieBt. Im 
ersteren Fall gibt es ein reelles Symmetroid (doch ist sein Umrifs bei der 
Projektion aus einem beliebigen Knoten imagindr), das die neun isolierten 
Knoten der Fliche 4. Ordnung zu eigentlichen Knoten hat; das Flichenoval 
schlieBt hier den zehnten Knoten des Symmetroides aus, und die Fliiche 
2. Grades durch die neun Knoten ist eine Nichtregelfliche. 


*) Vgl. auch meine Arbeit: ,,Die Maximalzahl von Ovalen bei einer Fliche 
4. Ordnung", Leipzig. Ber. 1911, 8. 487—439. 
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Bei einer Fliiche 4. Ordnung mit neun isolierten Knoten und einem 
Oval ist die relative Lage des Ovals gegen die Knoten folgendermapen be- 
stimmt. Durch die acht Strahlen aus einem beliebigen Knoten gezogen nach 
den iibrigen geht ein Biischel von Kegeln 3. Ordnung; ihre neunte gemein- 
same Mantellinie trifft stets das Oval. Je nach der Wahl des Knotens, von 
dem die Strahlen ausgehen, erhdilt man eine die acht Strahlen ergiinzende 
Mantellinie; diese schneiden sich in dem niimlichen Punkt, der auBerhalb oder 
innerhalb des Ovals liegt, je nachdem die Fliche 2. Grades durch die neun 
Knoten das Oval schneidet oder nicht schneidet. 

Die beiden Arten von Flichen 4. Ordnung mit zehn Ovalen existieren 
tatsiichlich. Auch gibt es Flichen 4. Ordnung, die den Ubergang zwischen 
den Flichen der einen und der andern Art bilden; bei diesen beriihrt die 
Fliche 2. Grades durch die neun isolierten Knoten das Oval, sie schneidet 
also die Fiche 4. Ordnung in einer Kurve 8. Ordnung, die in zwei rationale 


Kurven 4. Ordnung zerféillt. Das Nihere hieriiber findet sich im niichsten 
Abschnitt. 


Ill. Abschnitt. 


Spezielle Kurven und Flachen. 
§ 8. 
Kurven 6. Ordnung und daraus abgeleitete Flichen. 

Zuerst soll eine Kurve 6. Ordnung mit elf Ovalen aufgestellt werden; 
dabei wollen wir eine gewisse Symmetrie um den Koordinatenanfang an- 
nehmen, um die Gleichung der Kurve zu vereinfachen. Die vorausgesetzte 
Symmetrie sei die eines gleichseitigen Dreiecks in bezug auf seinen Mittel- 
punkt; diesen wihlen wir als Koordinatenanfang und eine Ecke des Dreiecks 
im Punkte 1,0. Das Dreieck hat alsdann die Gleichung: 

A= 62*%y — 2y + 32° + 3y? —1=0. 

Hieraus erhailt man die Gleichung einer Kurve 3. Ordnung mit isoliertem 
Doppelpunkt in der Form: 

4A — k= 24a*y — 8y' + 11(2?+y’*) = 0, 
wobei k = a + y®— 4=0 ein Kreis ist. Die Gleichung: 

A(44 —k) =0 

stellt eine reduzible Kurve 6. Ordnung dar; sie begrenzt in der Ebene 
zehn Gebiete, fiir die das Produkt einen negativen Wert besitzt. Daher 
liefert uns die Gleichung: 
A(4Q—k) +e=[62°y—2y°+32°+ 3 y*—1][242°%y—8y5+ 1127+ 11y*]+<e—0 
fiir kleine positive Werte von ¢ eine Kurve 6. Ordnung mit elf Ovalen, 
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Davon liegen neun auBerhalb des Dreiecks, wihrend sich zwei ineinander 

geschachtelt im Innern des Dreiecks befinden. 
Die Kurve: 
f(xy) = A(4Q—k) + «(227+ y*)? = 0 

ist ebenso gestaltet wie die vorige, nur tritt an Stelle des eingeschlossenen 

Ovals der isolierte Doppelpunkt 0,0. Bei passender Wah! von «¢ werden 

sich sechs symmetrisch 

| 7 liegende Ovale in isolierte 

Doppelpunkte zusammen- 

\ / ziehen. Aus der orm der 

| Gleichung folgt, daB die 

bei der Kurve/(xy)=Oauf- 

tretenden Doppelpunkte 

nur auf den Winkelhal- 

\ bierenden des Dreiecks 





\\, y ° 
oder auf dem Kreis 


\ — 
gy 4 “+y?—12=0 
liegen kénnen. Auf dem 
\ 
\ 


/ letzteren entstehen sechs 
/ \ isolierte Doppelpunkte; 


Fig. 4. 4 wenn man é= = setzt. 
Diese Doppelpunkte wer- 
den auf dem Kreis durch die Strahlen y = x tg « ausgeschnitten, wobei 
sin 3a = -— 17:24 V3 ist. Die Kurve f besitzt auBerdem drei Ovale auBer- 
halb des Dreiecks, eins innerhalb desselben und den isolierten Doppel- 
punkt 0,0 (Fig. 4). 
Endlich kann man in der Gleichung: 





g(zy) = A(44—khk) + a4 (x? +- y*)? + d(2?+ y*)(a?+y?—12)?=0 


die Konstante d so bestimmen, daB die drei tiuBeren Ovale der Kurve f sich 
ebenfalls in drei isolierte Doppelpunkte verwandeln, die natiirlich auf den 
Winkelhalbierenden des Dreiecks liegen. Sonach besitzt die Kurve g(xy)=0 
zehn isolierte Doppelpunkte und ein im Innern des Dreiecks liegendes 
Oval (Fig. 4). 

Man kann auch die Kurve: 


h(zy) = A(44—h) + ela? +y*) = 0 


bilden; sie besitzt fiir kleine positive Werte von « sechs eigentliche 
Doppelpunkte in den Schnittpunkten von A=0O und k=O; auberdem 
hat sie einen isolierten Doppelpunkt 0,0 und ein Oval im Innern des 
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Dreiecks. Fiir « = 0,038--- werden die Schnittpunkte von A=0O und 
k = 0 zu isolierten Doppelpunkten und zugleich entstehen auf den Winkel- 
halbierenden drei weitere isolierte Doppelpunkte, von denen einer die 
Koordinaten «= 0, y= 1,28--- aufweist. Die Kurve h(xy) = 0 besteht 
also hier aus zehn isolierten Doppelpunkten und einem innerhalb des 
Dreiecks liegenden Oval; einer der Doppelpunkte fallt in den Mittelpunkt 
des Dreiecks. 

Erwihnen wollen wir noch die Kurve: 

(a* + 4y? — 8) (2? + y? —1— 22) (a? +y¥—14+227)+2e=0. 
Sie zeigt fiir kleine positive Werte von «¢ neun Ovale und hat die imagi- 
niiren unendlich fernen Kreispunkte zu isolierten Doppelpunkten. Die 
gegenseitige Lage der neun Ovale besitzt die auf Seite 204 und 205 dar- 
gelegte charakteristische Eigenschaft. 

Jetzt gehen wir dazu iiber, ein System von Kurven 6. Ordnung mit 
acht gemeinsamen Doppelpunkten aufzustellen. Diese werden uns weiterhin 
in den Stand setzen daraus Beispiele der verschiedenen Arten von Flachen 
4. Ordnung mit neun isolierten Knoten und einem Oval abzuleiten. Die 
Lage der acht festen Doppelpunkte sei gegeben durch: 


a=O0,y=+2; r=+3,y=0; r=+2, y=+2. 
Dann stellt die Gleichung: 
f(ay) = (4a? + 5 y? — 36) (42° + 3y? — 12 — 82) (40° + 3y?-—124 82) = 0 
eine in drei Kegelschnitte zerfallende Kurve 6. Ordnung mit den acht vor- 


gegebenen Doppelpunkten dar. Sie besitzt unter anderen im Unendlichen 
v3 
2 

Doppelpunkte gehen auch die beiden reduzibeln Kurven 3. Ordnung: 


p(xy) = 2(42? + 5y? — 36) = 0 


zwei imaginiire Doppelpunkte «: y= + ‘"". Durch die acht vorgegebenen 


und . 
q(zy) = y(y®— 4) = 0. 
Versteht man unter « und # zwei beliebige Konstanten, so liefert die 
Gleichung: -_ 
g(ay) = f(xy) + «p*(xy) + Ba*(xy) = 0 

ein System von Kurven 6. Ordnung mit den acht festen Doppelpunkten. 

Die Konstanten @ und f bestimmen wir nun derart, dab die Kurve 
g(xy) =9 noch zwei weitere Doppelpunkte im Unendlichen erhiilt. Die 
Glieder der héchsten Potenz in der Gleichung g(xy) = 0 sind aber: 


25(64416a) +a*y*(176+40«) + 2°y!(156+25.) + y°(45-+6)=u,(ay). 
Besitzt die Gleichung u,(zy) = 0 fiir 2”: ¥” eine Doppelwurzel, so hat 
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die Kurve g(zy) = 0 zwei unendlich ferne Doppelpunkte + z,: y,. Setzen 
wir also z*:y? = &:7, so mub &: %, die beiden Gleichungen befriedigen: 
£7(192 + 48a) + &n(352 + 80@) + 4°(156 + 25a) = 0, 
£°(176 + 40a) + §4(312 + 50a) + 7°(135+ 36) = 0. 
Erstens: Die beiden unendlich fernen Doppelpunkte seien 
Ziy=t+t: V2. 
Dann haben wir in den vorstehenden Gleichungen: §=1, 7 =—2 m 


setzen; dadurch ergibt sich: « = fl B = 39. Die Kurve: 


z (xy) = 3f (xy) + 28p*(xy) + 117q*(ay) = 0 
hat in den acht vorgegebenen Punkten isolierte Doppelpunkte und zwei 
imaginire Doppelpunkte im Unendlichen entsprechend den Werten 


a:y=+i:V2. 

Sie besitzt auBerdem ein Oval, 
das den Koordinatenanfang (den 
7 neunten Schnittpunkt der Kurven 
\ p(cy) =0 und g(zy) = 0) ein- 
schlieBt, die y-Achse in den 
Punkten 7y*° = 27 und die z- 
Achse in den Punkten 102% = 3 

schneidet (Fig. 5). 


Zweitens: Die beiden un- 


Fig. 5. endlich fernen Doppelpunkte 
seien 
a:y=+iV2:V5b. 
Fiir diesen Fall ergibt sich: « = — anal B = — 318,92. Die Kurve: 


q (xy) = 17f(ay) — 1148p? (xy) — 5421,6494?(ry) = 0 
hat neben den acht festen isolierten Doppelpunkten noch die beiden im 
Unendlichen liegenden imaginiren x: y= +iV2:V5. Im itbrigen ist 
sie vollig imaginiar. 
Drittens: Die beiden unendlich fernen Doppelpunkte seien x: y = + 1. 


al 700 1197 
Es ergibt sich « = — ag UE B= -— = 


4 (xy) = 153f(xy) — T00p*(ay) — 10773 q?(zy) = 0. 
Sie ist bis auf zehn isolierte Doppelpunkte véllig imaginir; diese be 


stehen aus den acht festen Punkten und den beiden unendlich fernen 
Punkten x: y = + 1. 


folglich als Gleichung der Kurve: 
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Den UWhergang zwischen den beiden Kurven des ersten und zweiten 
Falles bildet die reduzible Kurve: 


216p*(xy) + 1000q7(ry) = 0, 


die aus zwei imaginiren Kurven 3. Ordnung mit Doppelpunkt besteht. 
Im Il. Abschnitt hatten wir den Flichenbiischel 


¥(ayew) — AF" (xyzw) =0 


mit neun gemeinsamen Knoten betrachtet und ihn aus dem Knoten D, 
oder x =y=2=0 auf die Ebene w=0 projiziert. Wir gelangten dadurch, 
za einem Kurvenbiischel wy’ — 47’ =0 von Kurven 6. Ordnung mit acht 
gemeinsamen Doppelpunkten. Dabei war wy’ = 0 der scheinbare Umri8 der 
Fliche Y und z’=0 die Projektion der Schnittkurve der Flichen Y und F. 
Die Kurve zy’ = 0 besitzt neben den Doppelpunkten D,’, D,’,---, D,’ noch 
zwei weitere U’ und V’, wahrend die Kurve w= (© — und ebenso alle 
Kurven des Biischels — von einem Kegelschnitt sechs Mal beriihrt wird. 

Umgekehrt gelangt man von einer rationalen Kurve 6. Ordnung 7 = 0 
zu einem Biischel von Flichen 4. Ordnung mit neun gemeinsamen Knoten. 
Man greife irgend zwei von den Doppelpunkten der Kurve 7’ heraus, be- 
zeichne sie mit U’ und V’; ihre Verbindungslinie sei ¢, = 0 und schneide 
x noch in A’ und B’. Dann lege man eine Kurve 4. Ordnung vo, = 0 
durch A’, B’ und die zehn Doppelpunkte von ;' und zwar derart, dab 
ihre Tangenten in U’ und V’ zusammen mit ¢, das beziigliche Tangenten- 
paar von y harmonisch teilen. AuBerdem ziehe man durch A’ und B’ 
einen Kegelschnitt u, = 0 so, daB in A’ und ebenso in B’ die Tangenten 
von y und uw, harmonisch liegen zu ¢, und der Tangente von v,. Alsdann 
besteht eine Identitit:*) 

1 %—vZ=tiv. 
Demnach hat die Kurve 6. Ordnung y’ =0 mit zy’ acht Doppelpunkte, 
etwa D,’, D,’,---, Ds, gemein und berihrt sie noch in zwei weiteren 
Punkten, etwa Q’ und R’; zugleich findet zwischen y’ und dem Kegel- 
schnitt u, eine sechsmalige Beriihrung statt. Daher libt sich yw’ in der 
Form schreiben: 
vy =u,u, — u,? = 0, 

wobei u, = 0 irgend eine Kurve 3. Ordnung durch seine sechs Beriihrungs- 
punkte mit u, ist. Aus beiden Identitiiten folgt: 


tg (x — ty?) = 0? — ug?t,? = (04 + gt.) (U, — Ugh), 
und diese zieht die weitere nach sich 


Ust, = Ug + ust, oder v, = ust, — ust, 


*) Vergleiche hierzu meine Preisschrift S. 5. 














222 K. Roun. 


worin 4, = 0 die Gleichung eines Kegelschnittes bedeutet. Setzt man diese 
Ausdriicke fiir », und w’ in die obige Identitit ein, so erhilt man: 


yu =tiu, — 2t tu, + 2 uy. 
Offenbar ist aber y’ = 0 der scheinbare Umrif der Flache 

¥ =u,w*? + 2u,w+u,=0 
und 7’ =0 die Projektion der Schnittkurve von ¥=0O und F=t,w+ t,—0, 
daher ist allgemein wy — 47’ = 0 der scheinbare UmriB der Fliiche 

¥ —iF*=0. 
Wahlen wir also eine der vorher aufgestellten rationalen Kurven 

6. Ordnung als Kurve 7’ = 0, so kénnen wir auf dem soeben dargelegten 
Wege zu einer Kurve ¥ =0 mit acht Doppelpunkten und einem Be- 
rihrungskegelschnitt gelangen und von dieser zu einer Fliche 4. Ordnung 
mit neun Knoten. 


Wir behandeln die erste der drei rationalen Kurven, die wir vorher 
aufgestellt haben, niimlich: 


x (xy) = 3f (xy) + 28p*(xy) + 117q2(xy) = 0; 
und schreiben sie in homogener Form: 


xu (xyz) =3(42°+5y*— 362’) (427+ 3y?—122*—8 22) (42°4+ 3y’—122°+ 822) 
+ 2827(42°+5y?— 362°)? + 117 y*(y?—42*)*. 
Unter Beriicksichtigung der Eigenschaften der Kurve 4. Ordnung v, = 0 
findet man fiir diese die Darstellung: 
v, = (22*+y*) (4027+ 63y*) — 984272 — 846y?2* + 2376 x4. 
Setzt man nun noch: 
u, = 402° + 63y* + Lz’ 
und 
py = m2*(4a* + Sy? — 3627)? + ny? (y®? — 42°), 

so ergibt sich durch Vergleich der Koeffizienten gleicher Potenzen links 
und rechts in obiger Identitit: 1 —— 1452, m =— 48000, n =— 127764. 
Dabei ist y’ =O eine in zwei imaginiire Kurven 3. Ordnung zerfallende 
Kurve 6. Ordnung, die mit der Kurve 7 =0 die acht nicht auf der 
Geraden z = 0 liegenden Doppelpunkte gemein hat, den Beriihrungskegel- 
schnitt u, = 0 besitzt und z’ in zwei Punkten Q’ und RF beriihrt. Dab 
eine solche reduzible Kurve immer existiert, haben wir friiher gesehen; 
sie ist der scheinbare UmriB des in dem Biischel ¥ —1F'?=0 enthaltenen 
Symmetroides. 

Infolge dieser Eigenschaften von y’ besteht eine Identitat: y’=u,u,—u,*; 
dabei ist u, = 0 eine beliebige Kurve 3. Ordnung durch die Schnittpunkte 
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der Kurven u, = 0 und v, = 0, wenn man absieht von den beiden Punkten 
u, = 0, 2=0. Nun ist aber: 
v, — (22? + y*®)u, = 2°(192027 + 606 y* + 2376 z*), 
also diirfen wir 
u, = 2(3202* + 101 y? + 3962") 
setzen. Hiernach wird die Identitit: 
4000 2*(4 2? + 5y?—362*)? + 10647 y?(y?—42*)* 
= (402° + 63 y?— 14522*) (xa*+1a°y?+uy'+vr%2?+ oye? +62) 
— r2*(3202? + 101 y? +396 2")? 
= (402°+63y?— 14522?) (1600.24 + 148027 y? + 169 y* — 1440272? + 600y*2* 
+1296 z*) + 1222(3202? + 101 y? + 3962), 
indem man die Koeffizienten durch Vergleich beider Seiten bestimmt. 
Hieraus schlieBen wir weiter, daB die Gleichung: 
>= (402° + 63 y?— 1452 2°) w? + 43 (32042 + 101 y? + 396 2*) ew 
— (160024 + 14802*y?+ 169 y4 — 14402? 2*+ 600 y? 2? + 1296 2*) =0 
ein Symmetroid mit zehn eigentlichen Knoten darstellt. Projiziert man 
das Symmetroid aus seinem Knoten = y=2z=0 auf die Ebene w = 0, 
so erhilt man als scheinbaren Umrif eine imaginire Kurve mit neun iso- 
lierten Doppelpunkten. Auf der Geraden y= 0 liegen die Doppelpunkte 
x2+32=0 und «=0, auf der Geraden y—2z2=—0 die Doppelpunkte 
x+2z2=0 und x=0, endlich auf der Geraden y + 22 = 0 die Doppel- 
punkte + 2z2=0 und z=0. Der Tangentialkegel im Knoten c=y=—z=0 
besitzt die Spurkurve: 4027 + 63y? — 14522? = 0, die siimtliche Doppel- 
punkte einschlieBt, wie es ja sein muB. 
Von den zehn Knoten des Symmetroides liegen neun auf der Fliche 
2. Grades (Nichtregelfliche): 
F= 22? + y? —V32w =0; 
es sind dies die Knoten 
- 3, VU, 1, 63, 
+2, 2,1, 4Y3, 
+2, cat 2, 1, 473, 
0, +2, 1, 4:V3, 
a 8&6 8. 
Sein zehnter Knoten ist der Punkt 0:0:11:6)3 und liegt im Innern 
der Fliche F, die das Symmetroid auSerdem in einem Oval schneidet. 
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Der Fliichenbiischel: F? — 42 = 0 liefert fiir kleine negative Werte 
von A eine Flache 4. Ordnung mit neun isolierten Knoten und einem Oval. 
Dieses wird, wie wir friiher gezeigt haben, von dem Strahl geschnitten, 
der vom Punkt z=y=—z=0 nach dem zehnten Knoten geht. Setzt man 
4 =— — 4’, so schneidet der Strahl z = 0, y= 0 die Fliche F? + un? ZT =0 
saa z=0, die fiir kleine Werte von u 
in der Nachbarschaft des Punktes « = y = w = O liegen. 

Ganz in der gleichen Weise, wie wir soeben die erste der drei vorher 
aufgestellten rationalen Kurven behandelt haben, kénnen wir auch mit der 
zweiten und dritten zu verfahren, um zu entsprechenden Fliichen 4. Ord- 
nung mit neun isolierten Knoten und einem Oval zu gelangen. Im zweiten 
und dritten Fall ist die rationale Kurve 6. Ordnung 7’ = 0 imaginiir; beide 
haben im endlichen dieselben acht isolierten Doppelpunkte, dagegen be- 
sitzt jene im unendlichen zwei imaginiire, diese aber zwei isolierte Doppel- 
punkte. Durch die acht im endlichen liegenden Doppelpunkte gehen zwei 
Kurven 3. Ordnung, welche die Kurve y= 0 noch je einmal beriihren; 
sie sind — ebenso wie ihre Beriihrungspunkte — konjugiert imaginar. 
Das Produkt dieser beiden Kurven, das wir wieder mit w’ = 0 bezeichnen, 
ergibt sich ganz wie vorher und damit zugleich auch der Kegelschnitt 
u,= 0, der beide je dreimal beriihrt. Hierauf fihre man noch das Pro- 
dukt y’ in die Form y’=u,u,— u,? iiber, dann ist: 


in den beiden Punkten: w + 


2 = u,w*? + 2u,w + u,=— 0 
ein imaginires Symmetroid mit zebn isolierten Knoten. Acht Knoten des 
Symmetroides entsprechen den acht im Endlichen liegenden Doppelpunkten 
von z, ein weiterer ist der Punkt z= y—2=0; ihr zehnter Knoten 


liegt auf der Geraden x=y=(. Durch jene neun Knoten geht eine 
Fliche 2. Grades: 


F=52?+2y¥+ozw=0 resp. F=2*?*— y+ ozw =), 


in der natiirlich g noch passend zu bestimmen ist. Und zwar gilt jene 
Gleichung im zweiten, diese im dritten Fall; hier haben wir es mit einer 
Regelflache, dort mit einer Nichtregelfliche zu tun. 

Die Gleichung: 2 —AF?=0 stellt fiir kleine Werte von A eine 
Fliche 4. Ordnung mit neun isolierten Knoten und einem Ovale dar, das 
den zehnten Knoten des Symmetroides umschlieBt. Das Vorzeichen von 4 
ist dabei positiv zu nehmen, wenn & eine positiv definite Form ist. 

Hiermit sind alle am Ende des IJ. Abschnittes aufgezihlte Méglich- 
keiten erschépft. Die zeitraubende Rechnung habe ich nur im ersten Fall 


wirklich durchgefiihrt, im zweiten und dritten Fall unterlassen, da sie 
nichts Neues bietet. 
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§ 9. 


Flichen 4. Ordnung vom Tetraédertypus, Symmetroid. 


Der Einfachheit halber legen wir hier ein reguldéres Tetraéder xu- 
grunde, das wir zugleich als Koordinatentetraéder benutzen mit dem 
Mittelpunkt als Einheitspunkt. Die Gleichungen bleiben auch bei einem 
allgemeinen Tetraéder dieselben; dagegen besitzen die Fliichen 4. Ordnung, 
wenn wir ein reguliires Tetraéder benutzen, die nimlichen Symmetrie- 
verhiiltnisse wie dieses. Zuniichst gehen wir von einer Kummerschen Flache 
aus; sie soll je zwei Knoten auf den sechs Kanten des Tetraéders und je 
einen Knoten auf seinen Héhen aufweisen. Eine solche Fiche ist: 


Q = |(2*+y? + 224 w*) —4(vy+ew+e2e+ywtaowt+yz)) — 4322yzw = 0. 


fhre Knoten auf der Kante = y =O sind z:w=2+ V3 und analog 
auf den iibrigen Kanten, ihr Knoten auf der Hihe y=2=w ist r:w=3 
und analog auf den iibrigen Héhen.*) Die Kugel, welche die sechs Kanten 
des Tetraéders beriihrt, hat die Gleichung: 
K = (a*+y?+ 224+ w*) — 2(ryt+2w+ae+yw+aw st yz) = 0. 
Nun bestimme man in der Gleichung: 
Q+ 1K? =0 
die Konstante 4 derart, daB auf den Kantenhalbierenden, d. h. den Ver- 
bindungslinien der Mitten zweier Gegenkanten, je zwei isolierte Knoten 
entstehen. Die Schnittpunkte der Fliiche mit der Kantenhalbierenden 
x =¥, 2=w sind aber gegeben durch: 
a+ 162° w + (164 — 42) 2? w? + 1620* + wt = 0. 
Dieser Ausdruck wird fiir 4 = 6,75 ein reines Quadrat (z*+ 82w + w*)?=0. 
Daher besitzt die Fliche: , 
Q + 6,75 K? = 0 
die beiden Knoten s =y=—4+Y15, 2=w—=1 und ebenso je zwei 
weitere Knoten auf den andern beiden Kantenhalbierenden. Man iiber- 
zeugt sich leicht, daB man es hier mit sechs isolierten Knoten zu tun 
hat; auBerdem existieren noch vier Ovale innerhalb des Tetraéders. 
Durch diese sechs isolierten Knoten legen wir die Kugel: 
A = (2+ y? + 22+ w*) —A(ay+ew+e2+yw+rew+yz) =0 


und bilden die Flache: 
Q + 6,75 K?+ oA? =0 


*) Eine derartige Fliche ist von F. Klein modelliert worden und findet sich 
unter den Kummerschen Fliichen der Modellsammlung von Schilling. 


15 
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oder: 

tla? + y+ 2+ w*?— 4(ay+2w+ae2+ yw+ow+ yz)? — 64ryew 

+ (a? + y? + 224+ w*?— 2(ay+e2w+ee+yw+ew+yz)=0. 

Hierin soll t so gewahlt werden, daB auch die bei der vorigen Fliche 
noch vorhandenen vier Ovale sich in isolierte Knoten zusammenziehen, die 
natiirlich auf den Héhen des Tetraéders liegen. Fiir einen Knoten auf der 
Héhe y = z = w miissen die ersten Ableitungen der Flichengleichung ver- 
schwinden; das liefert die beiden Relationen: 
t(a*— 12aw—9u*) (a@—6w) + (a*—6rw —3w*) (2x—3w) — 160? =0, 
t(a*— 1220 —9w*) (24+ 3w) + (2? —-62w —3w*) (x+w) + l6rw =0. 
Hieraus folgt: (2*—22w + w*) (a*— 22w — 39w*) = 0; es entsteht daher 
ein Knoten im Punkt « = 1+ 40, z= w—1 innerhalb des Tetraéders 
(die Wurzel ist positiv zu nehmen) und ebenso entstehen drei entsprechende 
Knoten auf den andern Héhen. Unter Benutzung des soeben gefundenen 
Wertes von « findet man 1 = (16 /10— 20): 135. 

Fiir diesen Wert von r stellt also die obige Gleichung eine Fliiche 
4. Ordnung mit zehn isolierten Knoten dar. Wir transformieren auf das 
Tetraéder der auf den vier Héhen liegenden Knoten und erhalten als 
Gleichung der Fliche bezogen auf dieses Tetraéder: 


4(5 +740) L + 5(8 +740) M + 1240 cyzw = 0, 
wenn: 
L = vy? + 20? + sew? t y?2? 4+ 272? 4+ ye? 
und: 


M=x*(yz+z2w+wy)+y(ew+wr+a2)+2(we+cyt+yw)+w(rcytysz+z22) 
sind. Von den sechs weiteren Knoten fallen zwei in die Punkte 


seyo-Vis+V2, e=w= l. 


Projizieren wir die Fliche aus dem Knoten z = y= 2z=0 auf die Ebene 
w=, so erscheint als UmriB der Fliche die Kurve: 


3(aty?+ at2*+---) + (—104+4Y10) (atye+---4+ a5y?+---) 
+.(50 — 8/10) (aS y22 + a y2?+---) + (— 1544 64Y10) a? y? 2? = 0, 
die sich in die beiden imaginiiren Kurven 3. Ordnung spaltet: 
o(eyty2t+ 2r4 222+ yx + zy) 
+ 69° xyz + iV1 — 9? (a*y + ye + 222 — a2 — yx — 2®y) = 0, 
wobei 9? = - (V10—1) ist. Demnach haben wir ein imagindres Symme- 


troid mit zehn isolierten Knoten vor uns. Die zehn Knoten liegen 21 mal 
za vieren in einer Ebene. 
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Bei den Flaichen 4. Ordnung mit neun isolierten Knoten und einem 
Oval haben wir zwei verschiedene Arten unterschieden, je nachdem die 
Fliche 2. Grades durch die neun Knoten das Oval schneidet oder nicht. 
Es soll nun gezeigt werden, da ein stetiger Ubergang von den Flichen 
der einen Art zu denen der andern Art méglich ist. Diesen Nachweis 
erbringen wir dadurch, dab wir eine Fliche 4. Ordnung aufstellen, bei 
welcher die Fliche 2. Grades durch ihre neun isolierten Knoten das Oval 
bertihrt. Die Schnittkurve 8. Ordnung dieser beiden Flichen mu hier 
zehn isolierte Doppelpunkte aufweisen, d. h. sie muB in zwei konjugiert 
imaginiare rationale Kurven 4. Ordnung zerfallen, und die Fliiche 2. Grades 
muB eine Nichtregelfliche sein, Als solche wihlen wir eine Kugel. Dieser 
schreiben wir ein reguliires Tetraéder ein und ziehen seine drei Kanten- 
halbierenden (Verbindungslinien der Mitten zweier Gegenkanten); dieselben 
schneiden die Kugel in den sechs Eckpunkten eines reguliren Oktaéders. 
Machen wir das Tetraéder zum Koordinatentetraéder, so wird die Gleichung 
der Kugel: 

K=a2y+ew+e2+yuw+aew+yz= 0. 
Die Koordinaten der Tetraéderecken sind alsdann: 1, 0, 0, 0; 0, 1, 0, 0; 
0), 0, 1, 0; 0, 0, 0, 1; die Koordinaten der Oktaéderecken sind 1, 1, —2+ 73, 
—2+V3; 1,-—2+YV3, 1,—2+V3; —2+YV3,1,1,-—2+V3. Bei 
der Projektion aus dem Punkt z=y=—2=0 auf die Ebene w= 0 er- 
hilt man neun Punkte, die einerseits auf dem Geradentripel: 


[x + y(2+V83)] [y + «(2 +V3)] [e + e(2 +V3)] = 0, 


andererseits auf dem Geradentripel: 


[x + y(2—Y3)| [y + 2(2+Y8)] [e + 2(2—-V3)] =0. 
liegen. Durch die neun Punkte geht also der Kurvenbiischel: 
(a®y + y2+ 22x) + (222+ y*e+ zy) (o—1) + 38exry2 = 0 
Nun geht durch den Punkt z = y= z= 0 der Kugel ein imaginires Paar 
von Erzeugenden, das die Ebene w=0 in den Punkten: 1, «, e? und 


1, &, ¢ trifft, wenn ¢ = is ist. Dem obigen Kurvenbiischel ge- 
héren ein Paar konjugiert imaginire Kurven 3. Ordnung an, die in 1, ¢, é* 
resp. 1, e*, ¢ einen Doppelpunkt besitzen. Die sie projizierenden Kegel 


3. Ordnung sind: 

y (xyz) = a*y + y®2 + fa —e (222+ yr+ ey) + 3(1—«¢) cyz =, 

# (xyz) = ay + p22 + ofa — 8 (a*24+ yet 2ty) + 3(1 —&*) rye = 0. 
Sie schneiden daher die Kugel in zwei konjugiert imaginiren rationalen 


Kurven 4. Ordnung mit zehn reellen Schnittpunkten. 
15* 
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Irgend neun von diesen zehn Punkten kénnen als Knoten einer Fliache 
4. Ordnung ¥Y = 0 gewiihlt werden. In dem vorliegenden Fall ist das dem 
Flichenbtischel ‘Y — 14K*=0 zugehirige Symmetroid identisch mit der 
Kugelflache K=0. Es ist dies unmittelbar ersichtlich, denn die neun 
Strahlen gezogen von einem Knoten des Symmetroides nach den tibrigen 
bilden die gemeinsamen Mantellinien eines Biischels von Kegeln 3. Ord- 
nung. Die Fliiche: 
Y = 4w*(x+ y+ 2) — 3w*(a?+ y+ 2") + 18 w aye + (2? y? + y+ 22?) 


+ 4ryz(x+y+2)=0 
besitzt neun Knoten; es sind die oben genannten zehn Punkte mit Aus- 
schlu8 des Punktes c= y—=—2z=0Q. Das Gleiche gilt fiir alle Flichen des 
Biischels: ¥ — A4K*= 0. Die Gleichung dieser Fiichen ist symmetrisch in 
den Variabeln 2, y, z; der Biischel enthalt daher vier Flachen mit zwélf 
Knoten. 

Der Tangentialkegel der Flaiche im Punkt 1, 0, 0,0 hat die Gleichung: 


y® + 22+ 4y2 — 3w?— A(y+2+wy=—0. 
Er zerfallt fiir 4—3 in das imaginire Ebenenpaar: 


2(y—2) —(3+iV3)(y+w) =0; 

demnach ist fiir 4>3 der Punkt 1, 0, 0,0 ein isolierter Knoten. Mit 
ihm zugleich werden auch die Knoten 0, 1, 0,0 und 0, 0, 1, 0 isoliert. 
Auch die sechs weiteren Knoten werden fiir hinreichend groBe Werte von 
4 isolierte. Will man untersuchen, wann der Knoten « = y = —2+YV3, 
z=—w=1 biplanar mit zwei imaginiren Tangentialebenen wird, so be- 
achte man, dab die Ebene  — y = 0 eine Symmetrieebene der Fiche ist; 
diese Ebene mu daher die Fliche in einer Kurve mit Spitze schneiden. 
Nun ist die Gleichung der Schnittkurve: 


4w®(2y + 2) — 3w*(2y?+ 2*) + 18wy*z + y+ Gy*?2* 
+ 8y®2 — A(y?+ 2yz2+ 2yw +w*) = 0. 

Ihre Doppelpunkte y = — 2 +/3, z = w= 1 gehen in Spitzen iiber fiir 
A=9+4/YV3. Sobald also 4>9+V3 genommen wird, sind alle neun 
Knoten der obigen Fliche isoliert. Nimmt man z. B. 4=15, so besitzt die 
Fliche noch ein Oval, das die Kugelfliche K=0 im Punkte 0, 0, 0, 1 
von Innen beriihrt. Die Gerade x = y= schneidet nimlich das Oval 
auBerdem im Punkt 1, 1, 1, 10. 

Hiermit ist auch ein stetiger Whergang von den beiden frither nach- 


gewies enen Flichenarten ineinander dargetan. Wir kénnen daher folgen- 
des Resultat aussprechen: Sind P,, P,,---, P, die Knoten einer Fliche 
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4. Ordnung ¥, so gibt es stets einen Punkt J derart, daB die Strahlen, 
die man aus einem beliebigen Knoten nach ihm und den iibrigen Knoten 
ziehen kann, die gemeinsamen Mantellinien eines Biischels von Kegeln 3. Ord- 
nung bilden. Die Punkte P,, P,,---, P, sind zugleich die Knoten eines 
Symmetroides X, das im Punkt J seinen zehnten Knoten hat. Sind die neun 
Knoten der Fliiche ¥ isoliert und besitzt sie auBerdem ein Oval, so schneiden 
stimtliche Strahlen P,J, P,J,---, P,J das Oval. Dabei kann J im Innern 
des Ovals oder auf demselben oder auBerhalb liegen. Im ersten Fall ist 2 
imagindr; im zweiten Fall ist & eine doppelt zu ziihlende Nichtregelfliche 
2. Grades. Im dritten Fall ist & reell und schneidet das Oval, doch sind 
Te Tangentenkegel aus seinen Knoten imaginiir. Die Fliche 2. Grades 
durch die neun Knoten von Y schneidet im ersten Fall das Oval nicht, sie 
beriihrt es im zweiten und schneidet es im dritten Fall; in den letzteren 
beiden Féillen kann die Fliiche 2. Grades keine Regelfliiche sein. 


Berichtigung 
zu dem Aufsatze von R. Rothe: ,,Uber die Inversion einer Fliiche und die konforme 
Abbildung zweier Fliichen aufeinander mit Erhaltung der Kriimmungslinien“. 
Math. Ann. 72, 8. 57—77. 

Die Bemerkung der FuBnote auf 8. 71 iiber ein angebliches Vorzeichenversehen 
in der zitierten Abhandlung des Herrn P. Calapso ist zu streichen. Es war mir ent- 
gangen, da® der Verfasser seine Betrachtungen iiber die Inversion einer isothermen 
Fliche nicht an der bis dahin von ihm untersuchten Fliche S, sondern an einer andern, 
ebenso bezeichneten anstellt, die aus jener durch eine Christoffelsche Transformation 
hervorgeht. 


Clausthal, November 1912. 
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Zur arithmetischen Theorie der ternaren Gleichungen von 
hdéherem Geschlechte.*) 


Von 


Jutsus v. 8z. Naey in Kolozsvar (Klausenburg) (Ungarn). 


Hilbert und Hurwitz haben in einer gemeinsamen Abhandlung**) be- 
wiesen, daB jede unikursale Kurve mit rationalen Koeffizienten durch 
birationale Transformation mit rationalen Koeffizienten in eine Kurve 
zweiter Ordnung und sogar jede unikursale Kurve ungerader Ordnung in 
eine Gerade transformierbar ist 

Diese Eigenschaften der unikursalen Kurven mit rationalen Koef 
fizienten hat spiiter auch Poincaré***) bewiesen. AuBerdem hat er die 
bikursalen Kurven mit rationalen Koeffizienten eingehend untersucht, aber 
fiir diese Kurven hat er einen zu den unikursalen Kurven analogen Satz 
nicht gefunden. Er hat aber gezeigt, dab jede bikursale Kurve mit ratio- 
nalen Koeffizienten, wenn es auf ihr einen rationalen Punkt (Punkt mit 
rationalen Koordinaten) gibt, durch birationale Transformation mit ratio- 
nalen Koeffizienten sich in eine Kurve dritter Ordnung (sogar in eine 
Kurve beliebiger Ordnung (> 53)) tiberfiihren laBt und allgemeiner, dab 
eine bikursale Kurve mit rationalen Koeffizienten in eine Kurve m* 
Ordnung (m>3) dann und nur dann iiberfiihrbar ist, wenn sie eine 
m-elementige rationale Punktgruppe hat, (dh. solche m Punkte, bei 
welchen simtliche elementaren symmetrischen Funktionen ihrer Koordi- 
naten rational sind). 

Fiir die Kurven mit rationalen Koeffizienten vom Geschlecht Zwei 
habe ich in einer friiheren Abhandlung gezeigt}), daB eine soleche Kurve 


*) Diese Abhandlung stimmt im wesentlichsten mit der Abhandlung tiberein, 
welche am 17. Febr. 1912 vor der dritten Klasse der ungarischen Akademie der Wissen- 
schaften vorgelegt wurde. 

**) Uber Diophantische Gleichungen vom Geschlechte Null“. Acta Math, 14 
(1890, 1891), S. 2177f. 

**) Sur les propriétés arithmétiques des courbes algébriques, J. de Math 
(5), 7 (1901), S. 1611f. 

+) ,, Uber arithmetische Eigenschaften algebraischer Kurven“ Math, und Naturw. 
Berichte aus Ungarn 26, 8. 186ff. Dort wurde auch das gezeigt, daB es auf jeder Kurve 
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sich durch birationale Transformation mit rationalen Koeffizienten in eine 
Kurve vierter Ordnung transformieren laBt. Diese Tatsache steht in ge- 
nauer Analogie mit dem Satze von Hilbert und Hurwitz. 

Diese Untersuchungen werden in dieser Abhandlung verallgemeinert. 


Im folgenden werden wir unter einer Kurve C} eine terniire Glei- 
chung n® Ordnung 
(1 ) F(z,, Xe, 2s) = 0 


mit rationalen Koeffizienten vom Geschlecht p (im Riemannschen Sinne) 
oder eine Kurve n*’ Ordnung mit rationalen Koeffizienten vom Geschlecht p, 
unter einer adjungierten Kurve eine adjungierte Kurve mit rationalen Koef- 
fizienten, unter einer Transformation eine birationale Transformation mit 
rationalen Koeffizienten verstehen; wihrend unter einer m-elementigen Punkt- 
gruppe eine m-elementige rationale Punktgruppe, a. h. solche m Punkte der 
Kurve C?, bei denen siimtliche elementaren symmetrischen Funktionen 
ihrer Koordinaten rational sind, verstanden sein sollen. — 
Wir miissen noch eine neue Benennung einfiihren. 


Wir nennen Grundzahl der Kurve Cf den gréBten gemeinsamen 
Teiler der beiden Zahlen » und 2p — 2 und bezeichnen ihn mit Q,, also 
(2) Q, = [n, 2p — 2]. 

Dann kénnen wir unsere Sitze so aussprechen: 

Erster Satz: Es gibt auf jeder Kurve C? unendlich viele h-@Q, ele- 
mentige Punktgruppen, wo h eine beliebige nur der Ungleichung h-Q,>p—1 
geniigende ganze Zahl ist. 

Speziell: Es gibt auf jeder Kurve C} (p>1) unendlich viele (2p—2) 
elementige Punktgruppen. 

Zweiter Satz: Wenn es auf einer Kurve C} eine m(>p+1) ele- 
mentige Punktgruppe (ganz auBerhalb der singuliren Punkte) gibt, dann 
und nur dann ist die Kurve C} durch birationale Transformation in eine 
Kurve Ch (m>p +1) iiberfiihrbar. 

Eine Kurve C? ist transformierbar in eine Kurve C), wenn m(>p+1) 
ein ganzzahliges Vielfaches der Grundzahl Q,, ist. 

Speziell: Eine Kurve C? (p>2) lat sich in eine Kurve C}, _» (2p—2)” 
Ordnung transformieren.*) 

Diese Siitze sind das genaue Analogon des Satzes von Hilbert und Hur- 
witz iiber unikursale Kurven. 


mit rationalen Koeffizienten vom Geschlecht Zwei unendlich viele rationale Punkt- 
paare und unter ihnen im allgemeinen unendlich viele solche rationale Punktpaare 
gibt, welche nicht dem kanonischen Punktsystem g, angehéren. 

*) Eine Ausnahme kommt bei den hyperelliptischen Kurven vor. 
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Die Siatze bleiben auch dann bestehen, wenn die ternire Form (1) 
keine rationalen Koeffizienten hat. In diesem Falle sollen die rationalen 
Punktgruppen, die Koeffizienten der angewandten birationalen Trans- 
formationen im Zahlkérper der Koeffizienten von (1) rational sein.*) 


$ 1. 
Ober die Punktgruppen, welche auf einer Kurve C® immer 
auftreten. 


Auf einer Kurve C/ kennen wir aufer den Punktgruppen, in welchen 
algebraische Kurven mit rationalen Koeffizienten die Kurven Cf treffen, 
im allgemeinen keine anderen (rationalen) Punktgruppen. Wir wollen diese 
Punktgruppen zur Ableitung anderer Punktgruppen benutzen 

Weil wir aber zur Ableitung weiterer Punktgruppen nur adjungierte 
Kurven (im allgemeinen héher als (»—3)** Ordnung) benutzen kénnen 
und weil die Anzahl der abhingigen Schnittpunkte (mit der Kurve C?) 
bei diesen Kurven im allgemeinen p ist, darum werden die durch adjungierte 
Kurven ableitbaren Punktgruppen wenigstens p Punkte enthalten. 

Wir leiten eine neue Punktgruppe folgenderweise ab: 

Fiihren wir durch die (kn +2p—2)-elementige Punktgruppe, welche 
eine adjungierte Kurve (n—3-+4)** Ordnung (k>0) auBer den Doppel- 
punkten aus der Kurve CY ausschneidet, i-mal und durch eine soviel 
elementige rationale Punktgruppe der Ebene, als méglich ist, eine ad- 
jungierte Kurve geniigend grob (n—3-+ XK)" Ordnung hindurch. Diese 
adjungierte Kurve schneidet die Kurve C/ auSer in den Doppelpunkten 
und der erwihnten (kn + 2p— 2)-elementigen Punktgruppe in einer 
(3) Kn + 2p — 2 — d(kn+ 2p—2) = m(>p—1) 
elementigen Punktgruppe. 

Aus der folgenden Form der Gleichung (3) 

(4) (K —Ak)n — (A—1) (2p —2) = m(>p—1) 
kénnen wir sofort erkennen, daB die Zahl m, d. h. die Anzahl der Punkte 
der erhaltenen neuen Punktgruppe, ein ganzzahliges Vielfaches der 
Grundzahl 

@, = |", 2p—2] 
sein muB. 

Umgekehrt: wenn h eine beliebige ganze, positive Zahl ist, fiir welche 
die Ungleichung 

h-Q,>p-1 


*) Der Einfachheit halber werden wir den Fall betrachten, wenn die Kurve C? 
nur gewdhnliche Singularitaiten, also gewéhnliche Doppelpunkte und Spitze bat, aber 


unsere Erntwicklungen sind auch dann richtig, wenn die Singularitiiten der Kurve C? 
nicht so einfach sind. 
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besteht, so kinnen wir immer auf der Kurve C? m= h- Q-elementige 
Punktgruppen auffinden. 

Im Faille m=h-Q,(>p—1) kénnen wir der Gleichung (4) durch 
nicht negative ganze Zahlen K, = K — Ak und A immer Geniige leisten. Es 
seien K, und 4 solche Lésungen der Gleichung (4), so wird eine adjungierte 
Kurve (n—3+K, +Ak)** Ordnung, welche durch eine (kn +2p—2)- 
elementige Punktgruppe j-mal (oder durch 4 solche (kn + 2p— 2)-ele- 
mentige Punktgruppen einfach) hindurchgeht, auBer dieser Punktgruppe 
und den Doppelpunkten eine m=—h@,-elementige Punktgruppe aus der 
Kurve C,? ausschneiden (m>p—1).*) W. z. b. w. 

Wir kénnen solche m,-elementige Punktgruppen, fiir welche 

m, +h-Q,(>p—1) 

ist, auch durch die Benutzung der m(=hQ,>p — 1)-elementigen Punkt- 
gruppen nicht auffinden. Denn eine adjungierte Kurve (n —3-+ KX) Ord- 
nung, welche durch eine (kn+2p—2)-elementige Punktgruppe A-mal, 
durch eine m = h-Q,(>p—1)-elementige Punktgruppe u-mal hindurch- 
geht, schneidet auBer diesen Punktgruppen aus der Kurve C! wieder eine 
(5) (K—ik)n — (A—1) (2p—2) — um = m(=hQ,>p—1) 
elementige Punktgruppe aus. 

Mit Hilfe der erhaltenen m-elementigen Punktgruppen kénnen wir 
unendlich viele andere m-elementige Punktgruppen ableiten**), wie folgt: 

Es seien K, = K — Ak, 4 und w nicht negative ganze Lésungen der 
Gleichung (5), wo jetzt m = m sei. 


*) Die so ableitbaren Punktgruppen bestehen im Falle p= oder p=1 aus 
m=hQ, (h=1,2,3---) Punkten, (im Falle p=1 ist Y,—=n), im Falle p>1 aus 
p—it+aq +hQ, (8A=90,1,2,---) Punkten, wo 

I, = (", p— 1] 
ist. Denn im Falle p>1 ist der kleinste Wert von m(>p—1), welcher durch Y 
teilbar ist, p—1-+q,. 

Dies ist unmittelbar klar, wenn 


“ 


Qn _— [n, 2p—2] — Un —_ [n,p—1] 
ist, aber diese Behauptung bleibt auch dann richtig, wenn 
Vn = 249, 


ist. In diesem Falle ist 

2p—2—Q,a=— 24, a, 
wo @ eine positive ungerade ganze Zahl bedeutet. Denn, wenn a eine gerade Zahl 
wire, so wiire auch die Zahl p—1—y,,« durch Y, = 2q,, teilbar, was im Gegensatze 
zu unserer Annahme steht. Also ist die Zahl « ungerade und deshalb ist die Zahl 


a+1 


2 


f= 5 + 4 — In(@+ 1) ats Q,° 
durch Q,, teilbar. W. z. b. w. 
*) Fiir m=p vgl. die Abhandlung von Poincaré, a. a. 0., 8. 231—233, oder 
meine Abhandlung a. a. 0., S. 173¢f. 
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Fihren wir durch eine (kn + 2p—2)-elementige Punktgruppe 4-mal 
(oder durch 2 verschiedene (kn + 2p — 2)-elementige Punktgruppen einfach), 
durch die bekannte m-elementige Punktgruppe u-mal (oder, wenn mehrere 
schon bekannt sind, durch eine u,-mal, durch die zweite u,-mal, ---, durch 
die s* m-elementige Punktgruppe u,-mal, sodaB uw, +mu,+---+",—4 sei) 
alle mégliche adjungierte Kurven (n —3-+ K)** Ordnung hindureh.*) Jede 
dieser Kurven wird aus der Kurve C? eine neue m-elementige Punkt- 
gruppe ausschneiden. 

Weitere m-elementige Punktgruppen kénnen wir erhalten, wenn wir 
entweder von anderen Lisungen K,, i, u der Gleichung (5) ausgehen, oder 
wenn wir fiir die schon erhaltenen m-elementigen Punktgruppen die vorige 
Konstruktion wiederholen, oder die von Poincaré herriihrende zweite Kon- 
struktion, wie folgt, anwenden. 

Durch zwei m-elementige Punktgruppen fiihren wir eine adjungierte 


Kurve (n—3+ H)*" Ordnung (H> neti ?). Diese Kurve wird aus 


der Kurve C? eine (Hn + 2p —2— 2m) elementige Punktgruppe aus- 
schneiden. Die durch diese Punktgruppe und eine dritte m-elementige 
Punktgruppe hindurchgehenden adjungierten Kurven derselben (1 —3+ H)\*" 


Ordnung schneiden neue m-elementige Punktgruppen aus der Kurve Cy 
aus. **) 


*) Die Anzahl dieser adjungierten Kurven ist im allgemeinen im Falle m = p 
Eins, im Falle m> p (m—p)-fach unendlich. 

**) Die so ableitbaren m-elementigen Punktgruppen kéonen wir im Falle m > p 
(analogerweise, wie es im Falle m =p mbdglich war) durch Summen der zur C? zu- 
gehdrigen Abelschen Integrale erster Gattung charakterisieren. Aber im Falle m > p 
charakterisieren die Integralsummen nicht eine, sondern (m—~p)-fach unendlich viele 
m-elementige Punktgruppen. (Vgl. meine Abhandlung a. a. O., 8. 177ff. Wir wollen 
hier bemerken, da8 dort ein leicht ersichtlicher Vorzeichenfehler (in 4,) vorkommt). 

Es fragt sich: Ist es méglich, daB man den m — p beliebigen Koeffizienten der 
adjungierten Kurven (n—3-+ K)** Ordnung, welche m-elementige Punktgruppen 
aus der Kurve C? ausschneiden solche rationalen Werte geben kann, fiir welche die 
m-elementige Punktgruppe in weniger elementige Punktgruppen zerfallt? 

Diese Frage hiingt mit dem folgenden Problem zusammen: 


Es sei 
F(a,, Hy yt t ty Bas by bey sees bw) 
bei unbestimmten Werten ¢;(i—=1, 2, ---, m) eine irreduzible ganze und ganzzahlige ratio- 
nale Funktion der Variabeln x, (k =1,2,---,). Wann ist es mdglich fiir die Para- 
meterwerte rationale Zahlen y; (i = 1,2,---,m) so zu substituieren, daB die Funktion 


Fh, , By ++ Ens Yrs Yar t's Yd 
reduzibel sei, und wie soll man die Werte y; wihlen? 
Dieses Problem ist noch nicht erledigt. 











Arithmetische Theorie der Kurven héheren Geschlechts. 235 


Wir wollen hier bemerken, daB wir, wenn eine (von den vorigen 
Punktgruppen verschiedene) m,, eine m,,--- eine m,-elementige Punkt- 
gruppe auf irgend eine Art auf der Kurve C; bekannt ist, auch an- 
dere Punktgruppen ableiten kénnen.' Eine adjungierte (n — 3+ K)** Ord- 
nung, welche durch eine (kn+2p—2)-elementige Punktgruppe A-mal, 
durch die m,-elementige Punktgruppe 4,-mal, durch die m,-elementige 
Punktgruppe 4,-mal,--- durch die m,-elementige Punktgruppe 4,-mal 
hindurchgeht, kann solehe Punktgruppen aus der Kurve ausschneiden, 
welche aus 


(K — ak)n — (A —1) (2p —2) — Am, — Am, —---— Am, = m(> p—1) 
Punkten bestehen, wo K—Ak, A, 4,, 4,,°--,4, nichtnegative ganze Zahlen sind. 


§ 2. 
Uber die Kurven, in welche eine Kurve C,’ transformierbar ist. 


Wenn die Kurve C? durch eine birationale Transformation (mit ratio- 
nalen Koeffizienten) 7’ in eine Kurve Cy) itiberfiihrbar ist, dann entspricht 
zufolge der zu 7’ inversen Transformation jeder s-elementigen irreduziblen 
oder reduziblen Punktgruppe der Kurve C2 eine s-elementige irreduzible 
oder reduzible Punktgruppe der Kurve C?. Es gibt aber auf der Kurve C? 
unendlich viele m-elementige Punktgruppen, diejenigen nimlich, welche 
die Geraden (mit rationalen Koeffizienten) der Ebene aus der Kurve C? 
ausschneiden. Also muB auch die Kurve C/ m-elementige Punktgruppen 
haben, weun sie in die Kurve C) transformierbar ist. 

Die Bedingung, daB die Kurve C? m-elementige Punktgruppen haben 
mu8, wenn sie in eine Kurve C* transformierbar sein soll, ist nicht nur 
notwendig, sondern auch hinreichend, wenn m > p + 1. 

Denn, wenn die Kurve C? eine m-elementige Punktgruppe (m > p+ 1) 
hat, welche ganz auBerhalb der Doppelpunkte liegt, so kénnen wir sie 
mit Hilfe dieser Punktgruppe in eine Kurve m‘* Ordnung transformieren. 

Fiihren wir durch die m-elementige Punktgruppe auf der Kurve C/ 
eine adjungierte Kurve (n—3-+4)*" Ordnung (e>"—2+ *). Diese 
Kurve wird auBer den Doppelpunkten und der m-elementigen Punktgruppe 
eine (kn +2p—2—m)-elementige Punktgruppe aus der Kurve C? aus- 
schneiden. 

Durch diese (kn + 2p—2—~m)-elementige Punktgruppe kénnen wir, 
wenn m >p +1 ist, ein, wenigstens zweidimensionales, adjungiertes Kurven- 
netz (n—3+4k)** Ordnung legen. Es seien @,, 92, Ys drei voneinander 
linear unabhiingige Kurven aus diesem Netze, welche einander aufer in 
den Doppelpunkten und der (kn+2p—2—vm)-elementigen Punktgruppe 
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in keinem anderen Punkte der Kurve CY schneiden, so geht die Kurve C?, 
d. h. die Gleichung (1) durch die birationale Transformation 


g, & gs 


. , 93 (2 , Hy, Hy) ” 92 (2, » Wy» Xy) ‘a Ps (Xy » By» Ly) 

in eine 
: G(E,, &, &) = 0 

J® Kurve iiber.*) W. z. b. w. 
Es gibt auf jeder Kurve C? unendlich viele m=h Q, - elementige 

Punktgruppen, wo h eine beliebige der Ungleichung hQ,>p—1 ge- 

niigende ganze Zahl ist. Also kinnen wir eine Kurve C? nach dem eben 

jetzt bewiesenen Satze in eine Kurve C) transformieren, wenn 


m=h-Q >pt+l 
ist, wo h eine beliebige nur der vorigen Ungleichung geniigende ganze 
Zahl ist. 

Damit ist bewiesen, da8 eine Kurve CY sich in eine Kurve C/ (m> p+1) 
transformieren laBt, wenn m ein ganzzahliges Vielfaches der Grundzahl Q, ist. 

Daraus aber folgt (weil der gréBte Wert von Q,, falls p+ 1 ist, 
|2» — 2)), daB jede Kurve C? (p+1) in Kurven C2 (m>p+1) von der 
Grundzahl |2p — 2| transformierbar ist. 

Die Normalkurven der C®, d. h. die Kurven niedrigster Ordnung vom 
Geschlecht Null, in welche jede Kurve C® sich transformieren laBt, sind 
die Kurven C$; die Normalkurven der C2 sind die Kurven C2; die Normal- 
kurven der CP sind die Kurven Cf.~'s. 

Im Falle p> 2 kénnen wir eine Kurve C? in eine Kurve Ci,» mit 
Hilfe der adjungierten Kurven (n — 3)** Ordnung transformieren, weil 
die adjungierten Kurven (n—3)** Ordnung von C?, falls p>2, ein 
p — 1 (> 2)-dimensionales Kurvennetz bilden **) 

Deshalb sind die Normalkurven der C;, (ausgenommen die hyper- 
elliptischen Kurven), die Kurven C3}, obgleich 4 = p — 1 ist. 





*) Statt in diese Kurve C? kiénnen wir die Kurve C? in eine solche Kurve 
m** Ordnung transformieren, welche in dem o-dimensionalen Raume liegt, wo 
2<e<™m ist. 

Denn, wenn 9,, Gs, -°**, Pes; (2<e@<m) voneinander linear unabhingige ad- 
jungierte Kurven (n — 3+ k)*** Ordnung sind, welche einander auBer in den Doppel- 
punkten und der (kn-+ 2 — 2—m)-elementigen Punktgruppe in keinem anderen Punkte 
der Kurve C? schneiden, so geht die Kurve C? durch die birationale Transformation 


in eine Kurve m‘** Ordnung iiber, welche in dem Raume R, liegt, (2<e@<m). 

**) Diese Transformation ist nur bei den hyperelliptischen Kurven nicht birational, 
welche die einzige Ausnahme bilden. Vgl. Berzolari, ,Theorie der ebenen Kurven“, 
Encykl. d. math. Wiss. III, Kap. 4, 8. 415 u. 423, Hensel und Landsberg, ,,Theorie der 
algebraischen Funktionen“, 8. 485—488. 
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§ 3. 
Besondere Eigenschaften einer Kurve C}, fiir welche n<p+2 ist. 


Auf einer Kurve C? (p>3), fiir welche n < p + 2 ist, gibt es immer 
auch solche Punktgruppen, welche weniger als p Punkte enthalten. Der 
Grund dafiir’ ist einerseits die Existenz solcher adjungierten Kurven auf 
der Kurve C? (n <p + 2), deren Ordnungen kleiner als m —3 sind, anderer- 
seits der, daB die Geraden mit rationalen Koeffizienten der Ebene im Falle 
n<p n(<p)-elementige Punktgruppen aus der Kurve C? ausschneiden. 

Zur Existenz einer adjungierten Kurve (n —3—k)** Ordnung (k > 0) 
auf ¢iner Kurve C/ ist die Bedingung*) 

(6) r,=—p—1—nk +") d0, 
was im Falle »<p-+2 mit positiver ganzer Zahl / erfiillbar ist. 

Unter den auf einer Kurve C? durch solche adjungierte Kurven aus- 
geschnittenen N = 2p — 2 — nk Punkten sind im allgemeinen nur 1, be- 
liebig wihlbar, die tibrigen sind abhiingig. 

Wenn « der gréBte positive Wert von k ist, welcher die Ungleichung (6) 
befriedigt, so existieren auch solche rationale Punktgruppen auf der Kurve C7, 
welche aus (2p —2—~nk) Punkten (k —1,2,---,@) bestehen und jede solche 
Punktgruppe kommt in einer Punktschar 9, _9—yn» also r,-fach unendlich 
vielmal, vor. 

Unter diesen Punktgruppen und den hn-elementigen Punktgruppen, 
welche durch nicht-adjungierte Kurven h** Ordnung (h = 1, 2,---) aus der 
Kurve Cy ausgeschnitten sind, gibt es immer solehe Punktgruppen, welche 
weniger als p Punkte enthalten. 

Ferner, wenn «, die gréSte positive ganze Zahl ist,“fiir welche r, in 
(6) gréBer als 2 ist, d. h. wenn die adjungierten Kurven (n — 3 —k)** Ord- 
nung (k= 1, 2,---,@,) ein wenigstens zweidimensionales Kurvennetz bilden, 
so kénnen wir die Kurve C? durch adjungierte Kurven (n — 3 —k)*" Ord- 
nung (k= 1, 2,---,@,) birational transformieren. Die Kurve, in welche die 
Kurve Cf so iibergeht, ist im allgemeinen (2p —2--kn)** Ordnung. 

Auberdem kénnen wir durch Cremonasche Transformationen die 
Kurve C? in eine Kurve C?, (h=1, 2,---) tiberfiihren. 

Unter den Kurven Cf,-2-:. (k=1,2,---,a,) und den Kurven Cf, 
(h=1, 2,---) gibt es solehe Kurven, deren Ordnung kleiner als p + 2 ist. 
Fiir diese Kurven bestehen die Ungleichungen 


*) Vgl. Picard u. Simart, ,,Théorie des fonctions algébriques de deux variables 
indépendantes*, If, 8. 27 oder E. Bertini, ,,La geometria delle serie etc. Ann. di 
Mat. (2) 22, S. 11—13. 
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2p—2—nk<p+2 und ka, baw. hn<p+?2, 

oder 

P-*eksa, bw. <P. 


» 


g 4. 
Anwendungen. 
1 p=0O. 


Die Grundzahl der unikursalen Kurven ungerader Ordnung (C2, +) ist 
Kins, die der unikursalen Kurven gerader Ordnung (C?,) ist Zwei. 

Es gibt also auf jeder Kurve C2,,; unendlich viele rationale Punkte 
, 3, 4,--- elementige Punktgruppen, auf jeder Kurve C), unendlich viele 
2, 4, 6, --- elementige Punktgruppen. 

Jede Kurve CP.41 (Qex+1=1) laBt sich in Kurven C? transformieren, 
wo n jede ganze Zahl sein kann. Es kann auch »=1 sein, weil eine 
Kurve CY,,,; in eine Kurve C? (3>p+1—1) transformierbar ist und 
jede Kurve C? sich aus ihrem Doppelpunkte in eine Gerade mit rationalen 
Koeffizienten projizieren laBt. 

Jede Kurve C?, (Q2:.=2) ist in Kurven C?, gerader Ordnung trans- 
formierbar (wo h jede ganze positive Zahl sein kann), aber dann und nur 
dann in eine Kurve C),,,, wenn sie rationale Punkte (auBer den Doppel- 
punkten hat, was nicht immer zutrifft. Denn die Kurve C),,, hat immer 
rationale Punkte. 

Die unikursalen Normalkurven sind die Kurven C?. 


c 


~ bo 


t 


2. p=1. 
Die Grundzahl einer Kurve C? ist 
m Q,, = [n, 0] = n. 
Wir kénnen durch unser Verfahren auf einer Kurve C} nur n, 2n, 
3n,--- elementige Punktgruppen auffinden und sind nicht imstande eine 


Kurve C} in eine solche Kurve C! transformieren, deren Ordnung m kein 
Multiplum von » ist. 

Naheliegend ist die Vermutung, daB es keine bikursale Normalkurven 
gibt.*) 


*) Wir kénnen leicht den folgenden Satz beweisen: 

Wenn die Kurven Cj, Normalkurven wiiren, so miipten alle Kurven C} 9 -ele- 
mentige Punktgruppen haben, wo 
“ e=([N,n] 
tal. 

Es sei die Kurve C} in eine Kurve Cj, transformierbar, dann hat die Kurve C} 
zufolge der birationalen Transformation unendlichviele N-elementige Punktgruppen. 
Eine adjungierte Kurve (n —3-+-k)** Ordnung, welche durch eine N-elementige Punkt- 
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3. p=—2. 


Die Grundzahlen der Kurven C? sind 1 und 2, die Teiler von 2p — 2 = 2; 
also die gleichen Zahlen wie bei p = 0. 

Die Kurven Cf.i1 (Qer41=1) haben unendlich viele 2, 3, 4, 5, --- 
elementige Punktgruppen, die Kurven C?, (Q2,= 2) haben unendlich viele 
2, 4, 6, +--+ elementige Punktgruppen. 

Jede Kurve C?,,, lit sich in Kurven C? (n = 4, 5,6,---) und jede 
Kurve CZ, (2h= 4, 6, 8,---) transformieren. Eine Kurve C?, ist dann und 
nur dann in eine Kurve Ci. transformierbar, wenn sie eine 3-elementige 
Punktgruppe hat, weil es auf jeder C?,,, unendlich viele 3-elementige 
Punktgruppen gibt. 

Die Normalkurven der C? sind die Kurven C}. 


4. p=3. 


In diesem Falle sind die verschiedenen Grundzahlen: 1, 2 und 4. Die 
Kurven C41 (Q2x+1=1) haben unendlich viele 3, 4, 5,---, die Kurven 
Craze (Qae+2—=2) umendlich viele 4, 6, 8,---, die Kurven C?, (Qs: = 4) 
unendlich viele 4, 8, 12, --- elementige Punktgruppen. 

Fiir die Transformierbarkeit gelten die folgenden Sitze: 

Jede Kurve C3,,, liBt sich in Kurven C} (nm = 4, 5, 6,---), jede 
Kurve C4.,2 in Kurven Ci, (2h =4, 6, 8, ---), jede Kurve Cj, in Kurven Cj, 
(4h = 4, 8, 12,---) transformieren. Umgekehrt eine Kurve C}, ist in eine 
Kurve Cj,,: oder in eine Kurve C},,, nur dann transformierbar, wenn sie 
eine 6- bzw. 3-elementige Punktgruppe (ganz auBerhalb der Doppelpunkte) 
hat. Ebenso hat eine Kurve C},,2 3-elementige Punktgruppen, wenn sie 
eine Kurve C3,,, transformierbar ist. 

Mit Hilfe der adjungierten Kurven (n—3)** Ordnung kénnen wir 
jede nicht hyperelliptische Kurve C? in Kurven C? transformieren. Des- 
halb sind die Normalkurven, ausgenommen die hyperelliptischen Kurven, 
die Kurven Cj, oder, die hyperelliptischen Kurven mit einbegriffen, die 
Kurven C3. 


gruppe 4-mal hindurchgeht, schneidet eine e-elementige Punktgruppe aus der Kurve 
C} aus, wenn k und 2 nichtnegative ganzzahlige Lisungen der Gleichung 


kn—iN=e 
sind. W. z. b. w. 
Nach diesem Satze miiBte, wenn N ungerade wiire, jede Kurve C} rationale 
Punkte haben. Weil aber die bikursale Kurve 
22,‘+ 82,4 + 2,%2,*=0 


keine rationalen Punkte (auBer dem Doppelpunkt x, = 0, 2, = 0) hat, muB N (wenn 
es fiberhaupt existiert), gerade sein. 
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5. p=4. 


Die verschiedenen Grundzahlen sind: 1, 2, 3, 6. 
Es gibt auf einer Kurve C* unendlich viele 


4, 5, 6, 7,--- elementige Punktgruppen, wenn ihre Grundzahl gleich 1 ist, 


4, 6, 8, 10, sliadlind ” ” ” ” ” ” 2 ”? 

. C F5 ~ ‘ 

b, Y, 12, 15, ‘tat ” ” ” ” ” ” 3 ” >? 
) » » . 

6, 12, 18, 24,--. s a “ae? a — 


Kine Kurve C* laBt sich in eine der Kurven C4 transformieren, wo 
m gleich 
- 


6, 7, 8, 9,--- sein kann, wenn die Grundzahl Q, 1 ist, 
6, 8,10,12,--- ,, » » ss 2 » Bae 
6, 9, 12, 15, ait ties ” ” ” ” ” ” 3 ” >? 
COs . RR ce 


Die Normalkurven sind die Kurven (C%. 

Erst im Falle p = 4 treten solche Kurven auf, auf welchen gine ad- 
jungierte Kurve (n —4)** Ordnung immer existiert. Diese Kurven sind die 
Kurven Cf, (6=—p+ 1). 

Eine Kurve C} hat zwei Doppelpunkte und deshalb schneidet die 
Gierade, welche durch die Doppelpunkte hindurchgeht, einen rationalen 
Punkt aus der Kurve C} aus. Die Tangente in diesen rationalen Punkte 
schneidet ein rationales Punkttripel aus der Kurve aus und jede Gerade 
mit rationalen Koeffizienten, welche dem aus dem rationalen Punkte aus- 
gehenden Strahlenbiischel angehért, schneidet sie in einem rationalen Punkt- 
quadrupel. Also gibt es auf einer Kurve C# einen rationalen Punkt, ein 
rationales Punkttripel und unendlich viele 4, 5, 6, 7, --- elementige Punkt- 
gruppen.*) 


*) Im Falle, da6 der rationale Punkt mit einem Doppelpunkte zusammenfillt, 
sind beide Doppelpunkte rational und deshalb schneiden die durch den einen Doppel- 
punkt hindurchgehenden Geraden mit rationalen Koeffizienten rationale Punkttripel 
aus der Kurve C,* aus. Auf einer solchen Kurve C,* gibt es unendlichviele rationale 
Pankttripel 
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Das Euklidische Parallelenproblem. 
Von 


Cu. Miinrz in Miinchen. 


Wir wollen unter Voraussetzung aller geometrischen Axiome der 
Verkniipfung und Anordnung (Gruppen I—II bei Hilbert*)), d. h. durch 
Betrachtungen rein projektiver Natur, ein System notwendiger und hin- 
reichender Bedingungen fiir die allgemeine Giiltigkeit des Parallelenpostulats 
der Euklidischen Geometrie (V, |. ¢.) geben. 

Sie bestehen in folgendem Lehrsatz: 

Wenn zu drei gegebenen nicht in einer Ebene liegenden Strahlen eines 
Biindels in je einem einzigen Punkte nur eine Parallele (d. h. Nicht- 
schneidende in der zugehirigen Ebene) vorausgesetzt wird, so gilt ein Gleiches 
fiir jeden Punkt und jede Gerade des Raumes. 

Wir beweisen dazu der Reihe nach folgende Sitze: 

1. Wenn zu einer gegebenen Geraden a in einem einzigen Punkte B 
des Raumes nur eine Parallele ) vorausgestetzt wird, so gilt ein Gleiches 
in bezug auf diese Gerade fiir jeden Punkt des Raumes. 

2. Ist b eine Euklidische**) Parallele zu a, so ist auch umgekehrt a 
eine Euklidische Parallele zu b. 

3. Sind zwei Gerade zu einer und derselben dritten im Euklidischen 
Sinne parallel, so sind sie im gleichen Sinne auch untereinander parallel. 

4. Wenn zu zwei sich schneidenden Geraden einer Ebene in je einem 
einzigen Punkte nur eine Parallele vorausgesetzt wird, so ist die ganze 
Ebene Euklidisch: d. h. es geht zu jeder ihrer Geraden in jedem Punkte 
des Raumes (und der Ebene selbst) nur eine Parallele. 

5. Hauptsatz (vgl. 0.), wonach die co’ Aussagen des allgemeinen 
Parallelenpostulats der Euklidischen Geometrie aus drei entsprechenden 
Aussagen gewonnen werden kénnen. 

Am einfachsten gestalten sich die Beweise der gegebenen Sitze, wenn 
man die von Pasch (,,Vorlesungen iiber neuere Geometrie“) rein projektiv 
durchgefiihrte Theorie der Idealgebilde den Betrachtungen zugrunde legt. 

Dann besagt die Voraussetzung im Satze 1., da®B auf der gegebenen 
Geraden a nur ein einziger Idealpunkt angenommen wird, wiihrend alle 
tibrigen Punkte real sind; in jedem Punkte des Raumes gibt es daher nur 


*) ,Grundlagen der Geometrie“. 


**) D. h. einzige Parallele in irgend einem Punkte JB. 
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eine einzige, nach jenem Idealpunkte gerichtete, Parallele zu a, alle iibrigen 
Geraden des zugehérigen Biischels gehen nach den iibrigen realen Punkten 
von a, womit Satz 1. bewiesen ist. Fiir die Siitze 2. und 3. gelten dann 
die weiter unten gegebenen direkten Beweise. Die Voraussetzung des 
Satzes 4. bedeutet nun die Existenz je eines einzigen Idealpunktes auf 
den zwei gegebenen sich schneidenden Geraden; durch diese beiden Ideal- 
punkte ist eine Idealgerade definiert; jeder Punkt auBerhalb dieser Ge- 
raden lait sich in der gleichen Ebene in das Innere eines realen Dreiecks 
einschlieBen und ist daher real, nur die Punkte der Idealgeraden selbst 
kénnen ideal sein: dies miissen sie aber auch, weil sonst geschlossene Gerade 
in dieser Ebene méglich wiiren, und dies*) dem Anordnungsaxiom von Pasch 
(Il 4 bei Hilbert) widerspriiche. Die Giiltigkeit des Satzes 4 und daraufhin 
des Hauptsatzes 5. wird eine unmittelbare Folge dieser Betrachtungen. 

Angesichts der Tatsache aber, daB durch die vorangestellten Siitze 
das Parallelenproblem der Euklidischen Geometrie in gewissem Sinne auf 
seine letzten Elemente zuriickgefiihrt wird, wollen wir im folgenden eine 
Kette von elementaren Schliissen fiir die Beweise dieser Siitze geben. 

1. In der Ebene aB mége durch: B eine einzige Nichtschneidende ) 
zu @ vorausgesetzt werden. Durch einen Punkt P auBerhalb dieser Ebene 
kinnen die beiden Ebenen aP und bP gelegt werden, deren Schnitt- 
linie p sicherlich eine Nichtschneidende zu a ist: ein Schnittpunkt der 
beiden Geraden a und p wiirde niimlich auch b angehéren, wihrend b als 
parallel zu @ angenommen worden ist. Nunmehr beweisen wir, dab p in 
der Ebene aP die einzige Parallele zu a durch P ist. Betrachten wir 
nimlich irgend eine zweite Gerade p’ durch P in der Ebene aP, so liefert 
die Ebene p' B mit der Grundebene aB eine Schnittlinie b’, die durch den 
Punkt B hindurehgeht und von / sicher verschieden ist: nach Voraus- 
setzung gibt es also einen Schnittpunkt P’ der beiden Geraden b’ und a, 
und durch den gleichen Schnittpunkt geht dann auch p’ hindurch. 

Es werde jetzt ein Punkt C in der Ebene aB betrachtet. Wir legen 
daun die Ebene aP und in ihr die Parallele p zu a der Konstruktion zu- 
grunde, und finden im Schnitt der Ebenen aC und pC die nach dem so 
eben Bewiesenen einzige Parallele ¢ zu a durch C. 

DaB die Konstruktion von ¢ unabhiingig von der Wahl des Punktes P 
immer auf die gleiche Gerade fihrt, liBt sich auch direkt zeigen (vgl. 
Pasch, 1. c., S. 33—36). 

2. Nach den Axiomen der Anordnung zerlegt die Gerade a die Ebene 
aB in zwei Halbebenen; nun muf die angenommene Parallele b ginzlich 


*) Allerdings in Verbindung mit einem Stetigkeitsaxiom (Hilbert, |. c. S. 122); 
erst der weiter gegebene elementare Beweis ist allgemein. 
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in einer dieser Halbebenen liegen, da ein Ubergang in die zweite mit 
einem Schneiden der Ubergangslinie a verbunden wire. Auch a liegt aus 
gleichen Griinden giinzlich auf der einen Seite von b. Auf der anderen 
Seite von b mége in der gleichen Ebene ein Punkt C gewihlt werden; 
alle durch ihn gehenden Geraden dieser Ebene bis auf eine einzige c¢, 
schneiden die Gerade a, somit auch die Gerade b; nur ¢ kommt daher 
als Nichtschneidende fiir 6 durch C in Betracht. Da aber c wirklich eine 
Parallele zu b ist, folgt aus der oben gegebenen Konstruktion: der eventuelle 
Schnittpunkt wiirde namlich auch a angehéren miissen. Nun ist durch C 
nur eine Parallele zu b vorhanden; nach dem Vorangegangenen gilt daher 
das Gleiche fiir jeden Punkt; es ist daher die Nichtschneidende a in jedem 
ihrer Punkte zugleich die einzige Parallele zu b. 

3. Wenn nunmehr zwei Gerade zu einer und derselben dritten Euklidisch 
parallel sind, so ist durch die gegebenen Betrachtungen sowohl im riumlichen 
Falle (b a, p||a), wie im ebenen (b|| a, ¢|| a), bewiesen, daB diese beiden 
Geraden auch untereinander Euklidisch parallel sind. Der Fall eines einzigen 
Parallelenbiindels aus zwei gegebenen Parallelen a, 6 ist damit erledigt. 

4. Zwei sich schneidende Gerade g und h mégen in je einem einzigen 
Punkte nur eine Parallele zulassen; ein Gleiches gilt dann fiir jede dieser 
Geraden in jedem Punkte. Durch einen Punkt P’ auBerhalb der Ebene gh 
legen wir zu g und h die Parallelen g’ bzw. h’, die nach dem Voran- 
gegangenen verschieden ausfallen und eine Ebene g/h’ bestimmen; von 
letzterer zeigen wir, da sie keinen Punkt mit der Grundebene gh gemein 
haben kann. Eine eventuelle Schnittgerade ¢ wiire nimlich nach Kon- 
struktion gleichzeitig zu g und h im Euklidischen Sinne parallel, um- 
gekehrt miiBten dann diese beiden Geraden Euklidische Parallele zu c 
und so auch untereinander parallel sein, was gegen die vorausgesetzte 
Existenz ihres Schnittpunktes P wiire; ¢ existiert also nicht. 

Wir betrachten jetzt irgend eine Gerade k der Grundebene gh und 
beweisen, daB zu ihr im Punkte P’ (und folglich in jedem Punkte des 
Raumes) nur eine Parallele existiert. Die Ebene k P’ schneidet die Ebene gh’ 
in einer Geraden k’, die sicher keinen Schnittpunkt mit k besitzt, da ein 
solcher den beiden Ebenen gh und gh’ zugleich angehéren wiirde; es bleibt 
nur noch zu zeigen, daB k’ durch P’ die einzige Nichtschneidende zu k ist. 

Wenn & zu g oder h parallel ist, so ergibt sich dies schon aus dem 
Friiheren; wir nehmen also an, es sei k’ sowohl von g’ wie von h’ verschieden, 
und legen in der Ebene kk’ durch P’ irgend eine von k’ verschiedene 
Gerade k”: es ist zu beweisen, daB k” die betrachtete Gerade k schneidet. 

Wir legen die Ebene i’k” hin. Zwei Fille bieten sich dann dar. 
Entweder schneidet die Ebene h’k” die Grundebene gh, oder nicht. Im 
ersten Falle ist die Schnittgerade h” nach Konstruktion eine Parallele zu 


16* 
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h und h’, umgekehrt ist h’ durch P’ die einzige Parallele zu h”, und es 
muB daher die durch P’ gehende und von kh’ verschiedene Gerade k” der 
gleichen Ebene die Gerade h” schneiden: durch den gleichen Schnittpunkt 
geht dann aber auch k, sodaB k” tatsiichlich keine Parallele zu & ist. Im 
zweiten Falle giibe es durch h’ (und P’) neben der Ebene gh’ eine zweite 
Ebene h’k”, die die Grundebene nicht schneidet; dann kénnten wir aber 
im Punkte P’ zwei Nichtschneidende zu g in der Ebene gP’ konstruieren: 
nimlich neben g noch die Schnittgerade von gP’ und h’k”. Dies wider- 
spricht aber der Voraussetzung, und der zweite Fall ist daher tiberhaupt 
nicht méglich. Damit ist der in Frage stehende Satz bewiesen. 

5. Zu den drei Strahlen eines gegebenen Dreikants sei nunmehr in 
je einem einzigen Punkte des Raumes nur eine Parallele vorausgesetzt. 
Wir betrachten irgend eine sonstige Gerade / des Raumes und legen durch 
irgend einen ihrer Punkte die Puarallelen zu den drei gegebenen Geraden. 
Diese Parallelen g, h, k sind nach dem Vorigen eindeutig bestimmt und 
lassen zu sich in jedem Punkte des Raumes wiederum nur eine Parailele 
zu. Ist nun / mit einer der Geraden g, h, k identisch, so ist fiir diesen 
Fall der Hauptsatz bereits erledigt. Wenn aber / von jenen Geraden ver- 
schieden ist, so lege man durch / irgend eine Ebene L. Diese schneidet 
die Ebene gh in einer Geraden m, die Ebene gk in einer Geraden n. 
Nach Satz 4 gibt es sowohl zu m wie zu » in jedem Punkte des Raumes 
nur eine Parallele; nach dem gleichen Satze gibt es nunmehr auch zu | 
in jedem Punkte des Raumes nur eine Parallele. Der Hauptsatz unserer 
Betrachtungen ist damit vollstindig bewiesen. 

Es bleibt noch zu zeigen, daB weniger als drei Aussagen der ge- 
gebenen Natur fiir die allgemeine Giiltigkeit des Euklidischen Parallelen- 
postulats nicht ausreichen wiirden. Nun gibt es eine Geometrie, die 
zwischen zwei Euklidisch parallelen Ebenen gilt; alle zugehérigen Parallel- 
ebenen sind Euklidisch, alle iibrigen Ebenen aber nicht (sie enthalten 
nur je ein einziges Euklidisches Parallelenbiischel). Auch gibt es eine 
Geometrie, deren Giiltigkeitsbereich das Innere eines Euklidischen Zylinders 
ist; hier gibt es nur ein einziges Biindel Euklidischer Parallelen, alle 
nicht zu ihm gehérigen Ebenen fallen hyperbolisch aus. Diese Geometrien 
lassen eine regulire homogene anisotrope Metrik zu, ihre eigentlichen Ele- 
mente sind dann allen Kongruenzsiitzen unterworfen, und es sind co® Be- 
wegungen unter ihnen mdglich.*) 


Miinchen, den 10. Juni 1912. 


*) Eine genauere Darstellung findet sich in einer Abhandlung des Verfassers, 
Aufbau der gesamten Geometrie auf Grund der projektiven Axiome allein“, Miinch. 
Ber. 1912. Die hier gegebenen Sitze sind dort ohne Beweis mitgeteilt. 
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Uber Transformationen im Gebietekalkil. 
Von 


Leorotp Léwenuem in Lichtenberg-Berlin. 


Einleitung. 


Vorliegende Arbeit ist die Fortsetzung einer Abhandlung ,,Uber die 
Auflésung von Gleichungen im logischen Gebietekalkiil“, die ich in dieser 
Zeitschrift in Bd. 68, S. 169—207 veréffentlicht habe. Die Ergebnisse der- 
selben miissen hier als bekannt vorausgesetzt werden. Ich werde die 
Formeln und Siitze derselben zitieren mit A. Die wichtigsten Definitionen 
stelle ich hier noch einmal zusammen: 

Gebiete a,,a,,--- heiBen ,,disjunkt*, wenn a,a, = 0 fiir x + 4 ,,,kom- 


plementér, wenn Sa, = 1, ,,disjunktiv’, wenn sie disjunkt und komple- 
“ 
mentiar sind. 


Ein ,,System n*” Ordnung* ist ein Inbegriff von n Gebieten: (a, , a,,---,4,); 
n ,,Modularsystem“ enthilt nur die ,,.Moduln* 0 und 1, und ein ,,Dis- 
junktivsystem® (a', a*,---,a") ist ein System von disjunktiven Gebieten. 
(Exponenten sollen stets disjunktive Gebiete andeuten.) Ist a* = 1, so ist 
a’ = fiir jedes 2+ x, und das betreffende- Disjunktivsystem heiBt das 
»#" Elementarsystem“. Das zu (a,, dy, +++, @,) ,2ugehdrige® oder ,,cugeordnete“ 
Disjunktivsystem (a', a®,---,a") (N=2") besteht aus den Gebieten, die 
man erhalt, wenn man einige der a, negiert und dann das Produkt aller 
(der unnegiert gebliebenen und der negierten) bildet, wobei die Reihen- 
folge aus folgendem Beispiel ersichtlich ist: Zu (a,b,c) ist zugeordnet 
(abe, abé, abe, abé, abc, bz, Gbe, bz). Die Zuordnung ist auch umge- 
kehrt eindeutig. (A. Satz 9.) Wir setzen ferner stets 


[a, b, ¢, d),, =axy+bay+cty+dzy, 
“ b, - "whens ae eee + efy2z+fiyi+gzfy¥z — 


Von einer Gleichung (z. B. — habe ich eine Lésung, ( B. 
x= ud, y=iiv) ,reproduktiv’ genannt, wenn jeder Unbekannten (z, y) 
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je ein arbitrirer Parameter (u,v) in der Weise zugeordnet ist, daB wenn 
man in der Lésung fiir diese Parameter (u,v) irgend eine Partikularlésung 
(a, @) der Gleichung einsetzt, man gerade wieder dieselbe Lisung erhiilt, 


die man eingesetzt hat. Eine reproduktive Lésung der Gleichung 
F(a,, %,- --)= 0 ist 


r, = a, F (u,, te,+--) + u, F’(u,, uy, - ++) 


wenn @,,4@,,--- eine Partikularlésung ist. 

Das hiufig zu benutzende, im wesentlichen von Herrn Miiller her- 
riihrende Verifikationstheorem, das ich kurz mit V.-Th. zitieren will, lautet: 
Wenn in einem Lehrsatz 1) eventuell unter Voraussetzung der Giiltigkeit 
irgendwelcher Gleichungen des Gebietekalkiils, die Giiltigkeit irgendwelcher 
anderer solcher Formeln behauptet wird bzw. die Existenz von Gebieten, 
welche (unter der betreffenden Voraussetzung) bestimmte Gleichungen des 
Gebietekalkiils erfiillen, und wenn 2) in diesem Lehrsatz irgendwelche 
Disjunktivsysteme (a', a*, ---, a™), (b', b®,---, b™),--- vorkommen, die aber 
nicht spezialisiert sind, und wenn es 3) solche speziellen Werte fiir diese 
disjunktiven Gebiete gibt, fiir welche die Voraussetzung erfillt ist, so 
kann der Lehrsatz als bewiesen gelten, falls er richtig ist in allen den 
Spezialfillen, in denen fiir die Disjunktivsysteme irgend welche Elementar- 
systeme eingesetzt sind. Ein Disjunktivsystem ist auch (a, @). 

Eine Gleichung, in der von simtlichen Unbekannten z’', x*,--- ver- 
langt wird, daB sie disjunktiv sein sollen, (was nicht durch die Gleichung 
selbst ausgedriickt wird, sondern nur durch die Schreibweise mit Expo- 
nenten), heibe eine ,,Disjunktivgleichung“. Zu jeder Gleichung mit Unbe- 
kannten, z. B. [a, b,¢,d|,,= 0, gibt es eine ,cugeordnete“ Disjunktivglei- 
chung az'+ ba*+ cz*+ dz*=0, (die ich friiher in A. die ,,reduzierte“ 
Gleichung genannt habe). Ihre Lésungen sind eineindeutig mit denen der 
ersteren verkniipft. 

Wir wollen von jetzt an Matrizen von Gebieten durch kleine latei- 
nische Buchstaben bezeichnen, ihre Elemente durch dieselben, aber mit 
Doppelindex versehenen Buchstaben, Gebietssysteme durch groBe Buch- 
staben und ihre Elemente durch die gleichen kleinen Buchstaben mit Index. 
Unter den ,,Systemen einer Matrix“ verstehe ich die Systeme der in ihren 
Spalten stehenden Gebiete. Unter der ,,Ordnung“ einer Matrix verstehe 
ich die ,,Ordnung“, d. h. Elementezahl ihrer Systeme, also die Zeilenzahl 
der Matrix. ,,Verwandte“ Matrizen unterscheiden sich nur durch die Reihen- 
folge ihrer Systeme. Der Peirce-Schrédersche Relativkalkiil ist im wesent- 
lichen ein Rechnen mit quadratischen Matrizen, bei denen nur unndétiger- 
weise vorausgesetzt wird, daB alle Elemente 0 oder 1 sind; nach dem 
V.-Th. gelten auch ohne diese Einschrinkung alle Schréderschen Formeln. 
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Freilich wird andererseits durch diese Einschriinkung keine Untersuchung 
preisgegeben, wie auch schon im gewoéhnlichen Gebietekalkiil keine einzige 
Formel nichtssagend wird, wenn man Zweiwertigkeit voraussetzt. Ist 


Ay ty Ty, 
a= ° ° ° ° ° — (a,,), 


a 


mi? " "ys “mn 
b = (b,2) (x= 1,2,---,m; 2=1,2,---m) 
so ist mit Anlehnung an Schriders Bezeichnungsweise zu setzen 
é= (4,2), a+b= (Ay, + bea), ab = (@,3 b,,), 


wihrend die aus @ und ¢ zusammengesetzte Matrix, deren Koeffizienten 
man wie bei der Multiplikation von Determinanten erhilt, das _,,relative 
Produkt* a;c heiBt (wobei ¢ » Zeilen und m Spalten haben muf). End- 
lich setzt Schréder 


1 0.---0 
- {O1- 0 
0 0---1 


sodaB also 1), —1 und 1), =0 fiir «+i. 
In Anlehnung an Peirce ist jedes System zugleich als Matrix zu be- 
trachten: 


{By By*s % 
= a3, A, , ae Ag 

(4,, as, ie a,,) . 
an» Any eh a,, 


Die Anzahl der Spalten mag je nach Bedarf beliebig genommen werden. 
Ebenso ist jedes Gebiet einer Matrix gleichzusetzen: 


a, a, 7 oe a 
a=| % 4 °*4 
a, @,-+-+, a/ 


wo sich wieder die Anzahl der Zeilen und Spalten nach dem Bedarf richtet. 

Die Definitionen von ,,disjunkt“, ,komplementir“, ,,disjunktiv’ lassen 
sich nun wortlich von Gebieten auf Matrizen iibertragen, und simtliche 
Formeln und Lehrsiitze des Gebietekalkiils gelten auch fiir Matrizen. Man 
darf daher auch gelegentlich ohne Inkonsequenz Formeln fiir Gebiete mit 
Buchstaben ohne Index hinschreiben. 
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Der einzige, der nach Begriindung des Relativkalkiils durch Peirce 
ernsthaft auf dem Gebiet gearbeitet hat, ist Schréder. Doch ist bis jetzt 
darin wenig Befriedigendes geleistet, weil Schréders Methoden m. A. n. 
wenig fruchtbar waren. Um nun andere Wege einzuschlagen, habe ich 
versucht, die Methoden, die ich a. a. O. im reinen Gebietekalkiil angewandt 
habe, (besonders die ,,Reduktion*) auch fiir die Gebietsmatrizen nutzbar 
zu machen, um auch hier, nach Descartes Anweisung, durch Zerlegung 
vorwarts zu kommen. Dabei gelangt denn auch der Zusammenhang der 
Matrizen mit den Transformationen erst zu seinem Recht. Die Grund- 
tatsachen, die sich beim Einschlagen dieses Weges ergeben, finden sich, 
soweit sie sich auf Matrizen beziehen, nebst einigen Nebenresultaten iiber 
Lésungsmatrizen in § 1, und soweit sie die Transformationen betreffen, in 
§ 2, wihrend § 3 als Anwendung eine Weiterfiihrung der Whiteheadschen 
Gedanken enthiilt. 


§ 1. 
Matrizen und Abhingigkeit von Systemen. 


Unter einem ,,Disjunktiv“ verstehe ich eine Matrix, bei der die Ele- 
mente jeder Spalte ein Disjunktivsystem bilden. Zu einer beliebigen 
Matrix bildet man das ,zugehdrige* oder ,,zugeordnete* Disjunktiv, indem 
man fiir die Elemente jeder Spalte die Elemente des zugeordneter Dis- 
junktivsystems in der gleichen Spalte einer neuen Matrix untereinander- 
schreibt. 

» Verwandte Matrizen“ unterscheiden sich nur durch die Reihenfolge 
ihrer Systeme. 

Kine aus lauter Modularsystemen bzw. Elementarsystemen bestehende 
Matrix nenne ich ein ,,Modular“ baw. ,,Elementar“. Ist die Ordnung eines 
Elementars endlich oder transfinit, so kann man jedes seiner Systeme kurz 
durch eine Zah] bezeichnen, welche angibt, das wievielte Elementarsystem 
es ist, und das ganze Elementar kann man durch eine Zahlenreihe 

[x, A, ot ‘] 
bezeichnen, wo jede Zahl eine ganze Spalte bezeichnet. 

Man bildet [x, 4, w, ---]; [x’, 4’, w’,---|, indem man der Reihe nach 
die x, 1’, w®,--- Zahl in der ersten Klammer hinschreibt, wie leicht 
einzusehen ist. 

Aus dem V.-Th. folgt hiernach, oder auch durch einfache Ausrechnung 
mit Hilfe von A. Formel (M): 

Satz 1. Das relative Produkt zweier Disjunktive ist wieder ein Dis- 
junktiv, und umgekehrt: Sind a und b Disjunktive und a; x =b, so ist 
auch x ein Disjunktiv. 


‘te 
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Ich nenne ein System B= (b,, b,,---,b,,) von den Systemen von a 
,abhiingig“, oder auch kurz ,von a abhingig“, oder auch ,aus den Systemen 
von a susammengesetzt“, wenn es ein Disjunktivsystem U = (u',u’, - - -, u" 
gibt, sodaB jedes b, sich auf die Form bringen abt: 


" 
. 7 ¢ 
b= > a,, Ww (x = 1,2,---,m) 
4=1 
oder auch kurz ; 
B=a; U. 


Kine Matrix, von der jedes beliebige System gleicher Ordnung ab- 
hiingig ist, nenne ich eine ,,vollstindige Matrix“. Sind ihre Systeme von- 
einander unabhiingig, so heiBe sie eine ,,/undamentalmatrix*. Ist bei einer 
solchen die Anzahl ihrer Spalten so klein, als es bei gegebener Ordnung 
méglich ist, so nenne ich sie eine ,,Grundmatrix*. Unter einem ,,Funda- 
mentaldisjunktiv verstehe ich eine Matrix mit unabhingigen Disjunktiv- 
systemen, von denen jedes beliebige andere Disjunktivsystem gleicher 
Ordnung abhingig ist. Man erkennt leicht: 

Satz 2. Ist ein System B von a abhiingig, so ist es auch von dessen 
Verwandten abhiingig, sowie von den Matrizen, welche entstehen durch 
Hinzufiigung irgend welcher Systeme zu a, oder durch Beseitigung eines 
Systems, das noch an anderer Stelle in a vorkommt. 

Ferner folgt aus der Abhiingigkeit (vgl. A., S. 181, (E,)): 


k 
' Os 
F(b,, b., ree, b.) = > I (Q12, G2i,***, Mnz) u*, 
k=l 


speziell, da die a* (baw. b*) Funktionen der a, (bzw. b,) sind: 


k 
y . 
b* = > a. u* 


4=1 


und da nach A. Satz 9 auch umgekehrt die b, eindeutige Funktionen der 
b* sind, so folgt: 

Satz 3. Lin System ist dann und nur dann von einer Matrix abhiingig, 
wenn das zugehirige System von dem zugehirigen Disjunktiv abhdngig ist, 
und A. Satz 18 besagt in unserer neuen Bezeichnungsweise: 

Satz 4. Jedes von Lisungen einer Gleichung abhingige System ist 
wieder cine Lisung der Gleichung. 

Die Begriffe ,,vollstdndige*, ,,Fundamental-“ und ,Grundmatrix von 
Lisungen“ lassen sich nun ganz analog definieren wie die entsprechenden 
Begriffe fiir Matrizen schlechthin. 
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Die Matrizen schlechthin kann man auffassen als Lésungsmatrizen 
der Gleichung 0 = 0. 


Satz 5. Jeder (vollstindigen, Fundamental- oder Grund-) Matrix von 
Lisungen einer Gleichung ist zugeordnet ein (vollstindiges, Fundamental- 
oder Grund-) Disjunktiv von Lisungen der zugeordneten Disjunktivgleichung. 
Das entsprechende gilt von Matrizen schlechthin. 

Dies folgt leicht aus Satz 3. 


Satz 6. Jede vollstindige Lisungsmatriz einer Gleichung liefert durch 
Zusammensetzung eine allgemeine Lisung der Gleichung, und aus jeder all- 
gemeinen Lisung einer Gleichung erhilt man eine vollstindige Lisungsmatria, 
indem man fiir die arbitriiren Parameter auf alle miglichen Arten die Werte 
0, 1 einsetzt. 

Beides folgt leicht aus den Definitionen. 

Satz 7. Wenn man die gegebene Gleichung nach den Gleichungspara- 
metern entwickelt, und wenn dann r die Minimalzahl von Gliedern ist, 
welche die als Entwicklungskoeffizienten auftretenden parameterlosen Funk- 
tionen ,, P,,--- der Unbekannten enthalten, so hat eine Grundmatrix von 
Lisungen den Grad |= N—r. 

Denn nach A. § 8 gibt es allgemeine Lésungen mit /, aber nicht mit 
weniger arbitriren Parametern. Der minimale Grad einer vollstiindigen 
Lésungsmatrix ist also 1. Wird er erreicht, so ist die betreffende Matrix 
eine Fundamentalmatrix, denn wiire eins ihrer Systeme von den iibrigen 
abhiingig, so bildeten diese schon eine vollstiindige Lisungsmatrix vom 
i— 1" Grade. 

Eine Grundmatrix von Lésungen der allgemeinen Gleichung mit » Un- 
bekannten besitzt also 2" Spalten, und sind die z,, y,, <, Lésungen der Glei- 
chung [a, 6, ---, hj,,,— 0, so ist nach Satz 6 


jnys 
(% +G,%+b, r+é,%,+d, se, tf, 49, Ugh 
Y+4,¥+6, ysc, wd, Yt+e, ¥etl, WI, Yoh 
+4, 4,6, 2446, 4d, 444 af, 44+9, eh 


eine Grundmatrix von Lisungen der Gleichung [a, b, ---, h],,, = 0, weil 


izya ’ 


aus ihnen sich eine allgemeine Liésung zusammensetzen laBt (vgl. A., 
S. 192, (R)). 

Fiir parameterlose Gleichungen bilden die Modularlésungen ein Grund- 
modular von Lésungen. Fiir die Gleichung 0 = 0 folgt: 

Satz 8. Die Grundmodulare (bzw. Grundelementare) n*” Ordnung 
schlechthin sind diejenigen, welche simtliche Modularsysteme (bzw. Elementar- 
systeme) n*” Ordnung enthalten und jedes nur ecinmal. Zu einem Grund- 
modular gehdrt also stets ein Grundelementor. 
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Die Grundelementare 2" Ordnung sind also die 4! Verwandten von 
1, 1, 0, 0 
™ 0, 1, 0): 

Die Grundelementare 3°" Ordnung z. B. erhalt man in der Schreib- 
weise von S. 248, indem man alle sechs Permutationen von [1, 2, 3] hin- 
schreibt. 

Satz 9. In einem Grunddisjunktiv bilden auch die Elemente jeder 
Zeile Disjunkctivsysteme und umgekehrt. Es ist stets quadratisch. (Vgl. die 
,orthogonalen“ Substitutionen in der gewéhnlichen Algebra.) 

Dieser Satz folgt aus dem V.-Th. mit Hilfe von Satz 8. 

Satz 10. Ein Disjunktiv, in dem die Elemente jeder Zeile disjunkt 
sind, laBt sich durch Hinzufiigung von Spalten zu einem Grunddisjunktiv 
ergdinzen und umgekehrt. Ist es also quadratisch, so ist es bereits ein Grund- 
disjunktiv. Auch dies folgt aus dem V.-Th. mit Hilfe von Satz 9. 

Satz 11. Ein Modularsystem (Elementarsystem) kann nicht anders von 
einem Modular (Elementar) abhingig sein, als indem es mit einem System 
desselben iibereinstimmt, denn nach Satz 8 sind voneinander verschiedene 
Modularsysteme (Elementarsysteme) unabhiingig voneinander. Satz 11 lieBe 
sich auch ohne die vorangegangenen Hilfsmittel sehr einfach beweisen. 

Ein spezielles Grunddisjunktiv erhailt man nach Satz 9, indem man 
die zyklischen Vertauschungen eines beliebigen Disjunktivsystems bildet: 


, #,--. # 


2 3 1 
Bw, B, °°, @ 


a 1 m—1 
a, Bees 2 


Eine spezielle Grundmatrix erhilt man, indem man in einem System 
auf alle méglichen Arten einen (echten oder unechten) Teil der Elemente 
durch ihre Negate ersetzt, z. B. fiir n = 3: 


#, £, 2, &, F, 2, FZ, F 
(y. ¥,U,U,4, 4; 9; i) 


A o 8 2 F 
£, 2, 2, 4%, &, &, @, 


Dies folgt aus dem V.-Th., denn setzt man fiir x,y,z Werte 0, 1 
ein, so erhailt man ein Grundmodular. 

Zu dieser Grundmatrix gehért nicht etwa ein zykliches Grund- 
disjunktiv. 

Wir kénnen nun das V.-Th. folgendermaBen erweitern: 

Satz 12. Man kann eine Gleichung oder Subsumption verifizieren, 
indem man fiir die Elemente irgend welcher darin vorkommender Disjunktiv- 
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systeme bzw. Systeme die Werte eines vollstiindigen Disjunktivs bzw. einer 
vollstiindigen Matrix einsetzt, z. B. die Werte eines zyklischen Disjunktivs, 
bew. die Werte, die man aus einem beliebigen System durch alle méglichen 
Negatbildungen erhilt.*) 

Denn ist eine Gleichung fiir bestimmte Wertsysteme erfiillt, so ist 
sie nach Satz 4 auch fiir jedes davon abhingige System erfiillt, d. h. aber 
in unserem Falle (wegen der Vollstiindigkeit der Matrix) fiir jedes Wert- 
system. 

Aus dem V.-Th. folgt: 

Satz 13. Eine Grundmatriz erhilt man, wenn man eine Anzahl von 
Grrundmodularen mit irgend welchen disjunktiven Gebieten (oder disjunktiven 
Matrizen) zusammensetzt, und jede Grundmatriz kann man sich so entstanden 
denken. (Z. B. fiir n= 2 ist, wenn u ein Gebiet oder eine Matrix ist, 


1, 1, 0, 0 1,1,0,0\  1,1,0,0 
(10 .0)"*(1 0,01) *~ (now) 
1, 0, 1, 0 1, 0, 0, 1 1, 0, u, a 


eine Grundmatrix.) 


4 


Die allgemeine Grundmatrix 2°" Ordnung erhalt man, indem man 


die 24 Verwandten von 
(; 1, 0, 0 
1, 0, 1, a 


mit 24 allgemeinen disjunktiven Gebieten u', u*, ---, uw zusammensetzt. 
Um aber diese auf allgemeinste Art aus ganz allgemeinen (nicht disjunk- 
tiven) Gebieten zu konstruieren, braucht man fiinf Gebiete u, v, w, x, y 
und erhilt 


UVWLY, UVWLY, UVWLY, ---, VVWLy, UVvWLY + UD. 
Das allgemeine Grundelementar 3** Ordnung ist also z. B. 
[1, 2,3] wow +[1,3, 2]uvw + [2, 1, 3] udw + [2,3, ljutw +[3, 1,2] a0 
+ [3,2,1]a@. 

Diese Methode, das allgemeine Grunddisjunktiv mit Hilfe von még- 
lichst wenig disjunktiven Gebieten zu bilden, ist freilich unelegant. Aller- 
dings ist dies auch, wie ich beweisen kann, auf symmetrische Weise nicht 
miglich. Natiirlicher und viel einfacher erscheint immerhin die folgende 
Methode, welche eine Verallgemeinerung der Methode der Bildung eines 
allgemeinen Disjunktivsystems in A. Satz 7 ist. 


Noch allgemeiner: Eine Gleichung oder Subsumption ist dann und nur dann 
fiir alle Lésungen einer Gleichung erfillt, wenn sie fiir eine vollstiindige Lisungs- 
matrix erfillt ist (z. B. fiir die zyklische auf 8. 251). 
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Satz 14. Die allgemeine Form eines Grunddisjunktivs n + 1° Ord- 
nung ist, wenn (a”*) das allgemeine Grunddisjunktiv n* Ordnung und 
f, #,---, &*+! ein Disjunktivsystem ist, 





nu 

af}, gf... aingn, Dare 
%=1 
® 

aft, q%f3, ...) amin, Dart 
ual 
v 

at gf, -, ange > ont 
x=i 

& By @ prt 





Denn die erste bis m* Spalte enthalten nach A. Satz 7 Disjunktiv- 
systeme, und da in den Zeilen je zwei der ersten m Elemente disjunkt 
sind, so lassen sich nach Satz 10 die ersten » Spalten zu einem Disjunktiv 
ergiinzen. Es geschieht dies, indem man zu den ersten » Elementen 
jeder Zeile immer noch dasjenige hinzufiigt, das dieselben zu 1 ergiinzt, 
wie es auch oben in der x» + 1% Spalte geschehen ist. Die Allgemein- 
heit ist leicht einzusehen. 

Nach diesem Schema kann man nun der Reihe nach aus einem Grund- 
disjunktiv 1** Ordnung eins 2“* Ordnung bilden, daraus eins 3'** Ordnung usw. 
In der Tat erscheint es, wenn man mit m! disjunktiven Gebieten aus- 
kommen will, das Natiirlichste, dazu je ein Disjunktivsystem 2“", 3'*", --., n‘°" 
Ordnung zu nehmen, wie es hierbei geschieht. 

Die allgemeine Form eines Grunddisjunktivs 3° Ordnung ist demnach: 

ab', ab, ab'+ ab? 
ab', ab*, ab'+ al* 
bb 3 

Fiir die héheren Ordnungen werden freilich die Ausdriicke weniger 
durchsichtig. 

Verzichtet man auf die Verwendung von nur m! disjunktiven Ge- 
bieten, so laBt sich mit Hilfe von » Disjunktivsystemen n** Ordnung die 
Aufgabe elegant liésen. Wir brauchen dazu den auch sonst wohl recht 
niitzlichen 

Hilfssatz. Ist a,, a,,:-- eine Lisung der Gleichung F =0 und zu- 
gleich der Gleichung G=0, und u,, u,,--- eine allgemeine Lisung der 
Gleichung G = 0, so ist 


a, = a, F (u,, Us, ---) + u, F(a, uy, ++) (x=1, 2,--+) 
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eine allgemeine Lisung des Gleichungssystems F =0, G=O (und diese 
Ausdriicke sind reproduktiv in bezug auf /’). ; 
Den Beweis kann jeder leicht fiihren, der A. § 7 gelesen hat, oder 
auch meine Notiz in den Sitzungsber. d. Berliner math. Ges. VII, S. 90. 
Ist nun G=0O die Gleichung, welche besagt, dab gewisse Systeme 
Disjunktivsysteme sind, so folgt, dab obige Ausdriicke aus einer Partikular- 
lésung der Gleichung 


F(z', =", coe, y', y’, yy’, s*, fF, tety BP arenes \= 
eine allgemeine (reproduktive) Lisung von F' = 0 liefern, ausgedriickt 
durch arbitrire Disjunktivsysteme. 

Die Gleichung /’'= 0 soll nun besagen, daB ein Disjunktiv (x%) ein 
Grunddisjunktiv ist. Dazu geniigt nach Satz 10, daB je zwei Glieder einer 
Spalte disjunkt sind. Also ist F 2S S x0; =O und F=J] Sx. 

x Asp * A 
Als partikulares Grunddisjunktiv a wiihlen wir 1’, sodaB also a% = 1, a*¥ =O 
fiir x+ 4. Es ergibt sich fiir die Ordnung 3: 


F+ u'(v?+ w*)(v'+w"*), v'(w*+ u*)(w>+u'), w*(u®+ v*) (ud+ 0%) 
u®(v*+w*)(v'+w'), F+v?(w+ u®)(w'+ uv), w*(ue+v*)(u'+v') | " 
u®(v'+ w') (v?+ w), v8 (w'+u')(w*+u*), F+ w*(u'+ v')(u?+ v*) 


wo f= (uv + v* w~ +. wu"). 
zea 


Aus dem allgemeinen Grunddisjunktiv 4* Ordnung liBt sich die zu- 
geordnete allgemeine Grundmatrix 2“ Ordnung bilden: 


P+(t+o)F, F+ (w+ o*)F, (w+ o°)F, (ut+ pet 
FF + (+0 SF, (u+ue*)F, F+ (w+) F, (ut+wt) FP , 


wo KF . > (u*v*+ u*w* + u* t* + v*u% + v” t + wt”). 


4PA 
Endlich will ich noch ohne Beweis folgenden Satz erwiihnen: 
Die relativen Faktoren -eines Grunddisjunktivs sind sémtlich Grund- 
disjunktive. 
Unter den Grunddisjunktiven sind bemerkenswert die ,,symmetrischen“, 
d. h. diejenigen, bei denen a”** = a’” oder in Peircescher Schreibweise a= a 
ist, wie z. B. bei den zirkularen: 


Die Gleichung a =a (oder ad + G4 =) hat die Partikularlésung «a = 1’, 


folglich ist nach dem Hilfssatz die allgemeine Form eines symmetrischen 
Grunddisjunktivs 
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i] 


a=1'-1; (ué+an); l+u-1; (ut+H@4); 1, 
wenn wu ein arbitrires Grunddisjunktiv ist. 

Wir wollen auch diesmal ein Verfahren angeben, um aus dem all- 
gemeinen symmetrischen Grunddisjunktiv n'** Ordnung (a**) das allgemeine 
symmetrische Grunddisjunktiv » + 1“ Ordnung zu bilden. Dieses lautet, 
wenn (/', 2, ---, @*") ein Disjunktivsystem ist: 








a't! a® --- gg ale 
a? a?*t? i a?" at? 
a” a” coe Qmt* ght 
nm 
af a@P ..- amr > at + gett 
¥=1 


In der Tat sind Zeilen und Spalten Disjunktivsysteme, und jedes 
symmetrische Grunddisjunktiv (b**) (x, 4 = 1, 2,---,2+ 1) lit sich auf 
obige Form bringen, indem man setzt 


a** == H* 4. 1.0%" + tf — §%"+!1 (x, l= :. 2, ey n), 


gett I] ponti, 


x=1 


Die Anzahl der benutzten arbitriiren Gebiete ist aber hierbei nicht die 
kleinstmégliche. 

Satz 15. Symmetrische Grundelementare enthalten nur ein- oder zwei- 
gliedrige Zyklen, denn bei der Schreibweise auf 8. 248 folgt aus a*’ = a’*, 
daB, falls die x Zahl 4 heibt, die 2° Zahl x heiBen muB, (auch fiir x = 4). 
Es folgt mit Hilfe des V.-Th.: 

Satz 15a. Das Quadrat eines symmetrischen Grunddisjunktivs ist \. 
Umgekehrt: Ein Grunddisjunktiv, dessen Quadrat 1’ ist, ist symmetrisch. 

Setzt man die vier symmetrischen Grundelementare 3“ Ordnung mit 
ab, ab, ab, @b zusammen, so erhiilt man als allgemeines symmetrisches 
Grunddisjunktiv 3. Ordnung: 


1 o 


a @b ab e@# @# 
(«x b ab | oder auch vr+(« a’ | 


ab ab ab+ab a a a?) 


Eine Grundmatrix von Liésungen einer Gleichung kann man folgender- 
mafen erhalten: Man entwickle, wie in Satz 7, die Funktionen nach simt- 
lichen in ihr vorkommenden Parametern a,, a,,---,@,. Es treten die 
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Produkte auf, die man kurz mit a', a’, --- bezeichnen kann, multipliziert 
mit den g, (s. 0.). Nun konstruiere man zu jedem g, eine Grundmatrix 
von Lésungen. Bei wenigstens einem g, sind genau / Lésungen (s. 0.) 
dazu nétig; bei den anderen fiige man so viele beliebige Lésungen hinzu 
(z. B. durch Wiederholung schon vorhandener), dab die Anzahl ebenfalls 
gleich 1 wird. Dann setze man diese Lisungen mit den a* zusammen. 
Arbitriire Parameter diirfen dabei wohl benutzt werden, lassen sich aber 
auch giinzlich vermeiden. 

Satz 16. Jede beliebige Lisung kann in einer Grundmatrix von 
Lisungen vorkommen. Denn um nach obiger Methode die gegebene Lisung 
durch Hinzufiigung anderer zu einer Grundmatrix zu ergiinzen, braucht 
man sich nur die gegebene Liésung gemiB A. § 8 aus Lésungen der 
Gleichungen gy, = 0 zusammengesetzt zu denken und dafiir zu sorgen, dab 
nach Hinzufiigung der iibrigen Lésungen die benutzten Lésungen der 
Gleichungen »,= 0 vollstiindige Lisungsmodulare bilden. Nun kann man 
sich die in der gegebenen Liésung auftretende Lisung von g,—0 zu- 
sammengesetzt denken aus Modularlésungen von »,=0O mit arbitriren 
Parametern u', u*,---, uw’; und man mu nun die anderen Lisungen in 
der Weise durch Zusammensetzung mit den u* konstruieren, daB die Koef- 
fizienten eines jeden uw’ simtliche Modularlésungen von gm, = 0 (z. T. viel 
leicht mehrfach) enthalten. 

Setzt man die / Lésungen einer Modularmatrix mit arbitriiren Para- 
metern u', u®,---, « zusammen, so erhilt man eine allgemeine Lisung 
der Gleichung. Es lit sich nicht mit weniger als / disjunktiven arbi- 
triren Parametern eine allgemeine Lésung bilden, denn sonst miibten die 
Koeffizienten des arbitriiren Parameters eine Fundamentalmatrix von weniger 
als 1 Lisungen bilden. 

Zur Bildung eines allgemeinen Disjunktivsystems n* Ordnung ge- 
héren aber nach A. Satz 12a, falls 2”-'<1< 2" ist, genau wv Gebiete. 
Wenn man also auf diese Weise eine allgemeine Lisung mit mdéglichst 
wenig arbitriren Parametern herstellt, so nenne ich sie eine ,,sparsame 
Léisung“, und wenn sie auch bei allen speziellen Werten der Gleichungs- 
parameter sparsam bleibt, so nenne ich sie eine ,,stets sparsame Lisung“. 

Man bildet eine stets sparsame Lésung, indem man mit Hilfe der 
arbitriren Parameter u,,u,,--- fiir jedes m, einzeln eine sparsame Lisung 
bildet, wobei man aber immer diejenigen arbitriiren Parameter benutzt; 
welche die kleinsten Indices besitzen, und dann mit den a’ zusammen- 
setzt. Wenn dann nimlich die Gleichungsparameter irgendwelche speziellen 
Werte haben sollten, so fallen in dem Ausdruck vielleicht einige Glieder 
weg und damit vielleicht einige arbitriire Parameter; die iibrigbleibenden 
Glieder aber sind immer noch sparsam gebaut. 
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Durch Reduktion lit sich nun jede parameterlose Gleichung héchst 
einfach sparsam lésen: Die reduzierte Gleichung 
O+P+---+740-7tt+0-7t8#+---+0-M=0 (N=2") 
besitzt niimlich die sparsame Lésung 
fa=f—.-- f= 0, fHaul, rte’, -. 
wo uw, v*®,---,u*~" disjunktiv sind, und zur Bildung von N—r allgemeinen 
disjunktiven Gebieten braucht man v Gebiete, falls 2"-'<1< 2” ist. Ich 
habe auf diese Weise folgende stets sparsame Lisung der Gleichung 
|a, b, ¢, d),, = abed konstruiert: 
a= (&@+b)ced + u(ae+ ad+av+b+ed), 
y = (@+2)bd + ud(be+ cd+v) + te(ab+bv +d) + abedv. 
DaB nicht etwa, wie Herr Korselt vermutete, jede sparsame Lisung 
einer allgemeinen Gleichung auch stets sparsam ist, zeigt folgende nach A. 
Formel (#,) allgemeine Lisung der Gleichung F’ = [a, b, ¢, dj, = 0: 


. a yr-r 
, =~’, 


x =cdF (u,v) + uF (u, v), 
y = d(b+e)F (u,v) + oF (u, v). 
Denn fir a=d=0, b=c=1 wird F= xi + Zy, also F = O aiqui- 
valent mit «=y, und die Lésung wird z= uv, y=uzv, also nicht sparsam. 
Durch sukzessive Elimination der einzelnen Unbekannten kann man 
nicht immer eine sparsame Lésung erhalten, denn z. B. die Gleichung 
zy +a22+y2=0 liefert dabei: =u, y= tiv, z= tiw, wihrend man 
mit zwei Parametern auskommen kann: 2 = wv, y = ud, 2 = tiv. 


= 
§ 2. 


Die Umkehrung von Transformationen. 
Gegeben seien zwei Formen 
Ff = [a, G2,°*"*, Gy)s, , 25, tn? 
G — [h,, be, eee by|y,, 00, (N = 2"). 
Unter welchen Umstinden wird G unter J’ enthalten sein, d. h. unter 
welchen Umstinden laBt sich eine Transformation finden, welche F in G 
iiberfiihrt? Die notwendige und hinreichende Bedingung hierfiir ist nach 
dem Zwischenwertsatz (vgl. A § 6, Satz 21) 


[1a,<If,, Sb,< a, 


Z * 


. Yn? 
vn 


und die Auffindung der Substitution besteht in der Auflésung der Gleichung 
| ay, de, aie ae Ay|e,, 2, _™= Ia, + G >a, 
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nach den z,. Die Aufgabe ist nicht schwerer als die Auflésung einer 
Gleichung von der Form 


lai, Gz, +++ Ov|e,,2,,--,2,= Y 


=n 


nach den z,. 


Es sei jetzt ein Inbegriff solcher Gleichungen gegeben, welche man 
auch als eine Transformation bezeichnen kann: 


a : lau, M13, °°"; ys, , 25, »*n? 
(S) ¥2= [ae1, @g2,°**, Gayle, , 2%, »2n? 
Yp= [4p1, Ay, ** *y Opy)z,, x2, -<n° 


Wir stellen uns nun die Aufgabe, (S) umzukehren, d. h. die Glei- 
chungen nach den zx, aufzulésen und die Bedingungen fiir die Auflésbar- 
keit, d. h. die Eliminationsresultante der Transformation in bezug auf die 
x, zu ermitteln. 


Sind nun zugeordnet 
5 


ws, ++," Bh By, By, °° *, Les 
ae ei? se en Tn Yn» 
a, a‘, inte a’ ” O44) Igy, ** *y Uy fiir x=1,2,---, N, 
so ist unsere Transformation fquivalent der Transformation 
N 
(S’) Y= > 4,27 (x= 1, 2,°*%) DP), 
A=l1 
und nach Satz 5 auch der Transformation 
N 
(8”) y” => ae’ (x= 1, 2,---, P; P=2?) oder Y=—a; X. 
A=l 


Wir brauchen uns also nur noch mit der Auflisung von (S8”) zu be- 
schiftigen. Wir. wollen soleche Transformationen __,,Disjunktivtransforma 
tionen“ nennen, und dabei einstweilen N und P als beliebige Zahlen an- 
sehen, nicht notwendig als Potenzen von 2. 

Jeder Matrix entspricht eine Transformation der Art (S’), jedem Dis- 
junktiv eine Disjunktivtransformation. 

Nun ist gewib eine notwendige Bedingung fiir die Auflisbarkeit 
von (S”), daB jede Gleichung von (S”) einzeln nach den x, auflésbar ist, 
daB also 

Ta. “— y” < Dax fir x=—1,2,---, P. 
4 A 
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Merkwiirdigerweise sind aber diese Bedingungen auch hinreichend. 
Wir werden sogar in unserem Beweis mit den Voraussetzungen 


y*< Sai fir x«—1,2,--,P (oder Y <a; 1) 
i 


vollkommen ausreichen; folglich muf hieraus allein schon der andere Teil 
unserer Annahme, nimlich 


Tla<y fir «=—1,2,--,P 
A 
folgen (aber nicht umgekehrt!), wie man auch direkt sieht, wenn man alle 
Subsumptionen der Voraussetzung addiert mit Ausnahme der x“ und dann 
mit Anwendung der Formel a = Sa’ (vgl. A § 4) kontraponiert. 
Asx 


Satz 17: Notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Auf lisbarkeit 
einer Disjunktivtransformation 


. 
y= >a? (x= 1,2, ++, P) oder Y=a; X 


A=i 
ist die Auflisbarkeit jeder einzelnen Gleichung derselben nach den x*, oder 
y= Sar fir «=—1,2,--,P oder Y<a;1, 
i 
und zwar besitet dann die Transformation die Lisung (bzw. allgemeine bzw. 
reproduktive Lisung) 
a’ = Sxiy oder X=—a; Y, 

wo die x die Lisungen (bzw. allgemeinen bzw. reproduktiven Lisungen) der 
Gleichungen | 

aug = >a oder auch vn Sa* at = y**) 

i i Z 
sind. (Jene Gleichungen sind ja stets lisbar, diese wenigstens unter der 
gemachten Voraussetzung.)**) 

Beweis: Zuniichst kénnen wir auf die y* das V.-Th. anwenden. Es 
li®t sich niimlich jede Lésung bzw. allgemeine Lésung bzw. produktive 
Lisung auf eine bestimmte Form bringen (vgl in A. die Formeln (R,) 
baw. (A) baw. (R,), wo &, = [0,1, Ora, °°", Urwhig.ug,---yu_ 20 Setzen ist), d. h. 
als Funktion f(v,, v,,---) gewisser arbitriirer Parameter darstellen. Unser 
Satz laBt sich also auf folgende Form bringen: Ist y*<_Sa* fiir x=1,2,-++,p 

a 


erfiillt, so sind alle Ausdriicke von einer bestimmten Form /[%(v,, 0, ---) 
Lésungen bestimmter Art, also Ausdriicke einer bestimmten Form 9*(w, ,w,,-), 


*) In der Schreibweise des Relativkalkiils: a;7-1°'=— Y-1’. 


**) Vgl. hiermit die Erweiterung des Problems bei Schréder, Algebra und Logik 
der Relative, S. 265, 18). 


17* 
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d. h. wenn die obige Eliminationsresultante erfiillt ist, so gibt es Werte w, , 
fiir die 
£*(O 5 Ug, ++ *) = Y* (Wy, Wy, - +) (x =1, 2, --+, m). 
Hierauf laiBt sich aber das V.-Th. anwenden, denn es gibt Werte der y, 
welche die Voraussetzung erfiillen (z. B. y* = a,”). 
Fiir y= 1 aber lautet unser Satz: Die Transformation 


1 = Daje' (d h. Sax a* = 0, vgl. A. Formel (N)) 
O=—Sarx' fir «+x 
Z 


laBt sich, wenn 1 <_ Sax (dh. /Ja7—0), aufldsen (bzw. allgemein bzw. 
Z i 


reproduktiv auflisen) — a’ =, wenn die x allgemeine Lésungen 
der Gleichung 2a; ah = » (dh. a x) = [1a;) sind. 


> 
Nun folgen aus der ‘etn elnsihienssit Gleichung der Trans- 


formation nach der schon zitierten Formel @ = 2a die iibrigen Glei- 
-% 
chungen, welche sich hiermit als iiberfliissig erweisen. Damit werden aber 
unsere Behauptungen einleuchtend, und aus dem V.-Th. folgt unser Satz 
allgemein. 
Satz 17 hiitte sich auch herleiten lassen aus der vereinigten Gleichung 
des Gleichungssystems (S), welche lautet: 


dary -0 
za 

oder 
Py xy” = 0. 
za 


Die P Gleichungen der Auflésbarkeitsbedingung (Eliminationsresul- 
tante) in Satz 17 geben die vereinigte Gleichung 


> y” [T« = 


& 


Kehren wir-nun von der Betrachtung der Substitution (S”) zu der 
aiquivalenten Substitution (S) zuriick, wobei wieder P = 2” vorausgesetzt 


werden muB, so sind fiir y* die Produkte y, y, Yr Wa" Yps*°” Vie" U, 
fiir die a, die entsprechenden Produkte, also fiir die @ die Summen 
Qiat G3a+ -+++ Ga, GQiat Git---+ ety * 4 84 , Ay,+ Git::- + Api 


einzusetzen. Die Eliminationsresultante wird dann 
LUM Gat 4, +---+4,2), WMG, 4+ %,+---+4,,), ora 
TV a,, 4+ O.,4+ 6 +O) yy, = 9 


Yp 
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Ich will die Uhersetzung von Satz 17 wenigstens fiir eine zweizeilige 
Transformation einmal vollstandig hinschreiben: 
Satz 17a. Bedingung fiir die Auflisbarkeit der Transformation 


tn 2a 
r= 2a,t, 
x 


y = Sb,t 


x 


| I] (a+ b,), M@,+ b,), Ih(a,+ b,), MM(a,+ bey oes 0, % 


und die Auflisung (bzw. allgemeine bzw. reproduktive Auflisung) lautet: 


’%= [ p’, q’, r, s*],, ’ 


wo die p*, y”, 1, 8* die Lisungen bzw. allgemeinen bzw. reproduktiven Lisungen 
der Gleichungen sind: 


24 bp’ = Sab, oder = LY, 
A 

> ab; q’ = Dub, oder = 29, 
4 4 

>a,b; - = Dab; oder = Ey, 
4 4 

Zab, s* = Da,b; oder = ZY, 
A A 


entsprechend fiir Transformationen von mehr als zwei Zeilen. 
Besonders wichtig ist der Spezialfall, wo die Transformation lautet: 


t= |a1, a3, °° "» Ay )t,,t2,- 
y= [b, be, ++, by]s,,%,- 
Die Eliminationsresultante bleibt dieselbe und die Auflésung wird 


_=— [p,, qx) Vy) 8,1. 


“tn? 


s'n* 


wo 
" 
|a,b1, agbz, oe ayby)p,. ., . Pa tab, oder = “vy, 
A 
[a;b,, asbe, ---, ayby = Sa;b, oder =27 
4,91, A202, » Gy When» > in iGO, OCF — LY, 
4 
= = .’ =n 
[a@,b;, Gaby, «++, Ayby),, +... a= ad aay oder = Zy, 
a 


[Gibs, Geb, +--+, Gvbyla,0,--m = edad, oder = 29. 


4 


*) Dies hat Schréder unter spezielleren Voraussetzungen durch mechanische 
Ausrechnung gefunden; vgl. Schrider a. a. O. S. 697. Das allgemeine Ergebnis steht 
in Whitehead, Memoir on the Algebra of Symbolic logic, Am. Journ. of Math. 23 
S. 297. 
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Die Eliminationsresultante in Satz 17a kann auch als die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafiir angesehen werden, daB ein System 


(a, y) 


my as, “) 
B,, by, °°: 
abhangig ist. 


Mit Hilfe dieser Betrachtungen liBt sich héchst einfach folgendes 
Problem lésen, das Schréder schon theoretisch geist hat.*) 
Es sei eine Gleichung vorgelegt 


von einer Matrix 


> __ 
at,xz* = 0. 


x 


Es soll ermittelt werden, welche Werte eine gegebene Funktion 
y = 2b,2" 


anzunehmen fahig ist, falls die gegebene Gleichung besteht. Es handelt 
sich also im wesentlichen darum, aus zwei speziellen Gleichungen die «” 
zu eliminieren. 

Dies geschieht aber, indem wir in der Eliminationsresultante von 
Satz 17a fiir « den Wert 0 einsetzen. Es ergibt sich 


L(a,+b,)y + 1 (a,+b,)9 =9, 
folglich ist der gesuchte Ausdruck fiir y: 
y = [] (a, +b, + ua,b,. 


Satz 18. In jedem vollstindigen Disjunktiv sind die Zeilenelemente 
komplementir und umgekehrt. 

Satz 18a. Die Bedingung fiir eine vollstiindige Matrix lautet z. B. fiir 
die Ordnung 2:**) 


I1G,+6,) +I @ +b) +11 (a,+5,) +11 (a,+5, =. 


Die Matrizen in (S’) und (S”) sind nimlich vollstindig, wenn sich 
Werte der x” bzw. ¢ aus beliebigen Werten der y* bzw. 2, y finden lassen, 
wenn also fiir beliebige Werte derselben die Auflisbarkeitsbedingungen 
in Satz 17 bzw. 17a erfiillt sind. Satz 17 liefert so 

a%=1 (A=1, 2,---, N) 


q. e. d. Satz 17a liefert obenstehende Bedingung. 


*) Vgl. Schréder, a. a. O., Bd. I, 8. 476. 
**) Vgl. Whitehead, a. a. 0., S. 298 
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Ohne Beweis erwihne ich noch: 
Satz 18°. Ein Disjunktiv a, von dem jede Lisung einer lésbaren 
Disjunktivgleichung 
ab,y°=0 


abhiingt, ist charakterisiert durch die Bedingung 
au%+b,=1 (x=1,2,--., P), 
4 


eine Matrix zweiter Ordnung, von der jede Lisung einer lisbaren Gleichung 


la, By; o|,, =0 
abhiingig ist, durch 
efKa,+b,) +---+01I(a,+5, =0. 

Satz 19. Wenn 

> rary" =0 (x=1,2,--.,P), 
Fu 
so besitzt (S”) hichstens eine Lisung; (S’) also stets dann, wenn 
lttubidas a,a,,b, b; G,4,,b,b,, a, G,,b,b, ley 
Asem 

Der Beweis folgt aus dem V.-Th., weil der Satz richtig ist, wenn a 
ein Modular ist. (Auf Anzahlsiitze laBt sich zwar das V.-Th. nicht an- 
wenden; doch laBt sich die Tatsache, daB (S”) héchstens eine Lésung 
besitzt, auch so aussprechen: Ist 2’, x*,--- eine Liésung von (S”) und 
1 €2... ebenfalls, so ist 2'= &', 2? = &,.--. Hierauf aber liBt sich das 
V.-Th. anwenden.) 

In (S”) muB N< P sein, wenn die Bedingung erfiillt sein soll, in 
(S’) N< 2”. 

Satz 20. Die Matrix jeder Transformation, die fiir beliecbige Werte 
ihrer Funktionen hichstens eine Auflisung besitet, ist Teil einer Grundmatriz 
und umgekehrt. 

Satz 20a. Fiir die Matrix der Transformation gilt unter dieser Voraus- 
setzung 2. B. fiir die Ordnung drei: 

> (44, + %G,) 7 » (b,5 Me +,b,), (¢,¢, + €,€ C..) oa 
iu 

Beweis: 1) Besitzt (S”) fiir beliebige y, also auch fiir y*= 
hichstens eine Lésung, besitzt also die Gleichung 


a 


WV 


axz + an? + - = aj 
4 
héchstens eine Lésung, so ist 


aja, = 0, 
Au 
wie man mit dem V.-Th. leicht zeigen kann, da ja obige Gleichung stets 
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lésbar ist. Jetzt folgt nach Satz 10, daB die Matrix Teil einer Grund- 
matrix ist, q. e. d. 
2) Ist letzteres der Fall, also Sajaz—0, so ist auch ajax y" = 0 
Au itn 
fiir beliebige y, also besitzt nach Satz 19 (S”) héchstens eine Lésung, q. e. d. 


Geht man nun von (S”) zu (S’) iiber, so folgt aus der Bedingung 
> aja, = 0 z. B. fiir die Ordnung drei: 


Asem 


> (a,4,,, b,,€,¢, + a,a,,b, b,,€,€, +::'+a@,a b,b,é,€ p= v0, 


A 2. a oe oe 
isen 


was mit der Bedingung in Satz 20a iibereinstimmt. 
Ohne Beweis erwihne ich 
Satz 20°. Lat sich eine Lisung der Disjunktivgleichung 


>b,y = 0 


hichstens auf eine Art aus den Systemen eines Disjunktes a zusammen- 
setzen, so ist 
b, Saiax = 0 (x=1,2,---,P), 
_ a 
und laéBt sich die Lisung einer Gleichung 


la, B, 7, i = 


hichstens auf eine Art aus den Systemen 2. B. eines Modulars 2” Ordnung 
zusammensetzen, so ist 


ala, B, 7;  -_ es 0. 
Au 


Hinreichende Bedingung dafiir, dab sich (S”) bzw. (S’) auf eine und nur 
auf eine Art nach den 2* auflésen lassen, liefern Satz 17, 17a und 19. 
Die Bedingungen von Satz 17 und 17a sind auch notwendige, die von 
Satz 19 aber auch, wie man mit dem V.-Th. zeigen kann, da ja jetzt 
Auflisbarkeit vorausgesetzt wird. 

Satz 21. (S”) ist dann und nur dann eindeutig nach den x* auflisbar, 
wenn 


atiany =U, ati _ y” (3 = 1,2,-++, P), 
4 Me ‘4 
und die Lisung ist 

=D ay 


4 


baw. fiir (8°) im Falle der eindeutigen Auflisharkeit 
x —11 (4.4, + 43,9.) 


und erstere Ausdriicke sind auch wirklich disjunktiv. 
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Die Verifikation sei dem Leser tiberlassen. 

Die Bedingung in Satz 17 kann man zweckmiBig so aussprechen, 
daB die ay, az,--- ,innerhalb y* komplementir“ sind, die Bedingung in 
Satz 15 dahin, daB dieselben ,,innerhalb y* disjunkt“ sind, die von Satz 21 
dahin, daB dieselben ,,innerhalb y* disjunktiv“ sind. 

Folgerung. Die Gleichung 

a,z'+a,227+---=0 
besitzt dann und nur dann eine einzige Lisung, wenn G,, a,,--- disjunktiv 
sind, wie Whitehead schon fiir die Gleichung [a, b, ¢, d),, = 0 bewiesen 
hat. Denn entspricht die Gleichung dem (5S’), so erhilt man (S”) durch 
Hinzufiigung des Negats: @,2'+a@,2°+.---=—1, welches nach Satz 21 
obige Bedingung liefert. 

Kine Transformation, die fiir beliebige Werte der Funktionen ein- 
deutig umkehrbar ist, heiBt eine Substitution. Bedingung ist fiir Dis- 
junktivsubstitutionen nach Satz 18 und 20, daB die Elemente jeder Zeile 
disjunktiv sind. Daraus folgt nach Satz 9: 

Satz 22. Jede Substitution besitzt eine Grundmatrix und umgekehrt. 

Analytische Bedingungen fiir eine solche finden sich bei Whitehead 
a. a. O., § 2. 

Aus Satz 21 folgt: 

Satz 23. Die zu einer Substitution inverse Substitution besitet die kon- 
jugierte (= konverse bei Schréder) Matrix zu der Matrix der ersteren. 

Ohne Beweis erwihne ich: 

Satz 23’. Ist jede Lisung einer lisbaren Disjunktivgleichung 


2b,y = 0 


in eindeutiger Weise abhdngig von einem Disjunktiv a, so lautet die Lisung 
x —20; b, y’. 


Aus Satz 23 folgt: 

Stimmt eine Substitution mit ihrer Umkehrung iiberein, (d. h. ist ihr 
Quadrat die identische Substitution), so ist das Grunddisjunktiv der zu- 
geordneten Substitution symmetrisch und umgekehrt. Dies folgt auch aus 
Satz 15’ und umgekebrt. Ein Spezialfall ist die bekannte Tatsache, dab 
sich y = ax + GF eindeutig auflésen lit durch x = ay + ay. 
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§ 3. 
Die Whiteheadschen Sitze iiber Substitutionen. 


Ich werde die interessantesten unter diesen herausgreifen und ein- 
facher als Whitehead, ohne nennenswerte Rechnung, beweisen und zugleich 
wesentlich erweitern. 

Setzt man bei einer Funktion [a,, a,,---],,... oder Disjunktivfunk- 
tion a, 2* 


S,=Sa,, 8,=Sa,a, 
a 


na? 


’ — wv 
: D3 =a 4,44 
xh *xeAse 


Gury 
so nennt Whitehead S,, S,, S,, --- die ,,symmetrischen Elementarfunktionen 
der gegebenen Funktion“. 

Unter der ,,Familie* einer Funktion oder eines Systems von Funk- 
tionen versteht man den Inbegriff der durch Substitutionen aus derselben 
hervorgehenden Funktionen bzw. Funktionensysteme. 

Nach Whitehead gehéren nun zur Familie einer Funktion gerade 
diejenigen Funktionen, welche die gleichen symmetrischen Elementar- 
funktionen besitzen, z. B. die Funktionen mit den Koeffizienten S,, S,, S,,--- 
selber. 

Wir beweisen allgemeiner: 


Satz 24. Zur Familie eines gegebenen F'unktionensystems gehiren gerade 
diejenigen Funktionensysteme, bei denen das zugehirige Disjunktivsystem von 
Funktionen dieselben symmetrischen Elementarfunktionen besitzt wie dasjenige 
des gegebenen Funktionensystems. 

Wir wenden das V.-Th. an, indem wir die Koeffizienten der Funk- 
tionen, an deren Stelle wir ihre zugehérigen Disjunktivfunktionen betrachten, 
gleich 0 oder 1 annehmen, und nur Substitutionen mit Grundelementaren, 
d. h. einfache Permutationen der Variablen in Betracht ziehen. Die Funk- 
tionen haben dann die Form ‘ 


Leo? 4e1eg?*4+.--41- 9% 40-2" t' 40.2782 4...40- 2 
und es ist 
S,=S,=—---=—S,=—1, S,,,+8,,,—-:-=S8,=0. 


Zwei solcbe Funktionen lassen sich natiirlich dann und nur dann ineinan- 
der durch Permutationen iiberfiihren, wenn ihre Zahlen r iibereinstimmen, 
also auch die S,, S,,---, S,, und es gibt dann r! (m—r)! solche Permu- 
tationen. Damit ist Whiteheads Behauptung bewiesen. Ein Disjunktiv- 
system solcher Funktionen aber enthalt, wenn man die Koeffizientensysteme 
untereinanderschreibt, in jeder Spalte genau eine 1. Stehen also in der 





a: Gade doi 
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ersten Zeile r,, in der zweiten Zeile r, Einsen usw., so ist ersichtlich, 
daB zwei Funktionensysteme dann und nur dann und zwar durch 

r,! rel rz! -- 
Permutationen sich ineinander iiberfiihren lassen, wenn in beiden die 
Zahlen r,, 7,,--- tibereinstimmen und damit auch die symmetrischen 
Funktionen, woraus sich Satz 24 ergibt. Zugleich folgt: 

Satz 25. Ein System von p Disjunktivfunktionen mit n Variablen wird 
in ein anderes derselben Familie durch mindestens soviel Substitutionen iiber- 
gefiihrt, als die kleinste der Zahlen 

r! rygl- ++ rp! (1, + rete ++ +r =n) 
angibt. 

Ich will einmal eine von den aus dem Beweise sich ergebenden Sub- 
stitutionen hinschreiben, die 


{(X) =az'+bz*?+ca* in g(X)=(a+b+e)2'+(ab+ac+be)x*+aber® 
iiberfiihrt. Es ist 
f(X)=abe(x' +2°+25)+abe(2!+ 22+ 025)+abe(2'+02*+2")+--- 
+ abe (0x'+02°+02'), 
g(X)=abe(a2'+2?+25)+(abé+abe+abe)(z'+27 +025) 
+(abé+abé+abc)(a'+02*+025)+abée(02'+02°+02'). 
Eine iiberfiihrende Substitution ist also: 
abc[1, 2, 3] + abe[1, 2, 3] + abc[1, 3, 2] + abz[1, 2, 3] + abe[2, 3, 1] 
+ abé[2, 1, 3] + abe[3, 1, 2] + abel, 2, 3]. 

Whitehead beweist, daB die Ordnung der identischen Gruppe einer 
Funktion, d. h. der Substitutionsgruppe, welche die Funktion ungeindert 
laBt, fiir Funktionen mit mehreren Variablen gréSer als 1 ist, und dab 
die identischen Gruppen einer Familie holoedrisch isomorph sind. Es ist 
aber auch bekannt aus der Algebra, daB die Zahl der Substitutionen, 
welche eine Funktion @ in eine andere y iiberfiihren, ebenso groB ist wie 
die Zahl der Substitutionen, welche eine beliebige Funktion q’ der Familie 
von @ in eine beliebige andere wy’ der Familie von w iiberfiihren. Dies 
gilt auch noch, wenn man statt der Funktionen Funktionensysteme be- 
trachtet, ebenso, wenn man statt Substitutionen Transformationen betrachtet. 
Um das einzusehen, bedarf es keines Logikkalkuls, es folgt aber auch, 
wenigstens fiir Gebietefunktionen, mit Hilfe des V.-Th. aus dem Beweis 
des Satzes 24, und daraus folgt es ganz allgemein. Denn jeder Satz iiber 
Transformationen, der im Gebietekalkul gilt, gilt auch ganz allgemein fiir 
eindeutige Transformationen beliebiger Dinge, wobei freilich Anzahlsitze 
eine kleine Modifikation erfahren (s. u.). Wir wollen dieses, wie mir scheint, 
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recht wichtige Prinzip an dem Beispiel des zuletzt erwihnten, freilich leicht 
ersichtlichen Satzes erliutern. Nehmen wir an, wir hiitten Systeme von r 
eindeutigen Funktionen mit s Variablen. Ist r << s, so erginzen wir alle in 
Betracht kommenden Funktionensysteme zu einem System von s Funktionen 
durch Hinzufiigung solcher Funktionen, deren Wert durchweg ein und die- 
selbe Konstante ist. Ist dagegen r > s, so betrachten wir die Funktionen 
als Funktionen von r Variabeln, indem wir r —s Variable als Argumente 
hinzufiigen, von denen der Wert der Funktion unabhingig ist. Wir kénnen 
also in jedem Falle die Funktionenzahl r als ebensogroB betrachten wie die 
Variablenzahl. Die Variablen haben einen bestimmten Denkbereich zu 
durchlaufen (etwa den der Zahlen). 

Statt dieses Denkbereichs betrachten wir nun einen neuen Denkbereich, 
welcher besteht aus allen méglichen Systemen von r Elementen des alten 
Denkbereichs. Enthialt dieser » Elemente, so enthilt der neue n” Elemente 
(m und r kénnen auch héhere Michtigkeiten bedeuten). Ein System ein- 
deutiger Funktionen ordnet dann jedem Element des neuen Denkbereichs 
eindeutig ein Element des neuen Denkbereichs zu. Dem Funktionensystem 
entspricht daher ein Elementar g, (das man bei endlichem n” in der 
Schreibweise auf 8. 248 schreiben kann). Jedem Disjunktiv aber, also auch 
dem g,, entspricht eine Gebietetransformation g,. Ebenso entspricht dem 
wy ein y, und y,; analog fiir 7. 

Fiihrt nun die Transformation 7 das eindeutige Funktionensystem 
in w iiber, ist also 7(g) = y, so ist g,;7,—, und daher 7,(g,) = vy. 
Da aber der in Rede stehende Transformationssatz fiir Gebietetransforma- 
tionen schon bewiesen ist, so gibt es solcher Transformationen 7’, eben- 
soviel, als es Transformationen 7,’ gibt, fiir die 7,'(g,')=,', also 
9,'; Ty = ¥,', also T’(g’) = y’, falls m und ’ sowie y und yw’, also auch 
, und g,’ sowie y, und y,' derselben Familie angehéren. Damit ist der 
Satz allgemein bewiesen (aber freilich nicht fiir den Fall, daB den Trans- 
formationen gewisse Beschrinkungen auferlegt sind, daB sie etwa linear 
oder analytisch sein sollen). 

Wieviel Substitutionen ohne arbitrire Parameter gibt es nun, die 
z. B. die allgemeine Funktion az' + bx? + czx* in sich selbst transformieren? 
In der obigen Entwicklung der Funktion nach a, b, ¢ treten auf: 


1) 2+ 2? + 2° Dies li8t 3! Permutationen zu. 
2) 3 Funktionen mit 1 Nullkoeffizienten. Sie lassen 2! 1! “ sia 
3) 3 ” ” 2 ” ” ” 1! 2! ” ”? 


4) 1 Funktion , 3 ™ » WBt 3! 
Da die Funktionen unabhingig voneinander permutiert werden, so ent- 
stehen (3!)' (2! 1!)* (1! 2!)° (3!)' = 2304 zusammengesetzte Substitutionen. 


” 9° 
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Um die allgemeine zu erhalten, hatte man diese mit 2304 disjunktiven 
arbitriren Parametern zusammenzusetzen, zu deren Herstellung man 12 arbi- 
triire Parameter brauchte. Allgemein findet man: 


Satz 26. Die allgemeine Disjunktivfunktion mit n Variablen wird in 
eine andere Familie durch 


(nt) - [(m—1)! 1!]™ - [(m—2)! Qt] -- 
Substitutionen ohne arbitrdére Parameter iibergefiihrt, wo ny, n,, %,+-- Bi- 
nomialkoeffizienten sind. 

Whitehead beweist weiter, dah zwei Funktionen von x und y dann 
und nur dann lediglich durch die identische Substitution in sich iiber- 
gefiihrt werden, wenn sie zusammen eine Substitution bilden. Dieser Satz 
14Bt sich auf » Funktionen mit m Unbekannten iibertragen und ist nach 
Satz 22 ein Spezialfall von 

Satz 27. Hin System von Funktionen wird dann und nur dann ledig- 
lich durch die identische Substitution in sich selbst iibergefiihrt, wenn seine 
Matrix ein Teil einer Grundmatrix ist. 

Wir wenden wieder das V.-Th. an und beweisen den Satz fiir den Fall, 
daB die Koeffizienten die Werte 0,1 haben. Wir betrachten statt des 
Systems wieder das zugehérige Disjunktivsystem. 


Soll nun r,! rz! ---=1 sein, (vgl. Satz 25), so miissen die Zahlen 
1, %,,°-- alle gleich 0 oder 1 sein, d. h. die Koeffizienten jeder Zeile dis- 


junkt, also nach Satz 10 die Matrix Teil einer Grundmatrix, q. e. d. 
Whiteheads Satz ist iibrigens auch ein Satz der allgemeinen Trans- 
formationstheorie. 
Whitehead gibt endlich, leider ohne Beweis, an, daB die aus den Po- 
tenzen einer Substitution mit zwei Variablen gebildete Gruppe im allgemeinen 
die Ordnung 12 hat. Wir beweisen: 


Satz 28. Die Ordnung der zyklischen Gruppe der Potenzen einer Dis- 
junktivsubstitution mit n Variablen ist hichstens das kleinste Vielfache aller 
nicht oberhalb n gelegenen ganzen Zahlen. (Zwei Variablen x, y entspricht 
aber ein Disjunktivsystem mit vier Variablen, und das kleinste Vielfache 
von 4, 3, 2, 1 ist 12, entsprechend der Whiteheadschen Angabe.) 

Wir betrachten zum Beweis das zur allgemeinen Disjunktivsubstitution 
gehérige allgemeine Grunddisjunktiv und bilden seine relativen Potenzen. 
Es setzt sich aus den Grandelementaren mit Hilfe von arbitriiren Para- 
metern zusammen. Jedes Grundelementar lift sich aber als Permutation 
schreiben. Die Potenzen von Permutationen aber bildet man bekanntlich, 
indem man sie in ihre Zyklen zerlegt und in diesen zyklische Vertauschungen 
vornimmt. Da nun bei der Bildung der allgemeinen Disjunktivsubstitution 
siimtliche Grundelementare zusammenzustellen sind, so kommen auch alle 
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erdenklichen Zyklen der Zahlen 1, 2,---, » wirklich vor, und unter den 
Graden dieser Zyklen kommen also alle Zahlen von 1 bis » wirklich vor. 
Es wird also erst diejenige relative Potenz der allgemeinen Disjunktiv- 
substitution 1’ ergeben, deren Potenzexponent fiir simtliche Zyklen von 
den Graden 1, 2, ---, die identische Permutation liefert, und dies trifft 
zu fiir den Potenzexponent, welcher das kleinste Vielfache dieser Zahlen ist. 

Zugleich folgt aus unseren Betrachtungen: 

Satz 28a. Die Ordnung der Gruppe der relativen Potenzen einer para- 
meterlosen Disjunktivsubstitution mit n Variablen ist eine der Zahlen, die 
man erhilt, wenn man n in beliebige ganzzahlige Summanden zerlegt und 
deren kleinstes Vielfaches bildet. 

Ist S keine Substitution, aber eine Disjunktivtransformation, welche 
die Anzahl der Variablen ungeindert libt, so bilden die Potenzen von S 
keine Gruppe, weil es nach Satz 18 keine Umkehrung gibt. Sind also 
m und» die kleinsten Zahlen, fiir die S*=—S", so ist m>1, ferner 
S™+*— §"+* Die Potenzen bilden also eine gemischtperiodische Reihe. 
Die ersten Potenzen von S® bis S“~', die ja noch nicht zur Periode ge- 
héren, mégen das ,,Vorspiel“ der Reihe heiBen. Es fehlt nur bei Substitu- 
tionen, besteht aber z. B. bei [11145] nur aus der 0° Potenz. 

Satz 29. Das Vorspiel der Potenzen einer Disjunktivtransformation 
mit n Variablen ist hichstens n —1 gliedrig, und die Gliederzahl der Periode 
ist hichstens das kleinste Vielfache der nicht oberhalb n gelegenen ganzen 
Zahlen. 

Denn denkt man sich die allgemeine Transformation hingeschrieben, 
indem man alle Elementare durch Zahlenreihen darstellt und mit disjunk- 
tiven Parametern u', u*, --- zusammensetzt, und denkt man sich alle Po- 
tenzen daruntergeschrieben und die 0“ Potenz noch dariiber als erste Zeile, 
so ist leicht einzusehen, daB bei untereinanderstehenden Zahlen sofort 
Periodenbildung eintritt, sowie eine Zahl sich wiederholt, d. h. spiitestens 
von der nv" Zeile an, und dieser extreme Fall kommi auch wirklich vor, 
z. B. bei [2,3,4,---,, |. »—1 Zeilen nehmen also noch nicht durch- 
weg an der Periodenbildung teil. Uber die Periode gilt dasselbe wie im 
vorigen Satz. 

Satz 29a. Ist das Vorspiel der Potenzen einer parameterlosen Dis- 
junktivtransformation m gliedrig, so ist die Gliederzahl der Periode eine der 
Zahlen, die man erhdlt, wenn man n— m in beliebige ganzzuhlige Summanden 
zerlegt und deren kleinstes Vielfaches bildet. 

Auch hier in Satz 29 und 29a haben wir allgemeine Sitze der Trans- 
formationstheorie, wenn auch ziemlich triviale. Beispiel: g(x) sei der 
kleinste Rest mod. irgendeiner eindeutigen ganzzahligen Funktion, z. B. 
von der gréBten in z+ 100 enthaltenen Primzahl. Betrachten wir dann 





—_— = 4 Oy 
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die Reihe der Iterationen von g(x), so gelten fiir Vorspiel und Periode 
die Angaben von Satz 29 und 29a. Betrachten wir aber z. B. eine Trans- 
formation mit zwei Variablen u = g(z, y), v= w(x, y), wo m und » 
kleinste Reste mod. » von ganzzahligen Funktionen sind, so ist in den 
Angaben von Satz 29 und 29a das » durch n® zu ersetzen. 

Um Substitutionen zu bilden, die irgendwelchen Bedingungen geniigen, 
(z. B. deren 2° Potenz die identische Substitution bildet: 2; 2 = 1’), kann 
man den Hilfssatz auf S.253 benutzen. Ebenso wie wir friiher stets arbitriire 
Disjunktivsysteme einfach durch Exponenten angedeutet haben, nachdem 
in A. Satz 7 deren allgemeine Bildungsweise gelehrt war, so kénnen wir 
nun auch Grunddisjunktive einfach durch die Schreibweise mit Doppel- 
exponenten andeuten: (a”*), nachdem auf Seite 252—254 deren allgemeine 
Bildungsweise erértert ist. Soll nun z. B. 2; = 1' sein, so ist 


F(a)=a; 2-1 +4; #-1'=0. 
F(x) ist eine Matrix, deren Elemente [F(zx)],, sind. Die Gleichung ver- 
langt, daB diese alle 0 sind, daB also 


= [F(x)],,=1; F(@); 1=0 


ist. Ist also a = (a”*) eine Partikularlésung von F = 0 (z. B. a=1’), so 
liefert der schon bei Schréder vorkommende Ausdruck 


z=a-1; F(u); 1+u-1; F(w); 1 
die allgemeine (und reproduktive) Lésung, wenn u = (u”*) ein arbitriires 
Grunddisjunktiv ist. Das Gleiche gilt auch, wenn /’ eine Funktion mit 
mehreren unbekannten Disjunktiven ist. 

Bei dieser Gelegenheit méchte ich noch folgende Bemerkung machen: 
Schréder, der obigen Ausdruck, der ja nicht nur fiir Grunddisjunktive gilt, 
nur fiir Relative (= quadratische Modulare) anwendet, nennt die Liésung 
»rigoros“, weil sie, wenn man fiir w eine Nichtlésung von F = 0 einsetzt, 
immer wieder die Lésung a liefert. Diese Eigenschaft geht verloren, wenn 
man sich nicht mehr auf Modulare beschriinkt. Anders aber, wenn man 
statt ,,Nichtlésung von =O" sagt ,Lésung von F' = 1“ (was ja bei 
Modularen auf dasselbe hinauskommt). Wir wollen allgemein (auch im 
Gebietekalkul) unter einem ,,rigorosen Funktionensystem in bezug auf F“ 
ein solches verstehen, welches immer ein und dasselbe System (a,, ag, - - -) 
liefert, falls man fiir die arbitriren Gebiete Lisungen von F’ = 1 einsetzt, 


wenn man fiir die Parameter von F' solche Werte nimmt, fiir die F = 1 
iiberhaupt lésbar ist. 


Der allgemeine Ausdruck eines solchen rigorosen Funktionensystems 
ist dann 


x, = dF’ (u,, Ug, +++) + 6, (Uy, Ue, - +) F'(uy, Ug, ***), 
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also ist schon im reinen Gebietekalkul die von mir zuerst aufgestellte 


Lisung x, = a, F(u,, u,,---) + u, F(u,, uy, ---) rigoros. Das von Schréder 
in so vielen Spezialfallen des Relativkalkuls geléste Problem, nicht rigorose 
und doch allgemeine Lésungen zu finden, wiire also erst einmal im reinen 
Gebietekalkul zu lésen. (Vgl. hierzu A., S. 196, 197). 

Ich glaube nun, daB die Gedanken dieser Abhandlung eine reiche 
Ausbeute im Relativkalkul versprechen; doch werden meine diesbeziiglichen 
Untersuchungen besser in einer besonderen Abhandlung dargestellt. Ich 
méchte z. B. erwihnen, daB ich folgende Verallgemeinerung von Satz 29 
beweisen kann: 

Das Vorspiel einer Matrix n*” Ordnung ist hichstens (n—1)*?+ 1 gliedrig, 
und die Gliederzahl der Periode ist hichstens das kleinste Vielfache der 
nicht oberhalb n gelegenen ganzen Zalhlen. 

Auch dies liefert einen Satz iiber (nicht notwendig eindeutige, z. T. 
auch vielleicht undeutige) Transformationen, der aber nicht mehr so trivial 
ist wie der entsprechende in Satz 29 und 29a. 
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Zur Theorie der auf8erwesentlichen Diskriminantenteiler 
algebraischer Korper. 


Von 


E. von ZyuiNski in Gottingen. 


Herr K. Hensel hat in seinen zahlentheoretischen Arbeiten*) folgen- 
den bekannten Satz iiber die auBerwesentlichen Diskriminantenteiler eines 
algebraischen Kérpers aufgestellt: 

Es sei: 
p= p? pS = pi 
die Zerlegung einer natiirlichen Primzahl p innerhalb des alge- 
braischen Kérpers K(«) in Primidealfaktoren, und es mégen die 
Zahlen i, , 4,,°--,4,,*-* angeben, wie viele unter diesen h verschie- 
denen Primteilern vom Grade 1, 2,---, f,--- sind. Es sei weiter: 
f 


9(f) = > ep", 
af 


wo «, die Mébiusschen Koeffizienten in der Kroneckerschen 
Bezeichnung sind, so ist p dann und nur dann ein auBerwesent- 
licher Teiler aller Gleichungsdiskriminanten von K(a), wenn 
von den Ungleichungen: - 


hy >g(1), 2h, > 9(2), mT oe fa, - 9(f); oe 
wenigstens eine erfiillt ist.**) 
In seiner im Jahre 1908 erschienenen ,,Theorie der algebraischen 
Zahlen“ 8. 291 beweist Herr Hensel auch den Satz: 

Eine Primzahl kann nur dann auBerwesentlicher Diskrimi- 
nantenteiler fiir den Kérper n*™ Ordnung K(«) sein, wenn sie 
nicht gréBer als se ws ist, 

auf Seite 279—280 desselben Werkes zeigt er aber, daB im Falle, wenn 
*) Arithmetische Untersuchungen iiber Diskriminanten und ihre auBerwesent- 
lichen Teiler, Inaug. Diss., Berlin 1884, 8. 10; Arithmetische Untersuchungen iiber 


auBerwesentliche Diskriminantenteiler, J. f. Math. 118, 8. 1388; Theorie der alge- 
braischen Zablen, I, S. 278 und 288. 


**) Dieser Satz kann iibrigens auch leicht als eine unmittelbare Folgerung aus 
den Dedekindschen Ergebnissen (Gdtt. Abh. 23, 8. 29 und J. f. Math. 54, 8.21 und 28) 
betrachtet werden; siehe P. Bachmann, Zahlentheorie, V, S. 276. 
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die Primzahl p innerhalb des Kérpers n“* Ordnung K(«) genau in » Prim- 
faktoren ersten Grades zerlegbar ist, p nur dann auBerwesentlicher Diskri- 
minantenteiler von K(c«) ist, wenn es kleiner als n ist. 
Es ist leicht zu zeigen, daB iiberhaupt der Satz gilt: 
Eine natiirliche Primzahl p kann nur dann ein gemein- 
samer auBerwesentlicher Diskriminantenteiler eines algebraischen 
Kérpers »“* Ordnung K(«) sein, wenn sie kleiner als m ist, 
d. h. wenn die Ungleichung p < m besteht. 
In der Tat, einerseits ist fast evident, dab g(f) ein von Null ver- 
schiedenes Multiplum von p ist, also 
(1) 9(f) =>p; 
denn g(f) kann offenbar immer als eine Differenz zweier im p-adischen 
Zahlensystem geschriebenen ganzen rationalen positiven Zahlen dargestellt 
werden, wobei der Minuend mehr Ziffern als der Subtrahend hat, also im 
gewobnlichen Sinne der gréBte von den beiden ist. 
Andererseits, besteht zwischen der Ordnung » des Kérpers, den 
Graden f der Primzahlteiler p und den Exponenten e folgende bekannte 


Beziehung: “le : 
hit ele t+ + 4h, =n. 


Da aber e, > 1, so ist: 
; — 
hi t+ Is 5 ae +f,S%, 
oder, wenn man die gleichen Grade zusammenfabt: 
At 2agt---+fayt---Sn; 
daraus folgt unmittelbar die fiir jedes f geltende Ungleichung: 
(2) fay sn. 
Wenn aber p ein auBerwesentlicher Diskriminantenteiler des Kérpers 
ist, so besteht nach dem zuerst ausgesprochenen Henselschen Satze sicher 
eine Ungleichung von der Form: 


fa, >If), 
woraus aber mit Riicksicht auf (1) und (2) folgt: 
n>pD, 


was zu beweisen war. 

Aus unserem Satze folgt auch als spezieller Fall die durch die Herren 
B. Ermakoff*) und F. Levi**) auf zwei verschiedene Weisen bewiesene 
Tatsache, daB ein kubischer Zahlenkérper nur die Primzahl 2 als auBer- 
wesentlichen Diskriminantenteiler besitzen kann. 


Géttingen, Juli 1912. 


) Mitgeteilt im Math. Seminar an der Universitit Kiew im Mirz 1911. 
) Integritiitsbereiche und Kérper dritten Grades, Inaug. Diss., StraBburg 1911, 8.70. 
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Der Minkowskische Satz tiber die K6rperdiskriminante. 


Von 


H. Weser und J. Wevisrem in StraBburg i./E. 


Minkowski hat als eine der ersten Friichte der ,,Geometrie der Zahlen“ 
den Satz bewiesen, daB die Diskriminante eines algebraischen Zahlkérpers 
gréBer als 1 sein muB, also immer wenigstens eine Primzahl als Faktor 
enthilt. Der Beweis stiitzt sich auf einen Satz iiber die Minimalwerte 
eines Systems von linearen Formen, den Hurwitz spiiter auf arithmetischem 
Wege bewiesen hat (Géttinger Nachrichten 1897). In der folgenden Ab- 
handlung, die aus vielfachen Besprechungen der beiden Verfasser hervor- 
gegangen ist, findet sich ein anderer arithmetischer Beweis desselben Satzes, 
der sich auch auf den von Hurwitz nicht beriihrten Fall imaginiirer 
Linearformen erstreckt, der zam Beweis des Minkowskischen Satzes gleich- 
falls nétig ist. Dieser Fall hat uns die meisten Schwierigkeiten gemacht, 
die endlich durch Wellstein gliicklich tiberwunden wurden. 


§ 1. 
Einheitsmatrix und Stufenmatrix. 
Unter einer Einheitsmatriz soll eine Matrix verstanden werden, deren 
Elemente ganze Zahlen und deren Determinante = + 1 ist. Hine Stufen- 
matrix soll eine solche heiBen, in der oberhalb der Diagonalreihe lauter 


Nullen stehen, und deren Determinante also das Produkt der Diagonal- 
elemente ist, also eine Matrix der Form: 


(a,, DO, O,--,90 


My, M3, O,--, 0 
Gar» One, G3» ** Onn 
mit der Determinante a,, dy. --- 4,,- 
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Wenn 


G33, Ug,°**, Uy 
Bary Gna9** "> Tan 


eine beliebige Matrix mit ganzzahligen Elementen ist, so liBt sich eine 
Einheitsmatrix EF derart finden, daB AE eine Stufenmatrix wird (Minkowski, 
Geometrie der Zahlen, 8. 65). 

Um diesen Satz zu beweisen, bezeichnen wir mit £,,(#) eine Kin- 
heitsmatrix, bei der in der Diagonale lauter Einer stehen, das in u** Zeile 
und »** Spalte stehende Element =¢ ist und alle iibrigen Elemente Null 
sind. Beispielsweise fiir n = 3: 


1, t, 0 
B40 ~(0, 1, 0}, 
0, 0, 1 


Die Zusammensetzung A E,,(¢) bewirkt in der Matrix A die Ver- 
mehrung der v* Spalte um das ¢-fache der u*" Spalte, und die Kompo- 
sition A E,,(1) E,,(—1) £,,(—1) bewirkt die Vertauschung der u" und 
v" Spaite in A mit gleichzeitiger Anderung der Zeichen in der u“” Spalte. 

Man erhilt nun auf folgende Weise durch Zusammensetzung von A 
mit den Matrizen FE, ,(¢) von rechts her eine Stufenmatrix. 

Man nehme an, es sei bereits erreicht, daB in den ersten u Zeilen 
von A alle Elemente rechts von der Diagonale Null sind. 

Wire in der (a+ 1) Zeile unter den Elementen 


(2) es oe +1? Di 4tyu42? a a, +1i,n 
nur eines, a,,,,, von Null verschieden, so kénnte man dies durch Zu- 
sammensetzung mit FE, ,,,(1) an die Stelle (u+1,u4+1) bringen. Sind 
aber zwei von den Elementen (2) von Null verschieden, etwa a.und b, so 
kann man durch Zusammensetzung mit Matrizen der Form E, ,, ,(#), die 
an den uw ersten Zeilen nichts andert, a durch a + tb oder ) durch b+ ta 
ersetzen und so die absoluten Werte von a und b so lange verkleinern, 
bis einer von ihnen gleich Null geworden ist. So fortfahrend kann man 
aus A durch Zusammensetzung mit Einheitsmatrizen eine Stufenmatrix 
herstellen. 
Wir wenden dieses Verfahren an auf ein System linearer Formen 


Y, = 4 Z% + Ay ty +-++ +4, 7,, 


Yo = Ay, X, + Xe t+-+-+ 4, 2, 
(3) Ye 21 Ty T Age Ly , 


Yn = Og, XH yg%y +--+ + 4,2, 
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wofiir wir auch abgektirzt 
(4) (y) = A(@) 


schreiben, indem wir unter A die aus ganzen Zahlen bestehende Matrix 
(1) verstehen. 


Wenden wir auf die x eine Kinheitsmatrix EF an, indem wir setzen 


(5) (x) = Et’), 
so erhalten wir 
(6) (y) = AE(z’) = A(z’), 


und wir kénnen erreichen, daB A’ = AF eine Stufenmatrix werde, wihrend 
die Determinanten |A und A’| einander gleich oder entgegengesetzt 
sind. Die Determinante des Systems (3) soll jetzt mit 


(7) A= SG yy: +a 


nan 


bezeichnet sein, und ihr absoluter Wert mit |A|. Aus (5) aber ergibt 
sich, daB nicht nur ganzzahligen 2 ganzzahlige x, sondern auch um- 
gekehrt ganzzabligen 2 ganzzahlige 2’ entsprechen, und dab die Nullwerte 
(x) = (0, 0,-++,0) und (a) = (0, 0,---,0) eimander zugeordnet sind. 

Wir wollen ein ganzzahliges Wertsystem (x,, 2,,---,#,) einen Gitter- 
punkt (in 7) nennen, schlieBen aber zweckmiBig das System (0, 0, - - -, 0) 
(den Nullpunkt) von dieser Benennung aus. Dann kénnen wir sagen, dai 
die Gitterpunkte in x den Gitterpunkten in « nach (5) ausnahmslos ein- 
deutig entsprechen. 


§ 2. 
Minimum der Linearformen. 

Wenn wir die Zahlenwerte untersuchen wollen, die die Linearformen 
(3) in den Gitterpunkten erhalten, so kénnen wir nach dem Vorstehen- 
den die Matrix A als Stufenmatrix annehmen. Wir setzen auBerdem voraus, 
daB die Determinante von A von Null verschieden sei. 

Sei also 

YW. = 41%; 

(1) - ~ * ? Age ~ 
¥, = GX, + 4, 9% + = + GanX ny» 
und die Determinante 


(2) DA = Ay, Ugg + 


‘nn 


von Null verschieden. 











278 H. Weser-J. Wecisrer. 


Hieraus laBt sich leicht der erste Hauptsatz ableiten: 
I. Es gibt einen Gitterpunkt, in dem keine der Grifen y,, ys, ---, ¥, 
dem absoluten Werte nach Y\ | iiberschreitet. 


Um ihn zu beweisen, sei zuniichst y,, y,,---, y, ein beliebiges System 
ganzer Zahlen, und es bedeute 


r, eine der Zahlen 0, 1, 2, -- -, | a,,|—1, 
3 Ys ” ” ” Q, 1, 2, a Us9 ae 5, 
(9) Big a a ee ae as ae 

vr, ” ” ” 0, 1, 2, ae a, -_ L. 


Man kann jetzt durch Division die Quotienten x,, x,,-+-, x 
1, e,°**, 7, eindeutig so bestimmen, dab 


und die Reste 


Y=, + 4%, 


. Yo = Ts. Ae, X Geo & 
(4) Ha = Fa F OH TF Gen Ms 


9,= 1, + 45% +> +4,,%, 
wird. Die Gesamtzahl aller méglichen Kombinationen von 1,, r,,--+-, 7 
betrigt nach (3) 
| | yy Mg *-- a,,,| = Al, 
und wenn man daher iiber die y, mehr als A verschiedene Annahmen 
macht, so muB dasselbe Restsystem wenigstens bei zwei verschiedenen, 
etwa bei y, und y,”, vorkommen. Die entsprechenden z, seien x; und 2,’ 
Setzen wir also 
¥,—y, =y, wid «4 —2,' =4,, 
so ergibt sich durch Subtraktion der beiden so gebildeten Systeme (4) 
das System (1). 
Ist nun r die gréBte in Y A! enthaltene ganze Zahl, so ist 
(r+1)">|4I, 
und wenn man also iiber die y; eine der (r+ 1)" Annahmen macht: 
ao 0, 1, 2, pine 
so tritt der erwihnte Fall ein, und zugleich ist 
(5) ._ |wl= #—a" |Sr sv, 
also der Satz I. bewiesen.*) 
Setzen wir noch das Produkt 


(6) YY, = P, 
so ergibt sich daraus 
(7) 0<P<A. 


*) Vgl. auch B. Levi, Rend. Circ. Mat. Pal. 31 (1911), wo tiber die Fille ge- 


handelt wird, in denen die obere Grenze VA erreicht wird. 
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§ 3. 
Imaginiire Linearformen. 
Wir miissen jetzt unsere Untersuchung auf den Fall ausdehnen, dab 
unter den Linearformen einige oder alle imaginiir sind, nehmen dabei jedoch 
an, da® die imaginaren nur paarweise konjugiert vorkommen. Die Ge- 


samtzahl der y, sei wieder », die Anzahl der imaginiren Paare s, also 
n — 2s die Anzahl der reellen. Wir schreiben dann das System $1 (3) so: 


Yeou-1 mi (Pos + Gai) % +v a be + (Pon + Iu dLys 


at ° ‘ ° 
Yoo = (Dos a 1G a1) 2; — < + f= ~"y 1a) Lys 
(1) (o=1,2,---,s), 
— i i - 
Yooes = (o0410%1 T° T Cgeg tn Zany 
Yn = Cal a - ——e C, 7 ae) 


und nehmen an, daB die p,,, ¢,,, ¢,, reelle ganze Zahlen seien. Die x 
sind die Koordinaten der Gitterpunkte, also gleichfalls ganze Zahlen. 


Um aus (1) ein reelles System abzuleiten, setzen wir 


6 Y2o-1 — Yee Yeu—1 t+ Yee 
(2) 20 7 7 = Nea—1) - Yen =o) 
also 
Yeo-1 = Ngo + Meg-1) 
Yeo = Neg ~ Mea-19 
und fiir die absoluten Werte 
» 2 2 
(3) Yeo-1 = | 92a! =Vii. + Ngo-1° 
Dann ist: 
"2e-1 —_ Go,1%1 + tig + Vo,n "ny 
Neo = Po i% + = gts T Pas Day 
(4) (o=— 1,2,---,s), 
, . eee . 
Yoo. = “9e41,1%1 TF Yr Cs41n no 
Yn _ Cn,1 a + windhan Cain n: 


Bezeichnen wir nach wie vor die Determinante des Systems (1) mit A, 
und die Determinante des reellen Systems (4) mit A’, so erhilt man aus 
elementaren Determinantensiitzen 


(5) A = |(2i)'A'|. 
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Nach § 1 nehmen wir jetzt an, das System (4) habe eine Stufenmatrix: 


1 = Ay,%, 
Ne = Ay, LZ, + Aye Ly, 
(6) Nes = As 44 a T°°°8+ As.25%es5> 
= Pameeseeeveeee J 
Vosges = %041,1% TF T 49541,9541%2s41> 
Y, — a z, a woeeeeenwee reese eeeeeee + Gin Un) 
(7) A’| = | ay, Gy +++ 4, - 


Um nun auch fiir den Fall imaginiirer Formen zu beweisen, daS es einen 
Gitterpunkt gibt, in dem keine der GréBen |y,| den Wert j/|A_\ tiber- 
schreitet, schlagen wir denselben Weg ein wie oben. 

Wir denken uns aus einem System der y, zuniichst mittels (1) die z, 
bestimmt, legen aber den y, gewisse Beschriinkungen wie § 2, (3) auf. 

Diese Bedingungen sind aber wesentlich komplizierter, wenn imagi- 
niire y,; vorkommen. 

Wir verstehen wie friiher unter r die gréBte in )/| A} enthaltene 
ganze Zahl, also 


(8) mid < (r+1)*, 
und setzen fiir die reellen y,, also fiir i= 2s+1, 28+2,---,m 
(9) a 0, 1, 2,---)4. 


Fiir die imaginiiren y,, also fiir 


Nea M%eq-15 (o= 1, 2,---, 8) 
deuten wir 7,,_,,%, als Koordinaten X, Y eines Punktes in einer X Y-Ebene, 
und setzen fiir diese Punkte ein Gebiet G fest, das wir noch naher zu 
bestimmen haben. Die 7,,_,, 7%, sollen die in diesem Gebiet liegenden 
ganzzahligen Werte, die wir auch hier Gitterpunkte nennen wollen, durch- 
laufen. Es ist aber zu beachten, daB hier der Ausdruck ,,Gitterpunkte“ 
einen etwas anderen Sinn hat als oben, in dem er sich nur auf die Ebene, 
d. h. auf zwei Variable bezieht, und daB auch der Nullpunkt mitgezihlt 
werden soll. Wir wollen sie also Gitterpunkte in (XY) nennen. Wenn 
Gitterpunkte auf dem Rande des Gebietes G liegen, so sind diese mitzu- 
zihlen. Das Gebiet G soll fiir alle o dasselbe sein. Die Anzahl der Gitter- 
punkte, die in diesem Sinne innerhalb G liegen, bezeichnen wir mit XK. 

Die Gesamtzahl Z der so definierten Wertsysteme 


(10) "1> Ne, Us» Nav ***> Ness Yossir °° *s Yn 
ist 

y x n—2s __ 4 K ; n 
(11) 4 = K*(r+1) = (Gap) + 1Y. 
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Wie in § 2 (4) kann man in (6) die ganzen Zahlen z, und die Reste r, so 
bestimmen, da fiir ein beliebiges ganzzahliges System der GréBen (10) die 
Gleichungen bestehen: 

m= 1+ 41%; 
(12) Ng = Ty + My, X, + AggZy, 

Yn = Tat Oy t+ + Ayn Ty 
und die Anzahl der méglichen Kombinationen der r, ist = |a,,@y9---a,,,| = |Q'|. 

LaBt man die 7,, y, je die Zahlenreihe 

(13) 0, 1, 2,--y9 
durchlaufen, so erhilt man aus (12) (r+ 1)" verschiedene Systeme 1’, 7”, 
yy’, und wenn diese Zahl gréBer ist als A’, so muB wenigstens in zweien 
dasselbe Restsystem vorkommen. Setzt man also 
(14) UU = W—-% =M% 
so sind die Absolutwerte von y,, y, nicht gréBer als r, d. h. SYA. 
Fiir die reellen y, ist also das Ziel erreicht; fiir die imaginiiren folgt aber 
die gleiche Beschrinkung nur fiir die reellen und imaginiiren Bestand- 
teile y,;. Statt der Eingrenzung (13) setzen wir jetzt die in (10), (11) 
definierten Z Wertsysteme, und um unsere SchluBweise anwenden zu kénnen, 


muB also Z>|A’| sein, mit AusschluB der Gleichheit, und dies gibt 
nach (11) und (5) 


( = J+ I"> |d\. 


(r+1)* 
Dies ist, da (r+1)">A ist, sicher erfillt wenn 
2K = 
) ri >t 


ist, wodurch eine erste Bedingung fiir das Gebiet G gestellt ist. 

Eine zweite ergibt sich aus der Forderung, daB der absolute Wert 
der imaginiiren y nicht tiber r hinausgehen soll. 

Nach (14) ist der absolute Wert eines imaginiren y;: 


V(uso-1 —%go-1) + (go Neo)” 

d. h. gleich der Entfernung zweier Gitterpunkte in (X Y), und diese Ent- 
fernung soll nicht gréBer als r sein. 

Es folgt also die zweite Bedingung fiir das Gebiet G: 

2) Die Entfernung zweier Gitterpunkte in (XY) soll nicht gréBer 
als r sein. 

Diese zweite Bedingung wird am einfachsten erfiillt, wenn wir fiir G 
das Innere einer Kreisfliche mit dem Durchmesser r nehmen. 

Um nachzuweisen, da8 damit auch der Bedingung 1) gentigt werden 
kann, nehme man auf einer der zur Y Achse parallelen Geraden des Gitters 
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in (XY) zwei Gitterpunkte N, S an, deren Abstand gleich r ist und 
schlage iiber dieser Strecke als Durchmesser einen Kreis G. In diesen 
Kreis konstruiere man das eingeschriebene Quadrat Q@ mit den Ecken 
N, W, S, O. Die Anzahl K der Gitterpunkte in X, Y, die im Kreise G 
liegen, ist dann gewiB nicht kleiner als die Anzahl Q, der Gitterpunkte 
im Quadrate Q, und die Bedingung 1) ist also gewiB erfiillt, wenn 


(15) 2Q,>(r+1)*. 
Ist nun r eine ungerade Zahl, so ist (vgl. Fig. 1, wo r= 9 ange- 


nommen ist) 
2Q0.=— 4(14+34+5+---+7r) =(r+1)*, 


was mit (15) vertriglich ist. 





Fig. 1. Fig. 2. 


Ist aber r eine gerade Zahl (Fig. 2 fiir r = 10), so ist: 


2Q,— 4(14+3+4+---+r—1) + 2(r4-1) =r*4 2 + 2 =(r + 1)*4 1, 


was ebenfalls mit (15) vertriiglich ist. 


Damit ist also unter der Voraussetzung ganzzalliger p,, q;, ¢, nach- 
gewiesen, da$ man einen Gitterpunkt in x in dem System (1) so bestimmen 
kann, daB keiner der absoluten Werte |y, gréBer als V\4| wird. 

Ist der Satz fiir ganzzahlige p,, g,, ¢, erwiesen, so folgt er unmittelbar 
auch fiir rationale gebrochene Koeffizienten. Denn sind diese GréBen ge- 
brochen, so kann man eine ganze Zahl m so bestimmen, daB die Koeffi- 
zienten der my, alle ganzzahlig werden, und die Determinante dieses 
Systems ist A, = m"A, wenn A wie bisher die Determinante des Systems y, 
ist, und nachdem bis jetzt bewiesenen ist 


m\y;, < V 4, |, 
also 
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(16) ly] VA. 
Damit ist also der Satz bewiesen: 

Il. Ist y,, Y.,-++, y, ein System reeller oder zum Teil paarweise kon- 
jugiert imagindrer Linearformen von %,, %,,°-+, %,, deren Koeffizienten 
rationale Zahlen sind, so existiert ein Gitterpunkt, in dem keiner der abso- 
luten Werte von y, iiber VA liegt. 

Es existiert also ein Gitterpunkt, in dem 


(17) OS |%Y2-*- Yai SIA). 
Wir bezeichnen in der Folge stets das Produkt y,y,--y, mit P. 


§ 4. 
Irrationale Koeffizienten. 

Wir wollen in der Folge die Koeffizienten a,, der Linearformen § 1 
(3) auch dann rational nennen, wenn sie imaginir sind, aber mit rationalen 
reellen und imaginiren Bestandteilen. Dann ist das Theorem II. fiir ratio- 
nale Koeffizienten bewiesen, und es kommt darauf an, dasselbe auch fiir 
irrationale Koeffizienten nachzuweisen. Dabei stiitzen wir uns auf den Satz, 
daB man zu jeder irrationalen Zahl rationale Niherungswerte finden kann, 
die ihr belicbig nahe kommen, und zwar zu groBe sowohl als zu kleine. 

Wenn man fiir die |y,! eine beliebige obere Grenze M festsetzt: 
(1) y;| < M, 
so ergeben sich durch Auflésung der Gleichungen 

s 

(2) ¥;= 4,2, ’ 
deren Determinante von Null verschieden ist, fiir die absoluten Werte der 
x, gleichfalls endliche Grenzen, und es gibt also nur eine endliche Anzahl 
von Gitterpunkten, die der Bedingung (1) gentigen. Wir ordnen diese 
Gitterpunkte 


(3) 91> Io» Is» *** 
nach der GréBe des Produktes 

(4) \WiYo Yn | = P: 
(5) Fi, Bas Fes** > 


wobei, wenn unter den P gleich groBe vorkommen, diese in beliebiger 
Ordnung der Reihe (5) eingefiigt werden kénnen. 

Man ersetze nun die a,;, durch rationale Niiherungswerte a;,, denen 
die Werte 
(6) Pe Pes: 
des Produktes P entsprechen mégen. 
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Die Naherung kann man so weit getrieben annehmen, daB die Reihen- 
folge unter den P’ dieselbe ist wie die unter den P, wobei freilich gleichen 
P verschiedene P’ entsprechen kénnen. Jedenfalls aber steht soviel fest, 
‘ daB unter den Gitterpunkten (3) einer sein muB, g,, in dem sowohl P 
als P’ den Minimalwert P, und P,’ annimmt. Es ist nicht ausgeschlossen, 
daB diese Minimalwerte Null sind. 

Wire der Minimalwert P,>|A|, so kénnte man die Annaherung a’, 
so weit treiben, daB auch der Minimalwert P, > |A’| wiire. Das aber 
widerspricht, wenn M > Y A| ist, da die a, rational sind, dem Satze II. 
des vorigen Paragraphen. 

Es ist also dieser Satz fiir beliebige reelle oder imagindre, rationale oder 
irrationale a,, bewiesen. 

§ 5. 
GroBter Wert von Py. 

Hiernach brauchen wir also nicht anzunehmen, daB die a,, rationale 
Zahlen seien und kénnen unter 

da,,= 4,— 4, 
beliebige Variationen verstehen. Da die Determinante A der a,, nicht 
verschwinden soll, und da die Determinante der Unterdeterminanten A,, 
eine Potenz von A ist, so kann auch die Determinante der A,, nicht ver- 
schwinden. 

Ist das Produkt 
(1) P= Yas *** Yn 
von Null verschieden, so bilden wir die Variationen von A, P und 


Y= 4,2, 
ik 
dA = >'A,da,,, 


(2) aP—P > ,*) 
ik 
dy; ->'s, da,,, 
also 
ik 
(3) aP=P>* da,,. 


Nun kann das Verhiiltnis dA: dP nicht von den da,, frei sein, weil sonst 
nach (2) und (3) fiir irgendein von da,, freies 4 
im, 


A= - 
ik Y; 


*) Dieser Schlu8 wiirde versagen, wenn eines oder mehrere der y; und also P 
verschwinden; dann ist aber der Satz ohnehin, wenn auch in trivialer Weise, erfillt 





a a 





o—— 
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sein miiBte, was nur méglich wire, wenn die Determinante der A,, ver- 
schwinden sollte. Folglich kénnen wir tiber die willktirlichen da,, so ver- 
fiigen, daB das Verhiiltnis dA: dP und folglich auch d|A|:d|P| einen 
beliebig gegebenen Wert hat. Wenn nun im Punkte g, 
P\=|A| 
wiire, so kénnte man dieses Verhiiltnis so wihlen, daB 
|P+dP\|> A+dA 

wire. Dann aber wiire der Satz § 3 Il (Formel (17)) verletzt. 

Dem damit bewiesenen Satz geben wir folgenden Ausdruck: 

Ill. Es existiert ein Gitterpunkt, in dem 
(4) OS 42° Mn <1! 
ist, mit AusschluB des Gleichheitszeichens in der oberen Grenze. 


§ 6. 
Die Korperdiskriminante. 

Es sei jetzt 
(1) @, @Mg,°**, @, 
eine Minimalbasis eines algebraischen Koérpers Q iiber dem Koérper 2 der 
rationalen Zahlen und 
(2) @ = 2,0, + %0,+--:'+ 7,0, 
mit ganzzahligen x eine ganze Zahl dieses Kérpers. 

Es seien die konjugierten Zahlen zu 


(3) o = 2,09 + 2,09) +---+ 2,00. 

Setzen wir fiir y; die Zahlen , so ist 

(4) A =| +4 oof --- 0%), 

und die Kérperdiskriminante D ist 

(5) D = A’. 

Ferner ist - 
(6) P = N(o). 


Da die Norm einer nicht verschwindenden ganzen Zahl eine von Null 
verschiedene yanze Zahl ist, so folgt aus § 5 Ill, wenn n> 1 ist: 

IV. Die Grundzahl D eines von R verschiedenen algebraischen Korpers Q 
mupf absolut griéBer sein als eine positive ganze rationale Zahl, also min- 
destens grifer als Eins. Sie muf also mindestens eine Primzahl als Faktor 
enthalten. 











H. Weser. 


Uber die Gibbssche Erscheinung bei bestimmten Integralen. 
Von 


H. Weser in StraSburg i./E. 


Die Abhandlung von Gronwall*) hat mich zum ersten Mal mit dem 
von Gibbs erkannten eigentiimlichen Verhalten der Fourierschen Reihen 
an Unstetigkeitsstellen der dargestellten Funktion bekannt gemacht. Ich 
versuchte mir die Sache an bestimmten Integralen klar zu machen und 
kam dabei auf ein einfaches Beispiel, das ich hier mitteilen méchte. 

Ich gehe aus von dem bekannten Integral 


(1) f(z) | — da, 
ri 
das fiir positive « den Wert + 2/2, fiir negative « den Wert — 2/2 und 
fiir «= 0 den Wert 0 hat. 
Nach der Definition des Integrals ist 


" 


. , *sin ax 
9 _ 
(2) f(z) lim f a ais 
Y =e 
0 
und wenn man « fiir «x substituiert, 


ry 


>. ‘sin « 
(3) f(z) = lim f "= de 
' % 
Ich fiihre die unter dem Namen des Integral-Sinus bekannte Funktion ein: 


a site) = fit ae, 


0 


*) Diese Annalen 72. Weyl hat in zwei Abhandlungen in Bd. 29, 30 der ,,Rendi- 
conti del Circolo Matematico di Palermo“, die Untersuchung auf Reihen, die nach 
Kugelfunktionen fortschreiten, ausgedehnt. Dort findet sich auch die ziemlich reiche 
den Gegenstand betreffende Literatur angegeben. 








—_— 
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sodaB ich erhalte: 
(5) f(x) = lim Si(zy). 
yo 


Setzt man ein fiir allemal = 0, so kann der Ubergang zur Grenze y = oo 
nichts mehr an dem Wert Si(0) = 0 findern. LaBt man aber gleichzeitig 
x gegen 0 und y gegen oo gehen, so hat das Produkt zy keinen be- 
stimmten Grenzwert, und es ist auch der Grenzwert von Si(axy) unbestimmt. 

Die Extremwerte der Funktion 

n = Si(§) 
erhiilt man aus 
sin 
Si (f) = Set 0. 
Sie treten also ein bei 
a oe ee 
= 2, ao Bay ° ty Gy ey. *** 

und sind abwechselnd Maxima und Minima. Ihre Werte Si(é,) nihern 
sich der Grenze 2/2. 

Die Differenz zweier aufeinanderfolgenden Maxima ist 

Sn+1 1 
"sin xx ; 1 1 
— dz = — | sinazz — —Tz;) dz 
| x J Sate 1 xc+2n "9 
2n-1 0 

also negativ. Die Maxima bilden eine gegen 2/2 abnehmende Reihe, und 
ebenso sieht man, daB die Minima eine gegen 2/2 zunehmende Reihe bilden. 

Das erste Maximum ist 


1 
*. 
sin *x 
y= dz, 
. 
~ ‘ 
0 


be sin rx dz. 
z(@ +1) ‘ 
Ihre Werte sind bei Gronwall angegeben: 


H, = 1,851936 - - -, 
No = 1,418158 -- -. 


das erste Minimum 


(6) 


Zwischen beiden liegt 
= 1,570796 - -- ° 


nw 


und zwar naher an dem Minimum als an dem Maximum.*) 


*) Zur Berechnung der Zahlwerte der Funktion Si(§) sind die ,,Funktionentafeln“ 
von Jahnke und Emde von Nutzen. Dort findet sich auch eine Zeichnung der Kurve 
1, = Si(é). Diese Kurve geht vom Nullpunkt aus und schliingelt sich nach Art einer 
Sinuslinie, jedoch mit abnehmender Amplitude um die Linie 4 = 2/2. 
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Setzt man jetzt § = zy, so stellt 
n = Si(zry) 
fiir jedes y eine Kurve, die ,,/ntegralsinuskurve< dar, die sich mit wachsen- 
den y verschiebt, ohne ihre Maxima und Minima zu veriindern, und die 
Extrema fallen in der Grenze in die Ordinatenachse. Sie schwanken mit 
stets abnehmender Amplitude um den Wert 2/2, und dies ist die Gibbssche 
Erscheinung. 

Dieses Zusammenschieben in die Ordinatenachse mit unverinderter Héhe 
der Extrema ist iibrigens ganz dasselbe, wenn man statt der Funktion 
Si(x) eine beliebige Funktion 

4 = 9(§) 
nimmt und in g(zy) den Parameter y unaufhérlich wachsen labt. 


StraBburg im Juli 1912. 
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Uber die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fir das 
Bestehen eines Kleinschen Oszillationstheorems. 


Von 


R. G. D. Ricuaxpson in Providence (U. 8. A.). 


Einleitung. 

Das Problem, mit dem wir uns in der vorliegenden Arbeit haupt- 
siichlich beschiftigen werden, ist folgendes: Es seien drei Gleichungen 
(A) [p,(a)u,(@)1+4,(@)uj+124,(@) +4 Aja(@,) +vA;9(%,)]u(x,)=9 (p,>0) 
gegeben (i= 1,2,3); kann man dann die drei Parameter A, uw, v so be- 
stimmen, daB Lisungen u,(z,), %,(x,), u;(%,) existieren, die den Rand- 
bedingungen 

u,(a,) = u,(b,) = 0, uy(Gy) = uy (b,) = 0, Uy (a3) = u5(b,) = 0, 
geniigen und L- baw. m- bzw. n-mal in ihren Intervallen oszillierex? Ein 
Oszillationstheorem im Falle mehrerer Parameter hat zuerst Klein*) im 
Jahre 1881 bewuBt und ausdriicklich besprochen. Es behandelt den Fall, 
da8 g, und A,, besondere Funktionen sind. Den von Klein skizzierten 
Beweis hat Bécher**) in analytische Form gesetzt. Spiter hat Hilb***) 
das Problem von zwei Gleichungen mit zwei Parametern gelést, welches 
allgemeinere Voraussetzungen iiber die Funktionen A behandelt. 

In der vorliegenden Arbeit stelle und beantworte ich allgemein die 
Frage nach den notwendigen und hinreichenden Bedingungen fir die 
Funktionen A, damit ein Oszillationstheorem der eingangs angegebenen 
Form besteht. Im § 1 wird ein Oszillationstheorem abgeleitet fiir den 
Fall einer Gleichung mit einem Parameter, die weder orthogonal noch 
polar ist. Die Oszillationstheorie fiir die allgemeine Gleichung mit zwei 


*) Math. Ann. 18, 8. 410. 


**) Bull. Am. Math. Soc. 4 (1898), S. 307. Siehe Literaturnachweise in Béchers 
Artikel in Encyk. Math. Wiss. If A 7a. 


*) Jahresb. d. D. Math.-Ver. 16 (1907), 8. 279. Einige der Resultate von § 1 
der vorliegenden Arbeit haben engen Zusammenhang mit der Arbeit Hilbs. 


Mathematische Annalen. LXXIII. 19 
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und drei Parametern wird in §§ 2—3 aufgestellt. Im § 4 wird der Haupt- 
satz aufgestelit, es werden nimlich einerseits notwendige, andrerseits hin- 
reichende Bedingungen (die beinahe identisch sind) fiir die Existenz von 
Lésungen der Gleichungen (A) abgeleitet. Ferner wird die Normalform 
der Gleichungen angegeben und ein Eindeutigkeitssatz (der auch ein 
Existenzsatz ist) bewiesen. In § 5 ist die Verbindung dieser Resultate mit 
der Klein-Bocherschen Theorie angedeutet.*) 

Alle Betrachtungen dieser Arbeit bleiben unverandert, wenn man auf 
den zwei Rindern der Intervalle verlangt, dab die Ableitung der Funktion 
statt der Funktion selbst verschwindet. In den Existenzsitzen (§ 4) kann 
man die Randbedingungen von einer oder mehr als einer Gleichung in 
dieser Weise abaindern. Ebenso ist unsere Methode fiir » Gleichungen mit 
n Parametern ungedndert anwendbar. 


$ 1. 
> 
Die Gleichung mit einem Parameter. 
Es seien p(z)>0, q(x), k(x) innerhalb des Intervalles c= 0 bis 
x= 1 analytische Funktionen von «z. Gibt es immer einen Wert 4 des 


Parameters der linearen sich selbst adjungierten Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 


(1) (py (@))' + qy(x) + Aky(x) = 0, 

fir welchen sie eine n-mal (n=0, 1, 2,---) oszillierende Lésung besitzt, 
die den Randbedingungen 

(2) y(0) =y(1)=0 

geniigt ? 


A) Orthogonaler Fall. Wenn k(x) >0 ist**), hat schon Sturm***) 
gezeigt, daB fiir jeden Wert der Oszillationszahl m ein und nur ein Eigen- 
wert A existiert. Diese Eigenwerte 1,< 4,< 4,<.--- haben nur im posi- 
tiven Unendlichen eine Hiufungsstelle.+) Wenn der Parameter 4 zu- 
nimmt, so riicken alle Nullstellen derjenigen Lisung der Gleichung (1), 
die der Randbedinigung y(0) = 0 geniigt, nach links. 

B) Polarer Fall. Mittels seiner Theorie der polaren Integralgleichungen 


*) Fiir den Fall zweier Gleichungen mit zwei Parametern treten besondere Ver- 
einfachungen ein. Ich habe diesen Fall schon in den Transactions of the American 
Mathematical Society (1912, 8. 22) behandelt. 

**) Der Fall k(a)<0 wird in iihnlicher Weise behandelt. 

***) J. de Math. 1 (1836), S. 106. Diese Theorie ist in neuerer Zeit von Bécher 
auf eine strenge Basis gestellt worden, cf. Artikel in Encykl. loc. cit. 

+) Wenn q(x) <0 ist, sind alle Eigenwerte positiv. 





ee 
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hat Hilbert*) gezeigt, daB es, wenn q(x) < 0 ist und k(x) beide Zeichen 
hat, unendlich viele positive und unendlich viele negative Eigenwerte gibt, 
die sich nur im Unendlichen hiufen. Daraus laBt sich leicht zeigen**), daB 
es fiir jedes m einen positiven Parameterwert 4, und einen negativen /_, 
gibt, die Lésungen der gesuchten Art liefern. 

C) Der noch bleibende Fail, wo k(x) beide Zeichen hat und g(x) 
wenigstens in einem Teil des Intervalles 01 positiv ist, ist jetzt zu unter- 
suchen. 


Theorem***): Es existiert eine ganze Zahl n, >0, sodaB es fiir n<n, 
keinen Eigenwert der Gleichung (1) gibt; fiir n>n, gibt es immer zwei 
1 


Eigenwerte. Wenn n=n, und | J "ky'da = ist (und nur in diesem Falle) 
0 


sind die Eigenwerte einander gleich. 


Beweis: Sei g,(7) > 0, so kann man den Wert u, des Parameters u 
so groB wihlen, daB die Gleichung 


(3) (py) + (G@—wa)y + Aky = 0 


fiir jeden Wert m zwei Eigenwerte 4 hat (B). Betrachten wir nun die 
Gleichung 


(4) (py’) + (@—Hi%s)¥ + EGY + Aky =0 (q— 41%, 59), 


so ist sie fiir uw =u, baw. wu = 0 mit der Gleichung (1) bzw. (3) identisch. 
Bei gegebenem n gibt es (A) zu jedem Wert 4 einen und nur einen 


* 


) Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen; Gott. 
Nachr., 1. und 2. Mitteilung, 1904; 4. und 5. Mitteilung, 1906; 6. Mitteilung, 1910. 
Tats&chlich schlieBen Hilberts Betrachtungen den Fall eines positiven definiten Kernes 
k(x) k(&) G(a, &) ein, wo G(a, &) die Greensche Funktion der Gleichung (py’)’— qy = 0 
ist. Die Lésung der Differentialgleichung (1) ist auch eine Lisung der Integral- 
gleichung 


1 
Ie(ax) y(a) =a f Gla, &) k(w) ky @) ak. 

0 
Multiplizieren wir mit y und integrieren, so bekommen wir 

i1 

fray (a) da =i Sf G (a, &) k(a) y(a) k(E) y(@) da dé. 
0 
Im Sturmschen Pall ist das Integral links, im Hilbertschen das Integral sechte, von 
Null verschieden. Siehe auch FuBnote S. 293. 
**) Siehe die oben zitierte Arbeit Hilbs; cf. auch einen Artikel des Verfassers: 

Das Jacobische Kriterium der Variationsrechnung und die Oszillationseigenschaften 


linearer Differentialgleichungen 2. Ordnung (erste Mitteilung), Math. Ann. 68 (1910), 
8. 279. 


***) Ein Teil dieses Satzes ist vom Verfasser friiher bewiesen, Trans. Am. Math. 
Soc. loc. cit. 


19* 
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Eigenwert «. Wenn man 4 variiert, so variiert auch derjenige (bei festem ) 
Parameterwert wu, der eine den Randbedingungen (2) geniigende Lésung 
der Gleichung (4) liefert. Um diese Funktion (4) zu untersuchen, diffe- 
rentiieren wir (4) nach 4. Wir erhalten die Gleichung 


. dy’ \ é é a 

(5) (p A) + @— mia) 5p + woe + ayy + AkSY + ky = 0. 
Wir multiplizieren die Gleichungen (5), (4) mit y, resp. —%, 
und integrieren und bekommen wegen der Randbedingungen (2) 


1 


addieren 


fky'dex 
du 0 
(6) di a 
fay%de 
é 


Setzt man a =x, so wird Ak + wg, =A(k+<xq,). Es gibt nun ein 


Intervall x,x, des Parameters x, das den Wert Null enthialt,*) in dem die 
Funktion /: + xq, beide Zeichen hat. In den Intervallen (x,0o) und (—cox,) 
hat**) k + xq, nur ein Zeichen fiir alle Werte x Aus (6) (weil uw = Ax 
ist) folgt leicht die Formel 


1 
afd, y'dx 
(7) za 


S&+nq)y%de 
0 


Wir sind nun in der Lage zu zeigen, daB die Kurve u(d) oberhalb 
der negativen Halbgeraden u = Ax,, uw = Ax, liegt und zu beiden im Un- 
endlichen parallel ist, das heiBt, die Tangenten von w(A) haben in der 
Grenze die Richtungen dieser Halbgeraden (s. Fig. 1). Wenn 4 = 0 ist, 
so ist wu positiv (Fubnote S. 290). Fiir jeden Wert x hat die Gleiclfung (4) 


(4) (py) +(q—a. a) yt egy t Aky= (py) + (q—mya)y +A(k+xq,)y = 0 


eine oder zwei Lésungen (A, B), je nachdem k + xq, ein oder beide Zeichen 
hat, das heiBt, jede Gerade durch den Anfangspunkt der 4u Ebene schneidet 
die Kurve u(4) ein- oder zweimal. Wenn man die Gleichung (4) mit y 
multipliziert und dann integriert, so bekommt man 


1 1 
(8) JS (py? — @—m.4)y¥"lde = af (k+xq,)y*dz. 
0 0 


*) Ersichtlich ist x, = min —*@ | ,, — max — *@) 


**) cf. FuBnote 8.295. Diese Funktion ist positiv fiir x >x,, negativ fiir x < x, . 
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Da p> 0, q— 4,9, <9, q, > 0, sieht man leicht, daB das zweite Integral 
in (8) dasselbe Zeichen wie 4 hat (wenn y #0 ist), und aus (7), dab 
= immer negativ ist. 

Fiir alle Werte x zwi- ° 
schen x, und x gibt es ee Pe 
einen positiven sowie einen gi? “~~, 
negativen Eigenwert (B). it teed y Ne 
Wenn x =x, + <¢ (¢ positiv ri \ 
und unendlich klein), so ~ \ 
ist ¢ — 4,9, > M(k + xq,) \ 
(M beliebig groB); daher » ‘ 
sieht man aus (8), daB der 8 ie 2 
positive Wert 4 sehr groB 
ist und daB w(4) der Halbgeraden « =x,4 im Unendlichen parallel ist.*) 


Ist & derjenige Punkt des Intervalles 01, wo ba 
erhilt, so sieht man leicht, daB (wenn x =x, + ¢) y(x) in der Nihe Z 
sehr groB, und in dem noch bleibenden Teil des Intervalles sehr klein 
ist. Weil die Funktion k + xq, nur in der Nahe Z positiv ist, kann man 
aus der Sturmschen Theorie schlieBen, daB alle Nullstellen der Funktion y 





a 


ixt* 
fo* 





sein einziges Maximum 


in dieser Nahe sind. Hat pe sein Minimum in dem Punkt z, so ist in 
1 


ihnlicher Weise lim y(z, 1, 4) = co und lim y(a, 4, uw) = 0, («4 +2). 
4=—o ,=—@ 


Wenn die Oszillationszahl » zunimmt, muB fiir jedes x der Wert 2 
absolut zunehmen (B), und zwar ist |4|= oo, wenn n= oo ist. Die 
Kurven w(A) fiir gréBere Werte » sind gestrichelt; sie kénnen einander 
nicht schneiden. 

Nun kommen wir zu unserem Problem zuriick, namlich zu unter- 
suchen, ob es immer Kigenwerte der Gleichung (1) gibt. Aus Fig. 1 
sieht man, daB es, wenn » klein und yw groB ist, gar keinen Wert 4 gibt.**) 


*) Die Kurve u(4) aber kann sich den Halbgeraden nicht nihern. Denn weil 
x, <i<y, ist, folgt aus (6) daB ts immer zwischen x, und x, liegt. 
1 


**) Wenn man wu variiert, so laufen zwei Eigenwerte (etwa 4, und 4_,) zusam- 
men. Nachher sind sie komplex, und die entsprechenden Liésungen der Gleichung (1) 
miissen auch komplex sein. Analog wie (8) kann man die Gleichung 


1 1 
S(ey¥ -qyp)dx=ifkyyde 
0 0 


aus (1) ableiten, wo ¥ die zu y konjugierte Funktion ist. Weil die Integrale reell 
sind, miissen sie beide gleich Null sein, wenn 4 ein komplexer Eigenwert ist. 
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Fir « =u, > 0 ist die Gleichung (4) mit (1) identisch, und es ist dann 
mdglich, daB fiir kleine Werte von » keine den Randbedingungen (2) ge- 
niigende Lisung y(x) dieser Gleichung existiert. Ist z. B. u, gréBer als 
der gréBte Wert w der Kurve u(2), so hat, fiir n = 0, die Gleichung (1) 
keine Lésung. Es gibt aber eine Zahl n, >0, sodaB, wenn n>», ist, 
zwei oder mehr Eigenwerte 4 dem Wert u = uw, entsprechen. 

Es bleibt noch zu zeigen, daB nur zwei Eigenwerte einer bestimmten 
Oszillationszahl entsprechen. Geometrisch ausgedriickt muB man zeigen, 
daB «(4) nur ein Maximum, das heift kein Minimum hat. Ist uw’ der 


gréBte Wert auf der Kurve u(d), so kann man die Gleichung (8) in der 
Gestalt 


1 1 
(9) JS (py? (q+ia)y'] dz = 2 ky?dx 
0 0 


darstellen, wo 7 =u—wu, ist. Auf der Kurve w(A) hat y(z) Minimal- 


eigenschaften.*) Wenn it +0 ist, kénnen wir die Lisung y(z) so be- 
stimmen (6), daB 
*) Die Gleichung (4) kann man wie folgt schreiben: 
(py) + @—Ha)y +aky =. 
Sie ist die Lagrangesche Gleichung des Variationsproblems 
1 1 
fry*—@—iq)y*de—=Min, = fky*de=1, (0) = y (1) = 9. 
0 0 
Die Legendresche Bedingung p(x)>>0 und die Weierstrafsche KL = p(u'—)*>0 
(g = die Hilbertsche Feldfunktion) sind erfiillt. In einer friiheren Mitteilung (loc. 
cit. erste Mitt.) habe ich gezeigt, wenn q—wq, <0 ist, verlangt die Jacobische Be- 
dingung dieses Problems, da8 die Liésung im Intervall nicht ogzilliert. In derselben 
Weise lit es sich umgekehrt zeigen, daB, wenn die Lisung nicht oszilliert, das 
Jacobische Kriterium erfiillt ist. Weil mein Beweis unabhiingig von dem Zeichen 
der Funktion g—jiq, ist, so ist er im vorliegenden Falle giiltig Daher muB ein 


Minimum wirklich existieren. 
Wenn n = 1 ist, bezeichnen wir mit a die Nullstelle zwischen 0 und 1 und setzen 
a 1 
fkytdxe=e, fky*dz=e", e+e" =—1. 
0 a 
In jedem Subintervall hat y(x) Minimaleigenschaften und ihnlich wie (9) folgt 


a 1 
JStpy*—@tiqy'lde=¢1, f[py*—@+igy'lde— e's. 
0 a 


Weil die beiden Integrale kontinuierliche Funktionen von jf sind und die Nullstelle a 
sich kontinuierlich bewegt, muB 4 auch kontinuierlich sein. Daher hat u(4) kein 
Minimum in diesem Falle. 


In dhnlicher Weise kann man die Fille n = 2,3,--- behandeln, 
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1 


fkytdx = +1. 
0 


In diesem Falle ist 4 (oder — 4) das Minimum des ersten Integrals (9) 
und es laBt sich leicht zeigen, daB es eine kontinuierliche abnehmende 
Funktion von yw ist. Gibt es nun ein Minimum der Kurve (etwa fir 
=p, und 2>0), so ist in der Nahe dieses Wertes der kleinste Wert, 
den 4(>0) annehmen kann, nicht kontinuierlich.*) Weil dies ein Wider- 
spruch ist, so hat die Kurve kein Minimum. 


Nur wenn gw, = w’, ist o = 0. In diesem Fall ist das Integral von 


ky® gleich Null (6). Dann sind die zwei Eigenwerte einander gleich. Es 
ist klar, daB die Gerade « =u, héchstens durch das Minimum einer 
(gewohnlich keiner) der Kurven w(A) geht: in diesem Fall muB n =n, 
sein. Damit ist das Theorem bewiesen. 


§ 2. 
Die Gleichung mit zwei Parametern. 
Betrachten wir nun die allgemeine Gleichung mit zwei Parametern 
(10) (p@)y’) + ay + (AA, @ + HA, @))y 
= (py) + ay + 4(A, +%A;)y = 0 (p> 0). 
Es sind hier zwei Fille zu unterscheiden. 
Fall I. Fir jeden Wert des Parameters x hat die Funktion A, (#)+%.A,(x) 


von x zwei Zeichen in dem Intervalle 0 <«2< 1. Es laBt sich leicht wie 
in § 1 zeigen, daB es eine Zahl n, gibt, sodab, wenn » >n, ist, die 


Gleichung (10) fiir jedes n(x— ) zwei Eigenwerte 4 hat, das heiBt u(d) 


ein Oval um den Anfangspunkt ist. Fiir » <<, gibt es keine den Rand- 
bedingungen y(0) = y(1) = 0 geniigende Liésung der Gleichung (10). 
Fall IL. Es existiert ein Intervall**) x,x, von x, sodaB A, (x) + x A,(x) 
nur ein Zeichen fiir alle Werte von « hat. Durch eine lineare Trans- 
formation des Parameters 4, w kann man 4A,(x) + 4 A,(x) in die Form 
4A,(«) + @A,(a) bringen, wo A,(x) > 0 ist. Es ist dann nur nitig, den 
Fall A, >0 2u betrachten. Fiir alle Oszillationszahlen n gibt es bei festem 
4 einen Parameterwert w ($1, A) und eine Lisung der Gleichung (10). 


*) Die Gerade 7 =ji, (oder =f, —w,) wird durch den Minimalpunkt der 
Kurve gehen: die Gerade i = ji,—e wird diesen Teil der Kurve nicht schneiden. 

**) Fiir einen bestimmten Wert x, von x ist A,(a)-+*A,(#) eine zunehmende 
bzw. abnehmende Funktion von x, je nachdem A,(z,)>0 bzw. <0 ist. Es folgt 
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Wenn g(z)<0 ist, kann man die Gestalt der Funktion w(A) be- 
stimmen aus Formeln, die analog den Formeln (6), (7) und (8) sind. Ist 
A, positiv, so sind alle Werte x, fiir welche die Funktion A,(x) + A,(z) 
beide Zeichen in dem Intervalle 0 < 2 < 1 hat, negativ. Wenn A, negativ 
ist, miissen die entsprechenden Werte von x positiv sein. Die Lage der 
Halbgeraden ist dann aus Fig. 2a resp. 2b ersichtlich, Wenn A, beide 
Zeichen hat, ist die Lage der Halbgeraden etwa dieselbe wie in Fig. 1. 




















Fig. 2a Fig. 2 b. 


Ist g(x) nicht durchaus negativ, so kann man ¢ (¢c = Konstante) so 
groB wihlen, daB g,— cA, <0 ist (weil A, positiv). Die Gleichung (10) 
kann man dann schreiben wie folgt 


(pyY + (q—cAy)y + [44, + (ut) Aly = 0. 


Die Gestalt der Funktion m’(4) (u’=a+c) geht nun aus den Figuren 
hervor. Man sieht, daB der Anfangspunkt der Au Ebene nach oben ver- 
schoben ist. Fiir einige Werte n = 0, 1, 2,--- wird vielleicht die Kurve 
u(A) die negative u-Achse schneiden (Fig. 2). Es gibt aber einen Para- 
meterwert n,>0, sodaB fiir »>m, die Kurven auBerhalb der Halb- 
geraden liegen. 

Ist % die Anzahl der in dem Intervalle 01 liegenden Nullstellen der- 
jenigen Lésung der Gleichung (py’)'+qy= 90, die der Randbedingung 
y(0) = 0 geniigt*), so hat die Gleichung (py’)’ + gy + uA,y = 0 eine den 
Randbedingungen (2) geniigende #i-mal oszillierende Lisung fiir den Para- 
meterwert w > 0 (§ 1, A). Das heiBt, die der Gleichung (10) entsprechende 
Kurve u(A) schneidet die positive u-Achse. Daher ist 7 > n,. 

In allen Fallen sind die Kurven u(4) den Halbgeraden im Unend- 
lichen parallel; sie naihern sich aber den Halbgeraden niemals. Die Kurven 


leicht, daB héchstens ein Intervall von x existiert, fiir welches A, (x) + A,(x) ein 
Zeichen fir alle x hat. 

*) Wenn q(x)<0, gibt es keine in dem Intervalle 0 liegenden Nullstellen 
dieser Lisung. 
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fiir verschiedene Werte von m schneiden einander nicht: man kann m so 
groB wihlen, daB die kleinste Entfernung von dem Anfangspunkt der ent- 
sprechenden Kurve u(A) bestiindig gréBer ist, als irgend eine bestimmte 
groBe Zahl. Wenn A, nur ein Zeichen hat, ist A(u) eine eindeutige 
Funktion, wie wir aus den der Gleichung (6) analogen Formeln sehen 
kénnen. Wenn A, beide Zeichen hat, so ist 4(u) eine zweideutige Funktion. 

Solange der durch die Transformation w= u'+¢,, 4=4'+ ¢, ab- 
geanderte Anfangspunkt innerhalb der Kurve (Figg. 1, 2) liegt, solange 
hat die Gleichung (10) ' 


(10) (py) + (q+ 64, +¢Ag)y + (2'A,@ + w'Ag(x))y = 0 
fiir irgend ein Verhiiltnis der Parameter pw’ und 2’ eine oder zwei Lésungen. 
Daher kann die Kurve u(A) keinen Wendepunkt haben. 


§ 3. 
Die Gleichung mit drei Parametern. 


Wir wollen nunmehr in der Gleichung (1) 
k(x) = A,(x) + 6 A(x) + tA, (x) 
setzen, wo A,, A, und A, nicht identisch verschwindende analytische 
Funktionen und 6 und rt beliebige Parameter sind. Wenn man pu = 61, 
v= tA setzt, so sieht man aus den Siitzen § 1, dab die dreiparametrige 
Differentialgleichung 


(11) (py)'+qy+(A4,+uA,+vAs)y=(py) +qy+4(A, +64, +1Ay)y = 0 
fiir bestimmte Verhiltnisse zwischen uw, 4 und vy, 4 und fiir die Oszillations- 
zahl » > ,*) eine oder zwei den Randbedingungen geniigende Lésungen 
hat. Wenn 4 endlich ist, so ist es (wenn n bestimmt ist) eine kontinuier- 
liche Funktion von 6 und t. Man kann also jede der Funktionen A, u, v 
als stetige Funktion der beiden anderen betrachten. Um die Gestalt der 
Flache w(A, v) zu untersuchen, mu8 man zwei Fille unterscheiden. 

Fall L. Es gibt keine Parameterwerte t, 6, sodab A, + 6A,+ 1A, 
fiir alle x nur ein Zeichen hat. Dann existiert immer (§ 1) eine ganze 
Zahl n, sodaB fiir n>, die Gleichung (11) zwei Eigenwerte 4 und 4_ 
hat; das heiBt, jede Gerade durch den Anfangspunkt des A4uv Raumes 
schneidet diese Fliche zweimal. u(A, v) ist dann eine Art Ovoid. Wenn 
n<m, ist, gibt es keine Liésung der Gleichung. 

Fall Il. Es gibt Parameterwerte 6, t sodaB A, + 6A,+ 1A, fiir 
alle x ein Zeichen hat. Hier laBt sich durch eine lineare Transformation 


des 4uv Raumes 4A,+ A, +A, in die Form 2.A,(x)+@A,(x) +9-A,(«) 


*) Wenn g<0 ist, so ist sicherlich n, = 0. 
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bringen, wo A, > 0: es ist dann nur nitig, A, > zu betrachten. Ist T(e) 
die Grenze der Menge der Werte o, tr, fiir welche A,-+o6A,+ 1A, nur 
ein Zeichen hat, so kann man analog wie in der FuBnote zu § 2 fiir den 
Fall zweier Variabeln zeigen, daB 7 ein einfach zusammenhiingender Be- 
reich ist. Die Geraden durch den Anfangspunkt des A4uv Raumes und die 
Punkte der Kurve 7(o) bilden einen Kegel. Wir werden den Halbkegel, 
welche die negative u-Achse enthilt, mit H bezeichnen. Fiir Werte o, r 
auBerhalb H hat die Funktion A,(x) + 6A,(x) + 1A,(x) beide Zeichen 
in dem Intervalle 01 und die Gleichmig (11) hat (wenigstens fiir m > n,) 
zwei Kigenwerte 4. Fiir alle Werte o, r innerhalb H hat diese Funktion 
nur ein Zeichen und die Gleichung (11) nur einen Eigenwert 4. 


Ahnlich wie (6), (7) kénnen wir die folgenden Formeln ableiten: 


1 i 
fAytde jf Ay*dx 
(12) du__@ dv __?é 
‘“ 0; 1 : 0; 1 , 
fAydx [ Ayy?dax 
0 0 
1 1 
if Ayy’dx 1 f A,y*dax 
(13) = 0 = y i 
; de 1 , Of 1 
[A +oA,)y%de f(A, +145)y%de 
0 0 
Aus (12) folgern wir 
: : ° 
(14) aa f A,y'dz + du f A,ydz + dv { Ajy*dx = 0. 
0 0 0 


Weil A, >0 ist, so ist das zweite Integral positiv; die durch (14) be- 
stimmte Fliche w(i,v) hat dann kontinuierliche Kriimmung. 
Man kann aus den Gleichungen (12) (13) wie im § 1 zeigen, dab 


jede durch die w-Achse laufende Ebene (; = Konstante) den Halbkegel H 


in einem Paar von Halbgeraden trifft (wie in Figuren 1, 2a oder 2b) und 
daB der entsprechende Schnitt der Fliche diesen Halbgeraden im Unend- 
lichen parallel ist. Daher muB u(d, v) dem Halbkegel im Unendlichen 
parallel sein. 

Um zu zeigen, dab H konvex ist, wollen wir den durch den Anfangs- 
punkt laufenden Schnitt mit der Ebene v = c,2 + c¢.u betrachten. Die 
Gleichung (11) ist in diesem Fall 

(py) + ay + 4(A,+¢,4,) + w(A, +645) = 0. 
Aus § 2 (FuBnote) sieht man, daB es héchstens ein Intervall des Ver- 


hiltnisses = = 6 gibt, fiir welches 











Kleinsches Oszillationstheorem. 299 


A(A, + ¢,A;) + (Ay + As) = 4A, + WA, + (6,4 + 0,6) As 
nur ein Zeichen hat. Das heibt, jede durch den Anfangspunkt laufende 
Ebene schneidet den Halbkegel H héchstens in zwei Geraden. 

Wahit man die Konstante ¢ positiv, so sieht man aus den Betrach- 
tungen des § 2, daB die Ebene « = — c den Halbkegel in einer konvexen 
Kurve schneidet, die geschlossen ist oder ins Unendliche laiuft. Wenn ¢ 
groB genug ist, schneidet die Ebene auch die Fliiche w(A, v) (weil diese 
H im Unendlichen parallel ist) in einer konvexen Kurve. 

Fir n>n, liegt die Flaiche u(4, v) auberhalb AH und fiir n <n, 
wenigstens teilweise innerhalb. Man sieht leicht, dab uw eine eindeutige 
Funktion von 4 und y ist. Die kleinste Entfernung der Fliche u(A, v) 
von dem Anfangspunkt ist beliebig groB, sobald » groB genug ist. Je 
zwei dieser Flichen schneiden einander nicht. Wenn man die Anzahl 
der Nullstellen in dem Intervalle 01 derjenigen Lisung der Gleichung 
(py) + ay = 0, die der Randbedingung y(0)=0 geniigt, mit # bezeichnet, 
so sicht man wie in § 2, dab n> x, ist. 


§ 4. 
Das Oszillationstheorem. 

Es seien p,(z,) > 0, 9,(%,), A;,;(%,) (¢=1, 2, 3; j= 1, 2, 3) analytische 
Funktionen der Variabeln z;. Nehmen wir an, daB nicht alle drei Funk- 
tionen A, ,, A,;, As; (j= 1, 2,3) identisch Null sind und betrachten wir 
die drei Gleichungen mit drei Parametern 
(A) (pu @)y + qim(@) + AAat HAygt+ vAjs)u(%) =O (¢=1, 2,3). 
Die gesuchten Lésungen dieser Gleichungen sollen den Randbedingungen 
(R) u,(a,) = u,(b,) = 0, u,(a,) = u,(b,) = 9, u; (as) = u,(b,) = 0 
geniigen. Wir werden untersuchen, ob es Parameterwerte 4, u, v gibt, so- 
daB Lésungen existieren die /- baw. m- bzw. m-mal in ihren Intervallen 
oszillieren. Wir bezeichnen mit / bzw. m bzw. % die Anzahl der in dem 
Intervalle a,b, liegenden Nullstellen derjenigen Lésung der Gleichung 
(p,u,;) + q,u,= 0 (i=1,2,3), die den Randbedingungen u,(a,) = 0 geniigt. 

Theorem: Damit die Gleichungen (A) den Randbedingungen (R) ge- 
niigende, nicht identisch verschwindende Lisungen u,(x,), U,(%_), Uy(Xg) be- 
sitzen, die l- bew. m- bzw. n-mal oszillieren, ist es notwendig, daB es Para- 
meterwerte 1, w, v®: 1, uw, v®; 1%, w, v® gibt, sodap 

M9 A,, + WA, + VPA, = 0 


wenigstens fiir einen Wert im Intervalle a,b, und 
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OAs, + W9A,, + OA, HO, 29A,, + WOA,, + OA, SO 
fiir alle Werte x, bzw. x, in den Intervallen a,b, bew. a,b, (i= 1, 2,3; 
j=1, 2,3; k=1, 2,3; i+j+h). Diese Bedingungen sind hinreichend fiir 
L>l, m>m, n>, wenn man die Worte ,—0O wenigstens fiir einen 
Wert“ durch ,,beide Zeichen hat“ ersetzt. 

Beweis: Wir miissen zuerst zeigen, daB die Existenz von Parameter 

werten o', tr notwendig ‘ist, sodab 

W, = Ay, + 6 Agy + t'Agg, UW; = Agy + OC Agy + 1 Ags 
ein und dasselbe Zeichen fiir alle Werte x, bzw. x, haben, und 

YU, = Ay, + CAye + 1 Ajs 

wenigstens fiir einen Wert Z, des Intervalles a,b, Null ist, oder das 
Zeichen hat, dem das Zeichen der Funktionen U,, U, entgegengesetzt ist; 
und daB es hinreichend ist, wenn A, und Y%,° ein und dasselbe Zeichen 
haben und %,(Z,) das entgegengesetzte Zeichen hat. Ahnliche Siitze gelten 
im Falle der Parameterpaare o), r®; 6, r®. 

Wir bezeichnen mit u,(A, v), w,(A, v), ws(4, v) die Flaichen, die aus 
den drei Gleichungen (A) entstammen (§ 3) und mit H,, H, und H, die 
entsprechenden Halbkegel. Geometrisch ausgedriickt miissen (um den not 
wendigen Bedingungen zu geniigen) («) je zwei dieser Halbkegel einander 
schneiden oder wenigstens beriihren. (8) Es gibt wenigstens eine Gerade 
innerhalb je zweier der Halbkegel und auBerhalb oder auf dem Rande 
des dritten. Es ist hinreichend (a’), daB je zwei der Halbkegel einander 
schneiden (6’), dab eine Gerade in dem gemeinsamen Teil von je zweien 
auBerhalb des dritten liegt. 

Liegt z. B. der Halbkegel H, auBerhalb H,, so schneiden einerseits 
die Flaichen mw,, uw, héchstens in der Nihe des Anfangspunktes. Man kann 
andererseits n’ so groB wiihlen, dab, wenn n >’ ist, die dritte Fliche u, 
die Schnittkurve nicht schneidet. Betrachten wir nun den Fall, wo H, 
innerhalb H, liegt und fassen wir die Flaiche u,(4, v) ins Auge. Weil sie 
H, im Unendlichen paraliel ist, so liegt sie in hinreichend groBer Ent- 
fernung vom Anfangspunkt innerhalb H,. Alle auBerhalb H, liegenden 
Punkte der Flache uw, sind im Endlichen. Wihlt man nun m’ groB genug, 
so liegen fiir m > m’ alle Fliichen uw, auBerhalb dieser Fliche u,. Daher 
ist (a) bewiesen. 

Betrachten wir nun einen ebenen Schnitt durch die drei Halbkegel 
H,, H,, H,. Die Schnittkurven, die wir mit H,, H,, H, bezeichnen 
werden, sind konvex (§ 3). Fassen wir die Schnittpunkte A und B zweier 
Kurven*) (etwa H, und H,) ins Auge, so sind drei Fille zu unterscheiden. 


*) Man kann die Schnittebene so wihlen, daB irgend eine der Kurven ge- 
achlossen ist. 
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Die Kurve H, hat auf der konkaven Seite (a) keinen der beiden Punkte 
A, B [Fig. 3a]: (b) einen der Punkte [Fig. 3b]; (c) beide Punkte [Fig. 3c]. 


A, 





Fig. 5b. Fig. 3c. 


Wir werden nun zeigen, daB die notwendigen Bedingungen unseres 
Problems den Fall (c) ausschlieBen. Denn die Schnittkurve M,, der 
Flichen u,(A, v), u(A, v) muB den zwei Geraden von A und B nach 
dem Anfangspunkt im Unendlichen parallel sein und in (geniigend) groBer 
Entfernung vom Anfangspunkt innerhalb des dritten Halbkegels liegen. 
Wenn man die Oszillationszahl der dritten Fliche grob genug wihlt, so 
liegt sie ganz auBerhalb dieser Kurve M,,. So erhilt man die notwendige 
Bedingung (). 

Um die hinreichenden Bedingungen zu beweisen, miissen wir die 
Fille (a) und (b) untersuchen. Im Falle (a) ist M,, der Geraden durch 
den Anfangspunkt und B im Unendlichen parallel. Wenn die Schnitt- 
ebene weit genug entfernt vom Anfangspunkt ist, muB M,, (wenigstens 
fir 1>1, m >) sie innerhalb des krummlinigen Dreiecks DBC und 
auBerhalb uw, schneiden. Wenn aber diese Ebene dem Anfangspunkt nahe 
ist, so ist das Dreieck so klein wie nétig. Weil die Kurve M,, (fiir 
1>1, m>‘m) nicht ins Innere der Halbkegel H,, H, treten kann (§ 3), 
muB sie H, und daher u, (wenn » > i ist) schneiden. Wenn die Schnitt- 
ebene weit entfernt ist, wird M,, im Falle (b) sie sowohl innerhalb als 
auBerhalb H, (und mw,) schneiden. Daher miissen M,, und uw, einander 
schneiden. Damit sind die hinreichenden Bedingungen («’) und (f’) be- 
wiesen. 

Wenn Lésungen existieren, kann man eine lineare Transformation des 
4, u, v Raumes machen, indem man die Richtungen /, uw’, v'; 4”, u,v"; 
2” u,v” als Achsen wahlt. Die Normalform der Gleichungen (A) ist dann 


A,, beide Zeichen, A,, > 0, A,, >9, 
A,, > 9, A,, beide Zeichen, A,, > 0, 
A,, => 90, Ag, > 0, A;, beide Zeichen. 


Existenz- und Eindeutigkeitssatz. Hat die Determinante 
D =| Aj,(%,) Age(#2) Ass (5) 
in den Intervallen a, < 2%, <b,, ay < ay < by, a; S 7; Sb, nur ein Zeichen 
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(etwa D > 0), und ist sie nicht identisch Null, so haben die Gleichungen (A) 
fiir alle Werte 1, m,n ein und nur ein den Randbedingungen (R) geniigendes 
Lisungstripel u,(x,), u(%_), Us (25). 

Beweis: In jeder Kolonne von D muB es wenigstens eine Funktion 
geben, die nur ein Zeichen hat. Denn wire A,,(Z%,) = 0, A 1:(Z,) +0 


(a,< 2,<b,; i=1, 2,3), so ist D(Z,, Z, %,) =O und wenn nicht alle 
Kofaktoren dieser Kolonne Null sind, muB wenigstens eine der partiellen 


aD, , %, Z,) 
On, 


Ableitungen von Null verschieden sein. In diesem Falle hat 


D beide Zeichen in der Nihe von (#,, %,, Z,). Wenn alle drei Kofaktoren 
Null sind, kann man durch eine lineare Transformation die zweite Kolonne 
za Null machen. Weil nun A,,(%,) = A,,(%,) = Ago(F,) = Age (Z,) = 0 ist, 
so miissen alle partiellen Ableitungen nach z, gleich Null sein. In der- 
selben Weise zeigt man, daB alle partiellen Ableitungen nach z, bzw. 
nach z, Null sind. Weil D nicht identisch Null ist, sind wir zu einem 
Widerspruch gefiihrt. 

Die Differentiale 64, du, dv miissen wegen (14) den drei Gleichungen 


b 


(15) da, f- 


a 


i b; b; 
A,,u2da,+ du, f Ayuzda,+ dv,{ Ajuzdx,—0 (i=1, 2,3) 


aq 


gentigen. Bezeichnet man mit a,, (j= 1, 2,3) die neun Integrale in (15), 
so laBt sich leicht zeigen, daB die Determinante A der «,,; von Null ver- 
schieden ist. Denn wire A=0, so kénnte man durch lineare Trans- 
formationen der Differentiale di,, du,, dv, alle Integrale einer Kolonne 
zum Verschwinden bringen. Die Determinante D ist dadurch auch trans- 
formiert; die neue Determinante hat nicht beide Zeichen und daher muB 
wenigstens eine der Funktionen jeder Kolonne nur ein Zeichen haben. 
Ist etwa die Funktion A, >0 (oder <0), so ist ihr Integral von Null 
verschieden, was einen Widerspruch gibt. 

Weil die Determinante A immer von Null verschieden ist, so kénnen 
nicht die Koeffizienten von zwei der Gleichungen (15) proportional sein; 
das heibt, die Tangentialebenen*) der Flaichen u,, u,, wu, sind niemals 
parallel. Daher miissen alle drei Fliichen ins Unendliche laufen und je 
zwei miissen einander schneiden. 

Die Verhiiltnisse der Differentiale der Schnittkurve M,, von m,, ty 
und M,, von u,,u, sind aus den Gleichungen 


*) Weil A+ 0 ist, kénnen nicht alle Koeffizienten einer der Gleichungen (15) 
zugleich verschwinden; daher hat die Fliche u; kontiruierliche Kriimmung. 


er <a 
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di. ™ _ du dy 
14 ey — 15 Ms, Oy Hyg — Oy Hy, ” 


di du dy 


1 _ % eg — O15 Mas 





rq Hyg — Hi 5 Ose 11% yy — B15 Ms, 7 11 Hye — Bq Hy, 
bestimmt. Weil 4+ 0 ist, sieht man leicht, daB die Projektionen von 
M,, und M,, auf die Koordinatenebenen nicht parallel werden kénnen. 
Denn wiiren z. B. die Projektionen auf der Av Ebene parallel, so wiire 


Bie Fog — yg X%qq yp gg — Hyg Hyg 


- M2 Men — “ae Mo @y Mag —— M9 Ms 


Oder G19 | @ 1 C05! = 0, was ein Widerspruch ist. Beide Projektionen 
miissen ins Unendliche laufen und einander einmal und nur einmal schneiden. 
Weil A,, nur ein Zeichen hat, ist u, eine eindeutige Funktion von 4 und » 
(§ 3), und die Kurven M,, und M,, miissen sich einmal und nur einmal 
schneiden; das heiBt die drei Flichen u,, u,, u, miissen fiir alle Werte 
l,m,” sich einmal und nur einmal schneiden, womit das Theorem bewiesen ist. 


§ 5. 
Der Zasammenhang mit der Klein-Bocherschen Theorie. 


Wie man die zwei Siitze der vorangehenden Paragraphen fiir den Fall 
von » Gleichungen und m Parametern formuliert und beweist, ist leicht 
zu sehen. Das allgemeine Oszillationstheorem von Bocher*) ist ein be- 
sonderer Fall des verallgemeinerten zweiten**) Satzes aus § 4. Man be- 
trachtet nimlich die Gleichung mit k + 1 Parametern 


(py) + (X(@) + ¥ (a) [Aa + aah +--+ deta lby =, 
und k + 1 Intervallen a,b,, a,,,---, a,b, der 2-Achse 
(dy << by Sa, <b, Say <--- <b, ; Sa, <b,). 


Die Funktionen p(x), X(x), W(a#) sind analytisch und Y(a) hat in irgend 
einem der Intervalle a,b, (i=0,--:,k) nur ein Zeichen. Bocher stellt folgen- 
des Oszillationstheorem auf: Man kann die Parameter /,,---, 2, in einer, 


*) Bull. Am. Math. Soc. 1898, 8. 370. 

**) Die Bedingungen des ersten Existenztheorems (§ 4) verlangen von den Para- 
metern 4,,---, 4, nur folgendes: Man mu6 Parameterwerte 2,,---, 4, so bestimmen 
kiénnen, daB das Polynom 4,a2* + ----+-4, in irgend einem der k + 1 nicht iiber einan- 
der liegenden Intervalle beide Zeichen hat und in den andern positiv bez. negativ 
ist, je nachdem (x) positiv bez. negativ ist. Weil man & reelle Nullstellen beliebig 
wihlen kann, so sieht man, da dies méglich ist. Die Beziehung zur Sturmschen 
Theorie, der Polynome, die Bécher in seiner ,,Presidential address delivered before the 
American Mathematical Society“ (Bull. Am. Math. Soc., Oct. 1911) betont hat, tritt 
hier hervor. 
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und nur in einer Weise, so bestimmen, daB die Gleichung k + 1 Lésungen 
Yo, ***, Y_ besitzt, der Art, dab y, (i=0,---,k) in den Punkten a, und 3, 
verschwindet und in den Intervallen eine beliebig vorgeschriebene An- 
zahl m, von Nullpunkten hat. Bezeichnet man mit 2,,---, 2, die Variabeln 
in den Intervallen a,b,,---,@,b,, so verlangt der Existenz- und Ein- 
deutigkeitssatz (§ 4), dab Y(z,) <---> Y(z,) =< D +0, (a,<2,<},) nicht 
beide Zeichen hat, wobei 


a-1... 
ge-l... 

D =| 
, 
- 
ist. Nach Annahme hat Y(z;) nicht beide Zeichen (i= 0,1,---,k), und weil 
die Intervalle nicht iibereinandergreifen, kann die Determinante nicht beide 

Zeichen haben. Daher ist das Theorem bewiesen. 
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Uber die gegenseitige Beziehung der Rander bei der konformen 
Abbildung des Inneren einer Jordanschen Kurve auf einen Kreis. 


Von 


C. Caratutopory in Breslau.*) 


Die groBen Fortschritte, die in der Theorie der konformen Abbildung 
wihrend des letzten Jahrzehnts gemacht worden sind, sind erst durch 
eine Bemerkung erméglicht worden, durch welche die Untersuchungen 
auf die Betrachtung der inneren Punkte der abzubildenden Gebiete und 
Flichen beschrinkt werden. 

Dieses hat unter anderem erlaubt die Méglichkeit der konformen Ab- 
bildung des Jnneren von einfach zusammenhiingenden schlichten Gebieten 
auf das Jnnere eines Kreises zu beweisen, ohne tiber die Natur der Be- 
grenzung der betreffenden Gebiete irgend welche Voraussetzung zu machen. 

Diese Methoden versagen aber, wenn man die Frage stellt, wie sich 
die konformen Abbildungen in der Niihe des Randes verhalten bzw. auf 
welche Weise die Rander selbst aufeinander bezogen sind. Einige Uber- 
legung geniigt um zu zeigen, dab dies in der Natur der Sache liegt: Die 
neueren Existenzbeweise bestehen niamlich darin, eine Folge von Funk- 
tionen zu konstruieren, die fiir |z|< 1 gegen die gesuchte Abbildungs- 
funktion konvergiert, und es ist gewdhnlich bequem fiir diesen Zweck 
Funktionsfolgen zu konstruieren, die auf der Kreisperipherie 2| = 1 iiber- 
all divergieren und die also fiir das Studium der Abbildung in der Um- 
gebung des Randes unbrauchbar sind.**) 


*) Die Hauptresultate der vorliegenden und einer im niichsten Hefte folgenden 
Arbeit habe ich auf der Karlsruher Naturforscherversammlung im September 1911 
vorgetragen. Ich erhielt dort Kenntnis von parallelen Untersuchungen, die Herr 
E. Study iiber denselben Gegenstand gemacht hatte, und die er seitdem in seiner 
Schrift ,,Konforme Abbildung einfach zusammenhiingender Bereiche* [Teubner 1912] 
publiziert hat. Einiges aus meinen hiesigen Untersuchungen hat er in sein Buch auf- 
genommen; das Kapitel III meiner zweiten Arbeit ist durch die Studyschen Uber- 
legungen, die ich im Ms. lesen durfte, angeregt worden. 

**) S. z. B. meine ,,Untersuchungen iiber die konformen Abbildungen von festen 
und verinderlichen Gebieten** [Math. Ann. 72, S. 107—144] S. 144. 
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Im folgenden wollen wir dagegen unsere Aufmerksamkeit auf die Ab- 
bildung der Rander richten: Das einfachste aber auch wichtigste Problem 
in dieser Hinsicht besteht wohl darin, fiir die in Betracht kommenden 
Gebiete notwendige und hinreichende Bedingungen aufzustellen, damit 
bei den konformen Abbildungen dieser Gebiete auf den Einheitskreis eine 
eineindeutige und stetige Abbildung ihrer Rinder auf die Peripherie dieses 
Kreises existiere, die auberdem mit der konformen Abbildung des Inneren 
stetig zusammenhiingt; wie dies bei den konformen Abbildungen, die durch 
elementare Funktionen geliefert werden, stets der Fall ist. 


Die Untersuchungen von H. A. Schwarz*) haben gezeigt, daB diese 
Eigenschaft immer besteht, wenn der Rand des abzubildenden Gebietes 
aus einer endlichen Anzahl regulirer analytischer Kurvenstiicke gebildet 
ist, die sich unter von Null verschiedenen Winkeln schneiden. 


Spiiter hat Painlevé**) gezeigt, daB es geniigt von diesem Rande 
vorauszusetzen, da er stiickweise aus Kurven besteht, die, wenn man die 
Kurve durchliuft, eine sich stetig indernde Tangente zulassen. Paraf hat 
ferner in seiner Thése***), die iiber die Anwendungen der Poincaréschen 
Ausfegemethode berichtet, noch weniger Voraussetzungen bendtigt. Bei 
allen diesen Resultaten sind eine ganze Anzahl von méglichen Singulari- 
titen des Randes z. B. Spiralpunkte ausgeschlossen. 


In seinem Enzyklopiidieartikel hat nun Osgood}) die Vermutung 
ausgesprochen, daB bei der konformen Abbildung des Inneren eines durch 
eine beliebige Jordansche Kurve begrenzten Gebietes auf das Innere eines 
Kreises die Jordansche Kurve und die Kreisperipherie eineindeutig und 
stetig einander entsprechen. 


Diese Vermutung von Osgood ist in der Tat richtig und ihrem Be- 
weise ist unsere Untersuchung gewidmet. 
Eine Jordansche Kurve ist nach ihrer Definition eine Punktmenge, 


*) a) Uber die Integration der partiellen Differentialgleichung anit o = 
[Berl. Ber. 1870, S, 767—795, Ges. Abh. II, 8. 144—171]. b) Zur Integration der 
partiellen Differentialgleichung ato 
Ges. Abh. II, 8. 175—210]. . 

**) Sur la théorie de la représentation conforme [C. R. 1891, 1° sem. 3. 653]. 
Vgl. auch die vor kurzem erschienene Diss. von E. A. Hintikka ,,Uber das Verhalten 
der Abbildungsfunktion auf dem Rande des Bereiches in der konformen Abbildung* 
(Helsingfors 1912). 

***) Sur le probléme de Dirichlet et son extension au cas de l’équation générale 
du second ordre [Annales de Toulouse VI (1892), H. 8. 1—75]. 

+) Allgemeine Theorie der analytischen Funktionen [Enc. d. Math. Wiss. II B 1, 
Art. 19, S. 56]. 


=0 [J. f. Math. 74 (1872), S. 113—128; 





— 
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die eineindeutig und stetig auf eine Kreislinie abgebildet werden kann; 
wir haben daher den Satz: 

Ist es auf irgend eine Weise miglich, die Begrenzung eines einfach au- 
sammenhdngenden Gebietes eineindeutig und stetig auf eine geschlossene Kreis- 
linie abzubilden, so wird bei jeder konformen Abbildung des Inneren des Ge- 
bietes auf das Innere eines Kreises eine derartige eineindeutige und stetige 
Beziehung der Rénder aufeinander realisiert. 

2. Der Beweis der Osgoodschen Vermutung wiirde zur Zeit (1900), wo 
sie ausgesprochen worden ist, vielleicht nicht méglich gewesen sein. 
Seitdem ist aber die Analysis durch eine der weittragendsten Entdeckungen, 
die diese Disziplin zu verzeichnen hat, bereichert worden, ich meine das 
Lebesguesche Integral und die Sitze, die Herr Lebesgue mit seiner Hilfe 
bewiesen hat*). 

Die Untersuchungen von Lebesgue haben Herrn Fatou**) zu einer 
Reihe sehr bemerkenswerter Resultate gefiihrt, deren eines die Grundlage 
fiir die vorliegende Arbeit bildet. 

Ich beginne mit einem miéglichst einfachen Beweise des Satzes von 
Fatou, worauf in einem zweiten Kapitel die Vermutung von Osgood be- 
wiesen wird. 


Kapitel I. 
Hilfssatze. 


3. In der oben erwihnten Arbeit des Herrn Fatou steht unter anderen 
schénen Resultaten folgender Satz, den wir mit méglichst einfachen Mitteln 
beweisen wollen: 

Ist die eindeutige analytische Funktion f(z) fiir \z|<1 regulér und 
beschrinkt***), so gibt es auf dem Einheitskreise |z\| = 1 tiberall dicht liegende 
Punkte, fiir die, bei Anndherung lings eines Radius des Kreises, die Funktion 
f(2) gegen einen bestimmten Wert konvergiert.}) 

Dieses Resultat wollen wir durch folgenden Zusatz vervollstindigen, 
der aus den Untersuchungen von Fatou beinahe unmittelbar hervorgeht: 

Ist f(2) nicht konstant, so mup auf jedem Kreisbogen die Menge der 
oben erwihnten Grenzwerte mindestens drei verschiedene Werte enthalten. 


*) Intégrale, Longueur, Aire [Annali di Matematica (3) 7 (1902), S.231—359.] Legons 
surl'Intégration et la recherche des fonctions primitives [ Paris, Gauthiers- Villars, 8. 1-136]. 
**) Séries trigonométriques et séries de Taylor [Acta Math. 30, S. 335—400]. 
*) D. h. es gibt eine endliche positive Zahl M derart, daB fiir |z|<1 der 
absolute Betrag | f(z)| << M wird. 
+) Durch geringfiigige Modifikation des Beweises kann man feststellen, daB bei 
beliebiger geradliniger Anniiherung gegen die betreffenden Punkte von z =—1, die 
Funktion f(z) gegen denselben Wert konvergiert. cf. Study a. a. O. 


20* 
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4. Wir bemerken zunichst, daB es keine Einschrinkung der Allgemein- 
heit ist bei dem Beweise unseres Satzes f(0) 0 zu setzen, da wir diese 
Bedingung durch Addition einer Konstanten immer erfiillen kénnen. 

Es sei also die analytische Funktion f(z) fir |z|< 1 regular und 
ihr absolater Betrag 

\f(2)| << M; 
auBerdem sei f(0) = 0. 

Wir betrachten den Kreis 

lzj|=e<l 
und fiihren die Funktion ein: 


i> 
od* 
S 


(1) F(e, ®) = | fee?) ae = f (az. 
0 


Das letzte Integral kann, weil fe im Kreise |z| <1 regular ist, lings 


eines beliebigen Weges genommen werden, der die Punkte z= go und 
z= o¢° verbindet und ganz im Inneren von |z| < 1 verliuft. Aus diesem 
Grunde ist F'(o, #) eine eindeatige Funktion im Kreise |z < 1, was durch 
die Gleichung 
(2) F(9, —2) = F(@, 2) 
ausgedriickt wird. 

Nun bemerke man, daB nach dem bekannten Satze von Schwarz in 
unserem Falle ne < M fiir |z| <1 ist. 

Also liefert die Gleichung (1), wenn man @ festhilt und g monoton 
wachsen laBt 


e+Ao (o ao Ao)e e 


(8) |Fe+Ae, %)— Fle, )i< f%Pae\+ [az <2Ma5, 


0 
s 


, ee 
und wenn man @ festhalt und # variiert 


(4) F(e, 9+A9) — Fle, ®)|< Mi Ae). 
Aus (3) entnimmt man, daB 
(5) Lim F(o, #) = F(#) 
e=1 


fiir jedes # existiert und daB die Konvergenz gleichméfig ist. 
Die Funktion F(#) ist demnach stetig, und wegen (4) gilt itiberdies 
fiir diese Grenzfunktion die Bedingung 


| F@ + AS) — F¢ 
io 


l< mu; 
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die Funktion F'(#) besitzt daher beschrinkte Differenzenquotienten (sie 
geniigt der sogenannten Lipschitzschen Bedingung). 


5. Das Poissonsche Integral angewendet auf den Kreis |z| = 9 <1 
liefert, wenn man z= re” setzt, und r << nimmt, 


a 
me 1 ae a e?— r? 
ot om Ag 
[ (2) Lf flee Vi—Sre cos oan’? 
-—2 


und nach partieller Integration (bei welcher wegen (2) der aus dem Inte- 
gralzeichen heraustretende Teil verschwindet) 


2 
iS 


n 
oJ 
af —1 7 d e?—r* 
is) = aif \@ Pas e* — 2re cos spre: 
—z% 


Das letzte Integral ist von @ unabhingig und wegen der gleich- 
miBigen Konvergenz der Funktion unter dem Integralzeichen gegen eine 
stetige Funktion von g, wenn @ gegen Eins konvergiert, kann man in 
der Formel 9 = 1 setzen und schreiben 


aon: dp. 


a 

. “ 1 (77) 4 

(0) fe)-—9,f F(9) a 1 — 2rcos(g —#) + r* 
—2 


Eine ganz ihnliche Forme! erbilt man, wenn f(z) gleich einer Kon- 
stanten C ist; dann kann man niémlich schreiben 
a 
1 i—r* 
o-+ fe 
22.) i—tres@—h) +r? 
—A 


und nach partieller Integration 


a 
. , ca—r’) 1 { d 1—r? 
Cu \ age 
(4) 1+ 2rceos?+r* 22, “P ag i<naumbca 
— nH 


Insbesondere liefert (7) fir C=—1 und @=O die Relation 


ma 
1 {a 1—r* 1—r? 2 
(8 — — oo - 
} x Pa i<baete (i+r)? .? 
—2” 1+— 


die uns niitzlich sein wird. 
6. Es sei e’» ein Punkt des Einheitskreises, in dem F(q) eine end- 
liche Ableitung F’(#,) besitzt. Wir wollen zeigen, daB die Gleichung 


(9) Lim f(ré%) = F’(#,) 
r=zi 
besteht. 
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Dabei geniigt es #,— 0 zu setzen, da wir den allgemeinen Fall durch 
Drehung des Koordinatensystems, indem wir z = &*°€ schreiben, auf den 
speziellen Fall #,— 0 zuriickfiihren kénnen. 

Wir kénnen nach (6) und (7) schreiben 


rr) _ F'(0)—— F’(0)(i—r)_ 1 


on way @ 1—r* 
i+r sJ (Fp) — oF O) Fe i—sreceg prt ??- 





—nA 


Nun wihle man eine positive Zahl i, die kleiner als x sein mag und setze 


a 
=e oe . d 1—r? 
(10) H(r, 4) = se J F@-91 ») ae Grong Trt? 
= 1 { a ° y A d 2 am r? 

(11) T(r, 2) 7 Lu +f (I @ —— is a) 
sodaB 

‘ : = F’ (0) (i—r) 5 
(12) f(r) — F’(0) =— ia + H(r, 4) + J(r, 4) 
ist. 


Bemerkt man, daB nach (1) und (5) F(0) = 0 ist und setzt 
(13) F(p) = oF’ (0) + pu(9), 


so wird, wenn man mit h(i) die obere Grenze der Funktion »(q) im 
Intervalle — 4 bis + A bezeichnet, 


Lim h(2) = 0. 
4=0 


Wir bekommen aus (10) und (13) 


og ££ d 1—r? 
Hr, A) 7a J - "P) ag 1 — 2rcos@ tp, 
und wenn wir bemerken, dab 
(14) a 1—r* a (1 — r*) sin @ 
4 dp 1—2reosq+r* — (1 —2rcos@-+r*)? 


eine ungerade Funktion von @ ist, die fir 0< qm <2 nicht positiv und 
fir —a< <0 nicht negativ ist, 


4 


ww h(2) d 1—r? 
H(r, 4)| < — 22 fou. es ty ed 
—4 


nm 
h(a) d 1—r* d 
Qa.) Pdg i—2resgtr® P > 


e 





a TE 
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also schlieBlich nach (8) fiir r< 1 


= < h(a). 


A(r, 4) < 
. r 
Um J(r, 4) abzuschiitzen, bemerken wir, daB im Integrationsintervall, 
wegen (4) 
\F(g) <aM 
ist, daB ferner im selben Intervall nach (14) 


—_ 2 cae ae al 
d t=—# < 1-7 a al 1 y , 
dg 1— 2reosg-+r* (1 — 2rcosi+r*)? 1 -— cos*A)* 
ist, und erhalten also aus (11) 
J(r, A) < 


Wir haben schlieBlich nach (12) 


n(M+ FO) , 


; 1—r?). 
sin*2 


\f(r) — F’(0)| < h(a) + 


7 (d m 0) “(0 , 9 
[= Mf +- F’’(0)) F'(0) (1—r’). 


+ (i+r)? 


Ist ¢ eine beliebige positive Zahl, so kénnen wir 2 so klein annehmen, 


sin‘'’ 


daB h(2) < + wird; dann folgt aus obiger Ungleichung, da, wenn (1—r*) 
hinreichend klein ist, 

f(r) -—F°O)|<e 
sein mu. Hieraus folgt aber unmittelbar die zu beweisende Gleichung (9). 

Wir haben also das Resultat, daf fiir jede Stelle %, wo F'(#) diffe- 
renziierbar ist, bei Annidherung von z lings des Radius ré*» an die Peri- 
pherie des Kreises 2|=1, unsere Funktion f(2) gegen einen bestimmten 
Wert, niimlich gegen F’'(%,) konvergiert. 

7. Der grundlegende Satz von Lebesgue, den wir in der Kinleitung 
erwahnt haben, lautet nun folgendermaBen: 

Eine reelle Funktion, die in einem Intervalle definiert ist und dort be- 
schriinkte Differenzenquotienten besitzt, ist in jedem Punkte des Intervalls 
differenziierbar, auBer hichstens in einer Punktmenge vom Mae Null. Diese 
Funktion ist auBerdem, abgesehen von einer additiven Konstanten, gleich dem 
unbestimmten Lebesqueschen Integral iiber ihre Ableitung.*) 


*) Fiir den Beweis dieses Satzes verweise ich auf die oben zitierten Arbeiten 
von Lebesgue und auBerdem ganz besonders auf den Cours d’Analyse Infinitésimale 
von Ch. de la Vallée Poussin (2° édition) I, S. 269. 

Einen iiuBerst einfachen direkten Beweis des in Frage kommenden Resultates 
hat Herr G. Faber in seinen schénen Untersuchungen ,, Uber stetige Funktionen“ 
[Math. Ann. 69 (1910), S. 372—448] 8S. 381 gegeben. Ein leicht zu verbesserndes 
Versehen des Herrn Faber auf 8. 385 seiner Abhandlung ist so offenbar, daB es auch 
ein wenig aufmerksamer Leser bemerken muB. 
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Aus diesem Satze folgt insbesondere, dab eine Funktion mit be- 
schrinkten Differenzenquotienten, deren Ableitung iiberall auBer in einer 
Punktmenge vom Mae Null verschwindet, konstant sein muB. 

8. Die im § 4 eingefiihrte Funktion F'(#) hatte, wie wir sahen, be- 
schrankte Differenzenquotienten. Nach dem Lebesgueschen Resultate be- 
sitzt sie fiir eine tiberall dichtliegende Punktmenge des Kreises |z| = 1 
eine Ableitung. Also muB nach § 6, bei Anniiherung von < lings des ent- 
sprechenden Radius gegen einen dieser Punkte, unsere Funktion f(z) gegen 
einen bestimmten Wert konvergieren, womit der erste Teil unseres Satzes 
bewiesen ist. 

Um den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, setzen wir voraus, daB 
f(z) in jedem Punkte eines Kreisbogens #, < #< #,, in dem sie nach 
obigem bei Anniiherung lings des Radius einen Grenzwert besitzt, immer 
nur zwei Werte « oder 8 dnnehmen kann. Die Funktion 


i(f(z) — a@) 

fe ” 
die natiirlich auch den Bedingungen des Fatouschen Satzes geniigt, nimmt 
dann in diesen Punkten ausschlieBlich entweder den Wert Null oder den 


Wert i an. Nun kénnen wir unsere friiheren Rechnungen auf g(z) an- 
wenden und die Gleichung 


gz) = 


1—r’* 


a 
. =o ge d 
(15) 9(2) — 9) = 2a | G9) a, 1 — 2r cos (m@—#)+ r* 


—a”A 


dg, 


die der Gleichung (6) nachgebildet ist, ableiten. 

Die Ableitung des reellen Teiles RG(m) von G(q) muf nun nach 
Voraussetzung im Intervall #, << m < @, iiberall auBer héchstens in einer 
Punktmenge vom Mae Null konstant sein; also ist RG(#) auf dem 
ganzen Kreisbogen #, << #< @, linear in #. Die Gleichung (15) lehrt uns 
jetzt, wenn man sie in ihren reellen und imaginiiren Bestandteil spaltet, 
daB Rg(z) auf dem ganzen Kreishogen #, << # < @, analytisch ist. Nach 
dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip mu g(z) und daher auch f(z) lings 
dieses Kreisbogens. analytisch sein und daher nach Voraussetzung kon- 
stant und entweder gleich @ oder gleich f sein. W. z. b. w. 

9. Der Fatousche Satz laBt die Méglichkeit offen, daB f(z) bei An- 
niherung an |g = 1 lings des Radius in einer gewissen Punktmenge vom 
MaBe Null nicht gegen einen Grenzwert konvergiert. 

Dies liegt in der Natur der Sache: Man kann Beispiele von Funk- 
tionen geben, bei denen die Punktmenge, fiir welche keine Konvergenz 
stattfindet, tiberall dicht liegt und in jedem Intervalle die Michtigkeit des 
Kontinuums besitzt. Ebenfalls kénnen Beispiele von Funktionen gebildet 
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werden, die fir eine iiberall dichte Menge von Punkten des Einheits- 
kreises |z| = 1, welche in jedem Intervalle die Michtigkeit des Kontinuums 
besitzt, bei beliebiger (nicht nur geradliniger) Anniherung gegen einen 
festen Wert konvergieren und doch nicht konstant sind.*) 

Diese Beispiele zeigen deutlich, daB der Beweis des Fatouschen Satzes 
ohne Zuhilfenahme der Resultate von Lebesgue unméglich wiire. 


10. Ein zweiter Hilfssatz, den wir brauchen werden, lautet folgender- 
maBen: Bei jeder konformen Abbildung des Inneren eines einfach zusammen- 
hiingenden Gebietes, dessen Begrenzung einen freien Kreisbogen AB enthiilt, 
auf das Innere des Kreises \z|=1, wird der Kreisbogen AB stetig auf 
ein Stiick von |z\|=1 abgebildet, dessen Endpunkte nicht zusammenfallen. 

Unter einem ,,freien“ Kreisbogen auf der Begrenzung eines Gebietes G 
verstehen wir folgendes: ist C ein beliebiger Punkt des Kreisbogens, der 
zwischen A und B liegt und x ein Kreis vom Radius g mit dem Mittel- 
punkte C, so soll, bei hinreichend kleinem g, der eine der beiden Kreis- 
sektoren, in die x durch ACB zerlegt wird, ganz in G liegen. Aufer- 
dem verlangen wir, daB alle diese Kreissektoren, die in G enthalten sind, 
auf derselben Seite des Kreisbogens ACB liegen. Man kann immer er- 
reichen, indem man ev. A mit B vertauscht, daB das ,linke Ufer“ des 
Kreisbogens ACB, wenn man diesen in der Richtung von A nach B 
durchliuft, in G enthalten ist. 


Unsere Behauptung ist eine beinahe selbstverstindliche Folge des 
Schwarzschen Spiegelungsprinzips. 

Wiblen wir nimlich einen beliebigen Punkt C auf dem gegebenen’ 
Kreisbogen zwischen A und B und fiibren durch eine linear gebrochene 
Substitution die u-Ebene, in welcher G liegt in eine u,-Ebene iiber, sodaB 
den Punkten A, C, B in der w-Ebene resp. die Punkte 0, 1, co der u,-Ebene 
entsprechen, so geht das Gebiet G in ein Gebiet G, tiber, das ganz in 


der lings der positiven reellen Halbachse aufgeschnittenen u,-Ebene liegt. 
1 


Durch die Substitution u,—u,' geht (bei geeigneter Wahl eines 
Zweiges dieser Substitution) G, in ein Gebiet G, tiber, das ganz in dem 
Quadranten liegt, der durch die positive reelle und die positive imaginiire 
Halbachse gebildet ist; dabei ist zu bemerken, daB das linke Ufer des 
Kreisbogens AB in die reelle Halbachse iibergegangen ist. 

Endlich fiihre man die Substitution u, = = +i 
2 
biet G, der u,-Ebene in ein Gebiet G, der u,-Ebene iiberfiihrt, das ganz 
oberhalb der Achse des reellen liegt und im Einheitskreise |u, <1 ein- 


ein, welche das Ge- 


*) ef. die §§ 50—51 meiner im niichsten Hefte erscheinenden Arbeit. 
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geschrieben ist. Der Durchmesser — 1, + 1 dieses letzten Kreises bildet 
ein Stiick der Begrenzung von G,. Zu G, fiigen wir sein in bezug auf 
die reelle Achse der u,-Ebene symmetrisches Gebiet hinzu und nennen das 
Gesamtgebiet [; das Gebiet [ enthilt den Durchmesser —1, +1 des 
Kreises |u,| <1 in seinem Inneren. 

Wir bilden jetzt das Innere des Gebietes [ auf einen Kreis u,| < 1 
derart ab, daB die Punkte u,=0 und «,=—0 und in diesen parallele 
itichtungen einander entsprechen. 

Dann werden, wegen der Symmetrie des Gebietes [ nach dem Schwarz- 
schen Spiegelungsprinzip*) die geradlinigen Strecken (— 1, + 1) der beiden 
Ebenen u, und u, einander entsprechen. 

In der u,-Ebene entspricht dem Gebiete G der u-Ebene ein Gebiet G,, 
das mit der oberen Hiilfte des Einheitskreises |u,|< 1 zusammenfiillt. 
Dabei ist der Kreisbogen ACB in den Durchmesser des Kreises tiber- 
gegangen; die Abbildung dieser beiden Linien aufeinander ist eineindeutig 
und nicht nur stetig sondern sogar analytisch. 

Jede konforme Abbildung des Gebietes G auf einen Kreis |2|< 1 
kann man erhalten indem man, wie vorhin, zuerst G auf G, abbildet, und 
dann eine geeignete konforme Abbildung von G, auf |z|< 1. Da bei der 
letzten Abbildung, die mit Hilfe von elementaren Funktionen zu realisieren 
ist, der Durchmesser (— 1, +1) des Kreises u,|< 1 immer einem Kreis- 
bogen mit verschiedenen Endpunkten entspricht, so ist unser Hilfssatz 
bewiesen. 


Kapitel IL 


Jordansche Kurven. 


11. Unter einer Jordanschen Kurve versteht man eine Punktmenge, 
die eineindeutig und stetig auf die Punkte einer (geschlossenen) Kreislinie 
abgebildet werden kann; unter einem Jordanschen Kurvenstiick ferner eine 
Punktmenge, die eineindeutig und stetig auf ein geradliniges Intervall 
emschlieBlich der Endpunkte abbildbar ist. 

Eine Jordansche Kurve y zerlegt bekanntlich die Ebene in zwei 
Teile**), von denen der eine ein ganz im Endlichen liegendes einfach zu- 
sammenhiangendes Gebiet G ist. 


*) Schwarz hat sein Theorem mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes bewiesen. 
Man sieht aber leicht ein, da® der Poincarésche Unititssatz (8S. z. B. meine Arbeit 
Math. Ann. 72, 8. 107, § 5), der noch elementarerer Natur ist, eine analoge SchluBweise 
ermdglicht. 

**) Fiir den einfachsten bekannten Beweis dieses Satzes siehe Brouwer, Math. 
Ann. 69, 8. 169. 
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Ein Jordansches Kurvenstiick, dessen Endpunkte A und B voneinan- 
der verschieden sind und auf der Kurve y liegen, und das sonst ganz im 
Inneren des Gebietes G verliuft, soll ein ,Querschnitt* q von G genannt 
werden. 

Wir werden folgende, teils unmittelbar aus der Definition einer 
Jordanschen Kurve entspringende, teils leicht zu beweisende und lingst 
bekannte Kigenschaften der Kurve y und des Gebietes G brauchen. 

a) Durch das Punktepaar A, B wird die Jordansche Kurve » in zwei 
Kurvenstiicke y’ und y” zerlegt, die auBer ihren Endpunkten A, B keinen 
gemeinsamen Punkt besitzen. [Hitten sie nimlich einen dritten gemein- 
samen Punkt, so entspriache — entgegen der Voraussetzung — diesem einen 
Punkte, bei der Abbildung von y auf eine Kreislinie, zwei Punkte des Kreises. | 

b) Der Querschnitt ¢ teilt das Gebiet G in zwei Teilgebiete G’ und G”, 
deren Begrenzung aus den (geschlossenen) Jordanschen Kurven (y’ + q) 
resp. (y” + q) bestehen und die auBer dem Querschnitte g keinen gemein- 
samen Punkt besitzen.*) 

c) Zwei beliebige voneinander verschiedene Punkte A und B der 
Jordanschen Kurve y kénnen durch einen Querschnitt des Gebietes G ver- 
bunden werden. 

Diese letzte Eigenschaft von y wollen wir beweisen; es geniigt dazu 
offenbar zu zeigen, daB man einen beliebigen Punkt A von y mit einem 
inneren Punkte O des Gebietes G durch ein Jordansches Kurvenstiick ver- 
binden kann. 

12. Es sei 

x= 2(@), y = y(%) 
die Parameterdarstellung der Jordanschen Kurve y, und A ein beliebiger 
Punkt dieser Kurve; man kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 
voraussetzen, dai A dem Werte #=0 des Parameters entspricht, und 
daB die ganze Kurve y durchlaufen wird, wenn # von — 2 bis + variiert. 
Die Funktion 
0(%) =V (x — (0)? + (y® — yO)’, 

die den Abstand zwischen dem Punkte A und einem veriinderlichen Punkte 
der Kurve darstellt, ist im Intervalle — 7 < # <7 stetig und positiv und 
besitzt keine andere Nullstelle als # = 0. 

Ist die positive Zahl r, kleiner als das Maximum von o(#), so wird 


die Gleichung 


(16) o(t) =r 
fiir gewisse Werte von #, die im Intervalle 
—a<@<2 


*) Cf. Brouwer, a. a. O., S. 173. 
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liegen, befriedigt sein; die untere Grenze des absoluten Betrages dieser 
Werte, ist eine von Null verschiedene positive Zahl 6, die mit r monoton 
abnimmt. 

Es sei m(r) das Minimum der Funktion 9(#), wenn @ die Intervalle 
6<%<a und —ta< *#<—<4 beschreibt. Die Zahl m(r) ist ihrer Defi- 
nition gem&B, nicht gréBer als r; sie ist positiv und von Null verschieden, 
und nimmt monoton mit r ab. 

Beschreibt man einen Kreis K, dessen Mittelpunkt A und dessen 
Radius r ist, so enthialt dieser Kreis sicher Punkte auf seiner Peripherie, 
die im Inneren von G liegen, denn es befinden sich in G sowohl Punkte 
die innerhalb als auch Punkte, die auBerhalb des Kreises K liegen. Genau 
ebenso sieht man, dab auf der Peripherie vom K Punkte liegen, die im 
AuBeren von G enthalten sind, also weder in G noch auf y liegen. 

Es gibt demnach mindestens einen Querschnitt von G, der aus einem 
Kreisbogen des Kreises K besteht; im allgemeinen werden unendlich viele 
derartige Querschnitte #,, 6,,--- auf der Peripherie von X liegen. 

Das eine der zwei Teilgebiete, das durch einen beliebigen dieser 
Querschnitte z. B. durch £, bestimmt wird, ist auBer durch den Kreis- 
bogen §, durch einen Teil der Jordanschen Kurve y begrenzt, fiir welchen 
der Parameter # der Bedingung 

a >d 
geniigt. Der Abstand des Punktes A von diesem Teilgebiete ist also 
mindestens gleich m(r). Hieraus folgt, daB zwei Punkte P und Q, die 
beide von A um weniger als m(r) abweichen, auf derselben Seite eines 
jeden der Querschnitte f,, B,,--- liegen miissen. 

Wir verbinden die Punkte P und Q durch einen geradlinigen Strecken- 
zug S, der im Inneren von G verliuft; ist der gréBte Abstand eines 
Punktes dieses Streckenzuges von A gréBer als r, so wird S mit min- 
destens einem der Kreisbégen £,, B,,--- gemeinsame Punkte besitzen. Es 
sei M, der erste Punkt von S, der auf dem Kreise K liegt, wenn man 
den Streckenzug S in der Richtung von P nach Q durchliuft, ferner 
sei 8, der Querschnitt auf welchem M, liegt, endlich N, der letzte Punkt 
von S, der auf #; liegt. Man ersetze den Teil des Streckenzuges der 
zwischen M, und N, liegt durch den Kreisbogen der M, mit N, verbindet, 
und in #, enthalten ist. Indem man auf analoge Weise eventuell auch 
andere Stiicke des Streckenzuges zwischen N, und Q durch Kreisbégen 
auf K ersetzt, erhalt man schlieBlich einen Weg, der P und @ verbindet, 
der ganz in G verliuft und von dem kein Punkt einen Abstand von A 
besitzt, der gréBer als r ist. 

Wir haben demnach das Resultat: Je zwei Punkte des Gebietes G, 
deren Abstand von A weniger als m(r) betriigt, kinnen innerhalb des Ge- 
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bietes G durch einen Weg verbunden werden, dessen grifter Abstand von A 
die Zahl r nicht iibersteigt. 

Es sei jetzt r,,7,,--+ eine Folge von unendlich vielen positiven 
Zahlen, die den Bedingungen 

> nats Lim r, = 0 
geniigen; ferner sei P,, P,,--- eine Folge von Punkten, die im Gebiete G 
liegen und deren Entfernungen 9,,0,,--- von A der Bedingung 
@, < m(r,) 

geniigen. Da nach Vorigem m(r,,,) << m(r,) ist, wird auch 9, ,,< m(r,) 
sein. Nun verbinde man einen beliebigen inneren Punkt O des Gebietes G 
mit P, durch einen Weg, der ganz in G verliuft, hierauf P, mit P, durch 
einen Weg innerhalb G, der von A um nicht mehr als r, abweicht, P, 
mit P, durch einen Weg innerhalb G, der von A um nicht mehr als 7, 
abweicht, und allgemein P, mit P,,, durch einen Weg dessen gréBter 
Abstand von A héchstens r, ist. 

Die so erhaltene Kurve O P, P,--- kann natiirlich noch Doppelpunkte 
enthalten, die man vermeiden kann indem man gewisse Teile dieser Kurve 
fortliBt. Man erhalt schlieBlich eine Kurve, die saimtliche Merkmale des 
Jordanschen Kurvenstiickes besitzt, ganz in G verliuft und die Punkte 
O und A verbindet. 


13. Das von einer Jordanschen Kurve y begrenzte ganz im endlichen 
liegende einfach zusammenhiingende Gebiet G denken wir in der Ebene 
der komplexen Verinderlichen u ausgebreitet. Es sei O ein beliebiger 
Punkt des Inneren von G und f(¢) eine fiir |z| <1 regulire analytische 
Funktion von z, die das Innere von G auf das Innere des Einheitskreises 
|2|<1 derart abbildet, daB O dem Punkte z = 0 entspricht und in diesem 
Punkte die Richtungen der positiven reellen Achsen der w- und der z-Ebene 
einander entsprechen. Die Funktion f(z) ist durch diese Bedingungen 
vollkommen bestimmt.*) 

Es sei A ein beliebiger Punkt der Jordanschen Kurve y; es bezeichne 
ferner u,, U,--- eine Folge von unendlich vielen Punkten des Inneren 
von G, die gegen A konvergieren. Dieser Punktfolge entspricht vermége 
der Abbildung eine Folge von Punkten 2z,, 2,,---, die alle im Kreise 
z| <1 liegen. , 

Diese letzte Punktfolge kann keinen Hiufungspunkt im Inneren von 
|2| <1 besitzen; denn aus der Existenz eines derartigen Hiiufungspunktes 
folgt die Existenz eines Hiufungspunktes der u,, u,,--- im Inneren von 


*) Osgood, [Trans. Am. Math. Soc I (1900), S. 810, 314.] Vgl. auch meine 
Arbeit Math. Ann. 72 [S. 107—144], 8. 111. 
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G, was unserer Annahme widerspricht. Simtliche Hiufungspunkte der 
Folge 2,, 2, --: liegen demnach auf dem Kreise |z = 1; wir wollen be- 
weisen, daB die Punkte z,, 2,,--- gegen einen wohlbestimmten Punkt 
dieser Kreislinie konvergieren. 

Wenn nimlich letzteres nicht zutriife, so miissten die Punkte z,, z,, --- 
mindestens zwei verschiedene Hiiufungspunkte A, und B, besitzen. Wir 
kénnten dann nach dem Fatouschen Satze (§ 3) im Kreise |z <1 zwei 
Radien O,C, und O,D, finden, welche die Punkte A, und B, trennen, 
derart, dab, wenn ¢ lings des Radius 0,C, gegen C, konvergiert, der 
Punkt « = /f(2) gegen einen von A verschiedenen Punkt C konvergiert, 
und wenn z lings O,D, gegen D, konvergiert, der Punkt u = f(z) gegen 
einen von A und C 
verschiedenen Punkt D 
konvergiert (Fig. 1). 
Die Punkte C und D 
kénnen keinem inneren 
Punkte des Gebietes G 
entsprechen, sind aber 
Haufungspunkte von 
Punkten, die in G lie- 
gen; sie sind also 
Punkte der Jordan- 
schen Kurve y selbst. 
Das Bild des Streckenzuges D,O,C, in der w-Ebene ist ein Jordansches 
Kurvenstiick, das ganz in G verliiuft und dessen Endpunkte mit C und D 
zusammenfallen, also nach unserer Definition des § 11 ein Querschnitt von G. 

Dieser Querschnitt zerlegt das Gebiet G in zwei Teilgebiete G’ und 
G", die in der Abbildung den Kreissektoren D,0,C,A, und D, B,C, 0, 
entsprechen. > 

Liegt nun z. B. der Punkt A auf der Begrenzung von G’, so ist 
nach der Eigenschaft a) des § 10 die Entfernung zwischen A und G” 
von Null verschieden und es kann nur eine endliche Anzahl von Punkten 
der Folge u,, u,, --.-, die ja gegen A konvergiert, in G” oder auf der Be- 
grenzung von G" liegen. Die Punkte der Folge z,, 2,,---, die in D, B,C, O, 
liegen, entsprechen aber in der Abbildung Punkten von G” oder von dessen 
Begrenzung und sind daher auch nur in endlicher Anzah! vorhanden; die 
Punktfolge z,, z,,--- kann also unméglich den Haufungspunkt B, besitzen. 

Wir haben also das Resultat: Jedem Punkte A der Jordanschen Kurve y 
entspricht bei der Abbildung ein Punkt A, des Kreises z =1 von der 
Eigenschafi, dap jede Punktfolge u,, u,,---, die gegen A konvergiert, auf 
eine Punktfolge z,, 2,,--- abgebildet wird, die gegen A, konvergiert. 
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14. Aus unserer SchluBweise folgt leicht, daB die soeben bewiesene 
eindeutige Abbildung der Jordanschen Kurve y auf den Kreis |z| = 1 
stetig ist. Sind mit anderen Worten A’, A”, ---, A™,--- unendlich viele 
Punkte von y, die gegen A konvergieren, A,, Aj, ---, A, --- ihre Bilder 
auf dem Kreise z|=1, so miissen diese Punkte gegen das Bild A, 
von A konvergieren. Wir kénnen nimlich eine Folge von Punkten 
»» °** des Inneren von G bestimmen derart, daB der Abstand 
zwischen u, und A” und der Abstand zwischen dem entsprechenden z, 


Uy, Ug, °°", U 


und A\”) beide kleiner als — werden. Dann ist Limu,= A, also gemiB 
1 


a=o 


dem Theorem des vorigen Paragraphen Lim z,=— A, und mithin wegen 


Lim |A™—z,;=0 auch Lim AM =A, 
na=e n=o 


w. z. b. w. 

15. Unser niichstes Ziel besteht darin, zu zeigen, daB zwei verschie- 
denen Punkten A und B der Jordanschen Kurve y zwei verschiedene © 
Punkte A, und P, des Kreises .¢ = 1 entsprechen. 

Wir zerlegen den Beweis in zwei Teile und outed zunichst, daB auf 
jedem Kurvenbogen der Jordan- 
schen Kurve y Punktepaare exi- (\» 
stieren, deren Bilder auf dem Kreise 
£| = 1 getrennt liegen. Es sei M 
ein innerer Punkt des betrachteten 
Kurvenbogens; die Entfernung 0 
zwischen M und dem iibrigen Teile 
der Jordanschen Kurve ist von Null 
verschieden. Ein Kreis mit dem 
Mittelpunkte M und einem Radius, 
der kleiner als 6 ist, wird nach 
den Uberlegungen des § 12 min- 
destens einen Kreisbogen # ent- 
halten, der ganz auferhalb des Gebietes G verliuft und dessen Endpunkte 
P und Q auf dem von uns betrachteten Kurvenbogen liegen und von- 
einander verschieden sind. 

Durch das Punktepaar PQ wird die Jordansche Kurve in zwei Teile 
y’ und y” zerlegt, von denen jeder mit # eine geschlossene Jordansche 
Kurve bildet. Das Innere der einen dieser Jordanschen Kurven, z. B. das 
Innere [ von (y’+), wird unser Gebiet G enthalten. Nun kénnen wir 
G auf den Kreis |z|=1 abbilden, indem wir zuerst [ auf einen Kreis 
|u,;| <1 abbilden (wobei G in G, iibergehen mag) und dann das Gebiet G, 
auf |z! <1 abbilden. 
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Der Rand von [ enthilt den (freien) Kreisbogen 6. Nach unserem 
zweiten Hilfssatze (§ 10) werden auf u,|—1 die Endpunkte P und Q 
getrennten Punkten P, und Q, entsprechen. Das Gebiet G, wird dem- 
nach ebenfalls einen freien Kreisbogen (nimlich das Bild von y’) mit den 
voneinander verschiedenen Endpunkten P, und Q, besitzen, die bei der 
Abbildung auf |z| = 1 wiederum in getrennte Punkte iibergehen. W. z. b. w. 

Sind nun A und B zwei verschiedene Punkte der Jordanschen Kurve y, 
so kénnen wir sie nach § llc) durch einen Querschnitt g des Gebietes G 
miteinander verbinden. 

Bei der konformen Abbildung des Gebietes G auf den Einheitskreis 
|2|<.1 geht q in eine Kurve gq, itiber, die nach $113 héchstens zwei 
Punkte (nimlich die Bilder A, und B, der Punkte A und B) mit der 
Kreisperipherie |z| = 1 gemeinsam hat. Um nun zu zeigen, daB diese 
Punkte getrennt liegen, geniigt es einfach zu bemerken, daB jedes der 
Teilgebiete G,’ und G,”, die im Kreise |z| << 1 durch g, bestimmt werden, 
* mindestens zwei getrennte Punkte der Peripherie des Kreises |z| = 1 auf 
ihrer Begrenzung enthalten. Dieses ist aber nach obigem selbstverstind- 
lich, da sowohl G,’ als auch G,” Bilder von den durch g¢ bestimmten Ge- 
bieten G’ und G@” sind, die beide auf ihrer Begrenzung einen ganzen 
Bogen der Jordanschen Kurve y enthalten. 

16, Wir haben bewiesen, daB jedem Punkte der Jordanschen Kurve 
bei der Abbildung ein einziger Punkt des Kreises entspricht, und dab 
zwei verschiedenen Punkten von y zwei verschiedene Punkte von \z|=1 
entsprechen. Wir entnehmen aus diesen Eigenschaften der Abbildung, dab 
jedem Punkte A, von |z|=1 ein und nur ein Punkt A von y entspricht. 
Jeder Punktmenge z, z,---, die in ¢ <1 liegt und gegen A, konvergiert, 
entspricht nimlich vermige der Abbildung eine Punktmenge u,, u,,--- in G, 
deren simtliche Hiufungspunkte auf y liegen. Sie muB aber mindestens einen 
Hiaufungspunkt A besitzen und sie kann nicht zwei Hiufungspunkte A 
und B haben, da sonst die Menge z,, z,,--- nicht konvergieren kénnte. 

Hieraus folgt, daB die Abbildung der Jordanschen Kurve y auf der 
Kreisperipherie |z| = 1 eineindeutig ist; daB sie auch stetig ist, haben wir 
schon im § 12 bewiesen. 

17. Aus dem soeben bewiesenen Satze folgt ohne weiteres, daB man 
das Randwertproblem fiir die partielle Differentialgleichung Au = 0 fiir 
ein beliebiges durch eine Jordansche Kurve begrenztes Gebiet lésen kann. 
Bisher war nur der Existehzbeweis einer Greenschen Funktion fiir der- 
artige Gebiete erbracht, was bekanntlich sehr viel weniger bedeutet. 


Breslau, Ostern 1912. 
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Paul Gordan 7. 


Die Mathematischen Annalen haben einen ihrer fltesten Mitarbeiter, 
die Redaktion eines ihrer iltesten Mitglieder verloren. Paul Gordan ist 
am 21. Dezember 1912 in Erlangen gestorben. 

Gordan, der Freund und Mitarbeiter von Clebsch, war nach Clebschs 
friihem Tode im Herbst 1872 mit anderen der Redaktion der Annalen 
beigetreten; er hat ihr also volle 40 Jahre angehért. Seine redaktionelle 
Tiatigkeit bestand vor allem darin, daB er Arbeiten invariantentheoretischen 
Inhalts heranzog und begutachtete. 

Hauptsichlich aber hat Gordan als Autor die Annalen geférdert. Seine 
Veréffentlichungen laufen in ununterbrochener Folge vom 1" bis zum 
638% Bande unserer Zeitschrift. Sie beschiftigen sich fast alle mit Fragen 
der Invariantentheorie und geben fiir sich sozusagen einen Uberblick iiber 
Gordans auf dieses Gebiet beziigliche Lebensarbeit. Als die Annalen im 
Jahre 1868 gegriindet wurden, hatte Gordan soeben seinen beriihmten 
Beweis fiir die Endlichkeit des Invariantensystems der biniren Formen 
gefunden und in Crelles Journal veréffentlicht. Die ersten Binde der 
Annalen enthalten zumeist Ausfiihrungen und Erweiterungen hierzu. Dann 
folgen die in gemeinsamer Arbeit mit Klein unternommenen, bereits klassisch 
gewordenen Untersuchungen iiber die Auflésung der Gleichungen 5” und 
gewisser Gleichungen 7" Grades. Auch sein bekannter Beweis fiir die 
Transzendenz von e und  findet sich in den Annalen. Gordans Produkti- 
vitit erwachte aufs neue, als in jiingster Zeit die Valentiner-Gruppe von 
360 Kollineationen der Ebene bekannt wurde und Klein einen allgemeinen 
Ansatz gab, um mit ihrer Hilfe die Auflésung der Gleichungen 6° Grades 
za bewerkstelligen. Er nahm das groBe Problem in Angriff, auch hier 
die erforderlichen, sehr umfangreichen Rechnungen wirklich durchzu- 
fiihren. 

Uberblickt man das Verzeichnis von Gordans Arbeiten, so fillt auf, 
wie viele derselben in Gemeinschaft mit befreundeten Mathematikern, zuerst 
Clebsch, dann Klein und Noether entstanden sind. Hierin priigt sich ein 





Mathematische Annalen. LXXIII 21 














Grandzug seines Charakters aus. Er fiihlte sich als Meister auf dem Ge- 
biet der invariantentheoretischen Rechnungen und lieB sich mit sichtlicher 
Freude und groBer Bereitwilligkeit zur Mitarbeit heranziehen, wenn in- 
variantentheoretische Probleme beriihrt wurden. Dabei verband er mit 
einem ungewOdhnlichen Verstand, der auf die Einzelheiten der Aufgabe 
helles Licht zu werfen wuBte, eine besondere anregende Kraft. 

So wird er bei uns in dauerndem Andenken weiter leben. Eine ein- 
gehende Wiirdigung seiner wissenschaftlichen Leistung wird von seinen 
Freunden vorbereitet und soll in kurzer Zeit in den Annalen erscheinen. 


Die Redaktion der Mathematischen Annalen. 
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Uber die Begrenzung einfach zusammenhangender Gebiete. 
Von 


C. Cararutopory in Breslau. 


Einleitung. 


1. Bei der konformen Abbildung des Inneren eines Gebietes, das 
nicht von einer Jordanschen Kurve begrenzt wird, auf das Innere eines 
Kreises kann es vorkommen, da8 einem Punkte der Kreisperipherie eine 
aus unendlich vielen Punkten bestehende, perfekte, zusammenhingende 
Punktmenge der Begrenzung des Gebietes ,,entspricht“. Man wird hier- 
durch dazu gefiihrt, die Begrenzung eines Gebietes, statt aus Punkten, aus 
allgemeineren Gebilden zusammenzusetzen, die im einfachsten Falle aus 
einem Punkte bestehen, und die, wie sich zeigt, rein mengentheoretisch 
definierbar sind. 

Fiir diese Gebilde, die ich urspriinglich durch ,gegen einen Punkt 
konvergierende Ketten von Querschnitten“ (§ 18) gewonnen hatte, hat 
mir Herr Erhard Schmidt eine axiomatische Definition vorgeschlagen, die 
auBer ihrer begrifflichen Einfachheit auch den Vorzug besitzt, klar hervor- 
treten zu lassen, daB die betreffenden Gebilde in gewisser Hinsicht einen 
Ersatz fiir die Punkte des Randes bilden: es liegt naimlich dieser Definition 
die allererste Forderung des Euklid zugrunde, daB ein Punkt keinen Teil 
enthalten soll, onusiéy éoriv, ob wégos odPiv. 

Diese Gebilde, die (in spiter zu erérterndem Sinne) keine echten 
Teiler enthalten, werden wir Primenden nennen; sie erlauben nicht nur 
das Problem der konformen Abbildung in der Umgebung der Begrenzungen 
der aufeinander abzubildenden Gebiete vollstindig zu beherrschen, sondern 
sind auch vor Allem fiir die genaue Beschreibung dieser Begrenzung kaum 
zu entbehren. 

2. Im ersten Kapitel der vorliegenden Arbeit werden die Querschnitte 
eines einfach zusammenhingenden Gebietes untersucht, die ,,Enden“ und 
»Primenden“ des Gebietes definiert und die Haupteigenschaften dieser Ge- 
bilde erdrtert. 
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Das zweite Kapitel bildet eine Fortsetzung meiner friiheren Arbeit 
tiber die konforme Abbildung des Inneren einer Jordanschen Kurve; es 
wird darin gezeigt, daB mit Hilfe der eingefiihrten neuen Begriffe die im 
einfachsten Falle der Jordanschen Kurve entwickelte Methode mit ganz 
geringen Modifikationen sich auf die konforme Abbildung allgemeiner 
Gebiete tibertragen laBt. Das Hauptresultat, das dort gewonnen wird, ist 
folgendes: 


Bei der konformen Abbildung des Inneren eines beliebigen einfach zu- 
sammenhiingenden, schlichten Gebietes auf das Innere eines Kreises geht jede 
Punktmenge, die gegen ein Primende des Gebietes konvergiert, in eine Punkt- 
menge iiber, die gegen einen Punkt der Kreisperipherie konvergiert, und um- 
gekehrt. Es entsprechen die Primenden des Gebietes und die Punkte des 
Kreises einander eineindeutig. 

Das dritte Kapitel ist der genaueren Beschreibung der Primenden 
gewidmet; es ist rein mengentheoretisch und setzt die Ergebnisse des 
zweiten Kapitels nicht voraus. Die Punkte eines Primendes werden je 
nach ihrer Beschaffenheit, als erreichbare und nicht erreichbare charakteri- 
siert. Die Erreichbarkeit fiir ein Primende, die einem Begriff von Herrn 
Schoenflies nachgebildet ist, erlaubt, die nur in ganz speziellen Fallen 
vorhandene ,,allseitige Erreichbarkeit“, die Herr Schoenflies auBerdem ein- 
gefiihrt hat*), zu vermeiden. Auf die Notwendigkeit, die Punkte eines Prim- 
endes auf eine andere Art in zwei Klassen zu teilen, hat mich Herr Study, 
der thnliche Fragen behandelt hat,**) aufmerksam gemacht; wir werden 
in jedem Primende Hauptpunkte und Nebenpunkte unterscheiden: hierdurch 
wird in der Theorie der Primenden ein gewisser Abschluf erreicht, indem 
man jetzt vier mégliche Haupttypen dieser Gebilde unterscheiden kann. 

Die Theorie der Primenden erlaubt, die Punkte der Begrenzung eines 
Gebietes ganz unabhiingig von ihrer Erreichbarkeit in ,,einfache“ und ,,mehr- 
fache“ Punkte zu teilen: als einfacher Punkt der Begrenzung wird jeder 
Punkt angesehen, der in einem einzigen Primende enthalten ist. Beachtens- 
wert ist die Tatsache, daB die Mehrfachheit eines Punktes unter Umstin- 
den die Michtigkeit des Kontinuums haben kann. 

Im letzten Kapitel wird an der Hand von Beispielen (von denen 
einige zu merkwiirdigen analytischen Funktionen fiihren) gezeigt, wie sich 
die volle Begrenzung eines Gebietes aus Primenden von verschiedenen 
Typen zusammensetzen kann. Fine liickenlose Behandlung dieser Fragen 





*) Die Entwicklung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten II, p. 176. 

™) Konforme Abbildung einfach zusammenhingender Bereiche (Teubner 1912). 
Ich michte besonders auf den § 8 dieses interessanten Buches verweisen, wo wichtige 
Fragen, die noch nicht erledigt sind, aufgeworfen werden. 
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liegt z. Z. noch nicht vor; so ist z. B. das Problem, ob eine Gebiet existieren 
kann, dessen Begrenzung aus lauter Primenden zweiter Art (§ 42) besteht, 
unentschieden. 


Kapite] I. 


Querschnitte und Enden. 


3. Unter einem Gebiete G, das in einer Ebene liegt, versteht man 
bekanntlich eine Punktmenge, welche folgende-Eigenschaften besitzt: 

a) Jeder Punkt von G ist innerer Punkt der Menge, d. h. er ist 
Mittelpunkt einer Kreisfliiche, die aus lauter Punkten von G besteht. 

b) Je zwei Punkte von G kénnen durch einen geradlinigen Strecken- 
zug von endlicher Seitenzahl verbunden werden, der ganz in G verliuft. 


Das Gebiet G soll einfach zusammenhingend heiBen, wenn man auBer- 
dem voraussetzt: 

c) Das Innere eines jeden geschlossenen Polygons, dessen Rand in G 
liegt, besteht aus lauter Punkten von G.*) 


Wir werden ausschlieBlich Gebiete betrachten, die ganz im Endlichen 
liegen (beschrinkt sind). Dann gibt es immer in der Ebene Punkte, die 
Hiaufungsstellen von Punkten des Gebietes G sind, ohne selbst zu G@ 
zu gehéren. 

Fiigt man die Gesamtheit y dieser Punkte, die man die Begrenzung 
von G nennt, zu G hinzu, so erhilt man eine abgeschlossene Punktmenge, 


die wir stets mit G bezeichnen wollen. 


4. Ein im Gebiete G verlaufender Weg w soll jede Punktmenge 
heiBen, die folgende Eigenschaften besitzt: 

a) Sie ist ein Jordansches Kurvenstiick, d. h. eineindeutig und stetig 
auf eine geradlinige Strecke A, B, (mit EinschluB der Endpunkte) abbildbar. 
Die Punkte A und B des Weges w, die den Endpunkten A, und B, des 
Intervalls entsprechen, heiBen die Endpunkte des Weges. 


*) Diese Definition kann erweitert werden, um die Zusammenhangszahl eines 
Gebietes allgemein zu definieren: Ein Gebiet ist n-fach zusammenhiingend, wenn von 
nm Polygonen, von denen jedes auBerhalb der anderen liegt, mindestens eines die Eigen- 
schaft c) des Textes besitzt, wiihrend (n—1) auBerhalb einander liegende Polygone 
gefunden werden kinnen, welche diese Eigenschaft nicht besitzen. Diese Definition 
hat den Vorteil, zu zeigen, daB die Zusammenhangszahl eine Eigenschaft der inneren 
Punkte des Gebietes ist. Herr Schoenflies hat [Die Entwicklung der Lehre von den 
Punktmannigfaltigkeiten Il (Teubner 1908), 8. 112] eine Definition mit Hilfe von 
Approximationspolygonen gegeben, die dasselbe Ziel verfolgt; den Beweis, daB die 
von ihm definierte Zahl von den Approximationspolygonen unabhingig ist, hat er 
aber nicht erbracht. 
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b) Jedem inneren Punkte C, des Intervalls A, B, ist ein Punkt C des 
Weges w zugeordnet, der im Gebiete G (also nicht auf der Begrenzung y 
des Gebietes) liegt. 

c) Jedem Teilintervalle C,D, von <A,B,, dessen beide Endpunkte 
von A, resp. B, verschieden sind, entspricht eine stiickweise analytische 
Kurve, d. h. eine Punktmenge, die aus einer endlichen Anzahl analytischer 
Kurvenstiicke besteht. 

Ein Weg, von dem der eine Endpunkt A auf der Begrenzung y liegt, 
soll ein Einschnitt des Gebietes G, ein Weg, dessen beide Endpunkte A 
und B auf y liegen und voneinander verschieden sind, ein Querschnitt 
von G heiBen (vgl. indessen hierzu § 3). 

5. Die meisten unserer spiiteren Uberlegungen fuBen auf der Tat- 
sache, daB jeder Querschnitt das (einfach zusammenhingende) Gebiet G 
in zwei getrennte, einfach zusammenhiingende Teilgebiete zerlegt. Dieser 
Satz ist keineswegs selbstverstindlich und bedarf daher eines Beweises. 

Man kommt am einfachsten zum Ziel, 
wenn man einige einfache Sitze iiber 
Polygone vorausschickt. 

A Es sei PAQB ein Polygon $ von 














E dem zwei getrennte Punkte P und Q 

re durch einen ganz auBerhalb $ ver- 

P = laufenden Streckenzug PR Q verbunden 
werden. Wir betrachten zwei Punkte A 

Ps und B von $, die durch das Punkt- 

Fig. 1. paar P, Q getrennt sind. Enthalt das 


Polygon PRQAP den Punkt B in 
seinem Inneren, so wird der ganze Streckenzug PBQ, der mit der Be- 
grenzung von PRQAP keinen gemeinsamen Punkt besitzt, im Inneren 
dieses Polygons verlaufen. 

Liegt aber B auBerhalb des Polygons PRQA P, so wird jeder Punkt 
I des Inneren von $ ebenfalls auBerhalb dieses Polygons liegen und mit 
einem Punkte E, der sowohl auBerhalb PRQAP als auch auBerhalb $ 
liegt, durch einen ‘Streckenzug verbunden werden kénnen, der PBQ in 
einem und nur einem Punkte durchschneidet. Der Punkt J liegt also 
innerhalb des Polygons PRQBP, und das gleiche gilt auch von A. In 
jedem Falle haben wir die Existenz eines Polygons nachgewiesen, in dessen 
AuBerem kein einziger Punkt unserer Figur liegt, das auBerdem simtliche 
Punkte des Inneren von § in seinem Inneren enthilt, und das aus ein- 
zelnen Teilen unserer Figur zusammengesetzt ist. Dieses Polygon soll, um 
uns kurz zu fassen, die ,,.Erweiterung* des Polygons $ durch den Strecken- 
zug PRQ genannt werden. 
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Es seien jetzt zwei Polygone $8, und $8, gegeben, die mindestens 
einen gemeinsamen inneren Punkt besitzen. Drei Méglichkeiten sind dann 
vorhanden: Entweder liegen die Punkte von $8, alle im Inneren oder auf 
der Begrenzung von $§,, sodaB das Innere von 8, ganz innerhalb §, fallt, 
oder es liegt kein Punkt von 8, im Inneren von $,, dann mub, weil die 
beiden Polygone gemeinsame innere Punkte besitzen, 8, im Inneren von 
$, liegen. Endlich kénnen gewisse Punkte von $8, innerhalb und andere 
auBerhalb von $8, liegen. Dann seien s,, s,,---, $s, die immer nur in 
endlicher Anzahl vorhandenen Streckenziige, die auf 8, und auBerhalb von 
%, liegen. Wir erweitern nach obigem das Polygon %, mit Hilfe von s,, 
streichen diejenigen Streckenziige der Reihe s, --- 8, weg, die ins Innere 
der neuen Figur zu liegen kommen, und wiederholen diese Operation, 
bis wir zu einem Polygone $% gelangen, das simtliche Punkte von , 
entweder in seinem Inneren oder auf seiner Begrenzung enthiilt. 

In jedem Falle erhalten wir ein Polygon (das eventuell mit , oder 
$, zusammenfillt), das in seinem Inneren simtliche Punkte sowohl von 
%, als auch von , enthiilt. Das Innere dieses Polygons, das wir kurz 
das durch SB, erweiterte Polygon 3, nennen wollen, stellt das kleinste ein- 
fach zusammenhingende Gebiet dar, das sowohl das Innere von $f, als 
auch das Innere von $, enthilt. [Diese letzte Behauptung wollen wir 
aber nicht beweisen, da wir sie nicht brauchen.] 

6. Es sei jetzt q ein Querschnitt eines beliebigen Gebietes, A und B 
zwei Punkte dieses Querschnittes, die von seinen Endpunkten P und Q 
verschieden sind. Wir wollen in G ein Polygon $% konstruieren, das das 
ganze, zwischen A und B liegende Stiick des Querschnittes q in seinem 
Inneren enthailt und mit g genau zwei Punkte gemeinsam hat. 

Man kann, da gq stiickweise analytisch ist, in jeder Umgebung eines 
beliebigen Punktes von q Polygone konstruieren, welche diese Kigenschaft 
haben. Man braucht dazu nur in zwei 
benachbarten Punkten C und C’ eines 
der analytischen Kurvenstiicke, aus 
denen qg gebildet wird, die Normalen 
zu errichten und diese dann zu einem 
Vierecke zu erginzen (Fig. 2); es ist 
immer médglich die Konstruktior so 
auszufiihren, daB das ganze Viereck 
in G@ liegt. Wir konstruieren zwei 
derartige Vierecke Q, und Q,, von 
denen das erste ein Stiick CC’ des Querschnittes q in seinem Inneren 
enthalt, das zwischen den Punkten P und A liegt, das zweite aber 
ein Stiick D’'D von q enthilt, das zwischen B und Q liegt. Die 





Fig. 2. 
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Reihenfolge dieser verschiedenen Punkte auf q sei also P, C, C’, A, 
B, D’, D, Q. 

Die Begrenzung y des Gebietes G und die Stiicke PC und DQ des 
Querschnittes q bilden eine abgeschlossene Punktmenge, das Kurvenstiick 
C’ABD eine zweite, deren Entfernung @ von der ersten nicht Null ist. 
Wenn man also mit Hilfe einer quadratischen Netzeinteilung der Eberté 
von der Quadratlinge 44 die zusammenhiingende Punktmenge C’A BD’ 
durch ein Polygon $,, welches diese Punktmenge in seinem Inneren ent- 
halt, in bekannter Weise approximiert, so werden die Schnittpunkte dieses 
Polygons $3, mit dem Querschnitte q siimtlich entweder in das Innere von 
Q, oder in das Innere von Q, fallen. 

Erweitert man das Polygon $8, durch die Vierecke Q, und Q,, so 
erhailt man ein Polygon , das ganz in G liegt und das Kurvenstiick AB 
in seinem Inneren enthilt; auf der Begrenzung $ kénnen aber weder die 
Punkte C’ und D’, die sich im Inneren von §, befinden, noch die Schnitt- 
punkte von $, mit g enthalten sein, die ja alle entweder innerhalb Q, 
oder innerhalb Q, liegen. Das Polygon $ erfiillt demnach alle unsere 
Forderungen; seine einzigen Schnittpunkte mit g sind die Punkte C und D, 
die ja auBerhalb §, fallen. 

7. Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir in wenigen Strichen 
zeigen, daB der Querschnitt g das Gebiet G, wenn es einfach zusammen- 
hingend ist, in zwei ebenfalls einfach zusammenhingende Teilgebiete G’ 
und @” zerlegt. 

Es seien M und N zwei beliebige Punkte von G, die nicht auf q 
liegen; wir verbinden sie durch einen geradlinigen Streckenzug p, was 
nach §3,b) immer méglich sein soll. Falls p gemeinsame Punkte mit 
dem Querschnitte q hat, so liegen diese Punkte alle im Inneren eines 
Stiickes AB von g. Nun kénnen wir nach obigem, und indem wir eventuell 
die Zahl 6 des § 6 verkleinern, ein Polygon §$ finden, welches das Kurven- 
stiick AB in seinem Inneren enthalt, den Querschnitt g nur in zwei Punkten 
C und D trifft und auBberdem die Eigenschaft besitzt, daB sowohl M als 
auch N in seinem Auferen liegen. 

Es seien E und F der erste und der letzte Schnittpunkt des von 
M nach N durchlaufenen Streckenzuges p mit dem Polygone §. 

Die Punkte EF und F' kénnen lings der Begrenzung von $ durch 
einen Streckenzug verbunden werden, der entweder einen oder keinen 
Punkt mit qg gemeinsam hat. Hieraus folgt das Resultat: 

Zwei beliebige Punkte M und N des Gebietes G, die nicht auf dem 
Querschnitte q liegen, kimnen immer durch einen Streckenzug miteinander 
verbunden werden, der den Querschnitt q entweder in keinem Punkte trifft 
oder in einem einzigen Punkte schneidet. 
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Die Gesamtheit der Punkte, die mit M durch einen Streckenzug p 
verbunden werden kénnen, der in G liegt und q nicht begegnet, bilden 
eine Punktmenge, die den Eigenschaften a) und b) des § 3 geniigt und 
die daher ein Gebiet G’ ist. 

Um nun zu beweisen, daB auBer G’ noch ein zweites Gebiet G” 
existiert, das von G’ verschieden ist und in G liegt, bemerken wir, 
daB, weil G einfach zusammenhiingend ist, die Punkte der Begrenzung 
von G, insbesondere die Endpunkte P und @Q des Querschnittes q, 
auBerhalb eines jeden Polygons $ liegen, das ganz in G _ verlauft 
(§ 3, ¢). Sind also nur eine endliche Anzahl von Schnittpunkten des 
Querschnittes gq und des Polygones $ vorhanden, so muB ihre Anzahl 
gerade sein. 

Hieraus entnimmt man leicht, daB iiberhaupt jeder geschlossene Strecken- 
zug, der in G verliuft, den Querschnitt q nur in einer geraden Anzahl 
von Punkten durchschneiden kann, sobald diese Anzahl von Schnittpunkten 
endlich ist. 

Sind N, und N, die Endpunkte einer Strecke, die in G liegt und g 
in einem Punkte schneidet, so kénnen also nicht beide Punkte N,, N, 
dem oben definierten Gebiete G’ angehéren, weil sonst der geschlossene 
Streckenzug M N, N,M uur einen Schnittpunkt mit q haben wiirde. Kénnen 
ferner zwei Punkte N und N’ mit M durch zwei Streckenziige verbunden 
werden, die je einen Schnittpunkt mit q haben, so kénnen sie untereinander 
durch einen Streckenzug verbunden werden, der gq nicht trifft. Diese beiden 
Tatsachen zeigen, dab das Gebiet G’ unser urspriingliches Gebiet G nicht 
erschépft, und daB die Punkte von G, die von G’ und q verschieden sind, 
ein Gebiet G” bilden. 

Es bleibt noch zu zeigen, daB die Gebiete G’ und G” einfach zu- 
sammenhiingend sind. Es sei §§ ein beliebiges Polygon, das z. B. ganz 
in G verliuft und daher mit gq keinen gemeinsamen Punkt haben darf. 
Die Endpunkte P und Q des Querschnittes q liegen aber auBerhalb §, 
und der ganze Querschnitt gq muB daher im AuBeren von 8 verlaufen. 
Wiirde nun ein Punkt N des Inneren von $ zu G” gehéren, so miibte 
jede Strecke, die N mit % verbindet und ganz im Inneren von §$ ver- 
liuft, mindestens einen Punkt mit q gemeinsam haben, was nach obigem 
ausgeschlossen ist. 

8. Man bemerke, daB wir beim obigen Beweise nirgends davon Ge- 
brauch gemacht haben, daB die Endpunkte P und Q des Querschnittes ¢ 
voneinander verschieden sind. 

Wir wollen einen Weg w, der, bis auf die Eigenschaft, daB seine 
Endpunkte zusammenfallen, simtlichen Bedingungen des § 4 geniigt, auch 
dann einen Querschnitt q des Gebietes G nennen, wenn die Begrenzungen 
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beider Gebiete G’ und G”, in die G durch g zerlegt’ wird, Punkte auf- 
weisen, die nicht auf qg liegen. F 

Besitzt nur das eine Gebiet z. B. G’ derartige Punkte, so soll q ein 
Riickkehrschnitt genannt werden. 

Besteht z. B. das Gebiet G aus einem Kreise, der lings eines Radius 
aufgeschnitten ist, so soll nach der erweiterten Definition des Querschnittes 
jeder konzentrische Kreis von kleinerem Radius ein Querschnitt sein. 

9. Es seien g, und g, zwei Querschnitte von G, die keinen gemein- 
samen Punkt besitzen. 

Von den beiden Teilgebieten, die in G durch den einen dieser Quer- 
schnitte bestimmt werden, wird das eine simtliche Punkte, das andere 
keinen einzigen Punkt des anderen Querschnitts enthalten. 

Wir nennen g, das durch g, bestimmte Teilgebiet von G, das g, ent- 
halt, g, das durch g, bestimmte Teilgebiet, das g, nicht enthilt. Ich be- 
haupte, daB g, in g, enthalten ist: Da g, nach Voraussetzung zugleich in 
g, und auf der Begrenzung von g, liegt, haben g, und g, mindestens einen 
gemeinsamen Punkt P. Wiirde ein beliebiger Punkt Q von g, nicht im 
Inneren von g, liegen, so miiBte jeder geradlinige Streckenzug, der in g, 
die Punkte P und @ miteinander verbindet, mindestens einen Punkt von 
q, enthalten, also wiirde entgegen der Voraussetzung q, in g, enthalten sein. 

Von drei Querschnitten g,, g,, q, des Gebietes G, von denen keine 
zwei gemeinsame Punkte besitzen, sagen wir, daB der eine, g,, die beiden 
anderen trennt, wenn jedes einzelne der zwei Teilgebiete, die g, in G be- 
stimmt, einen Querschnitt g, oder g, enthilt. Nennen wir wieder g, das- 
jenige von q, bestimmte Teilgebiet, das g, enthilt, ferner g, dasjenige von 
q, bestimmte Teilgebiet, das g, enthilt (und folglich g, nicht enthilt), 
endlich g, dasjenige von gq, bestimmte Teilgebiet, das g, nicht enthilt, so 
ist nach vorigem g, ein Teil von g, und dieses ein Teil von g,, d. h. man 
kann schreiben 

I > I, > Gs- 

10. Die Teilgebiete von G, die durch einen Querschnitt bestimmt werden, 
sind, wie sich im Laufe dieser Untersuchung noch niher zeigen wird, die 
denkbar einfachsten Elemente, die man zum Studium der Begrenzung y 
des Gebietes G benutzen kann. 

Wir werden bei diesem Studium fortwihrend mit Folgen von unend- 
lich vielen Querschnitten 
(1) G1» Yar °°» Ind ** 
zu tun haben, die folgende zwei Eigenschaften besitzen: 

A. Keine zwei Querschnitte der Folge (1) haben gemeinsame Punkte; 
insbesondere sind auch die Endpunkte von je zwei Querschnitten dieser Folge 
voneinander verschieden. 
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B. Jeder Querschnitt q, der Folge (1) trennt den vorhergehenden Quer- 
schnitt q,_, vom folgenden q, ,;. 

Eine Folge von Querschnitten, bei der die Eigenschaften A. und B. 
erfillt sind, soll eine Aette von Querschnitten genannt werden. 

Nennt man g, das von qg, bestimmte Teilgebiet, welches qg,,, enthilt, 
so wollen wir die Gebietsfolge 
(2) Ji» Jay °° * 
die Kette von Teilgebieten des Gebietes G nennen, die durch eine Kette 
von Querschnitten bestimmt wird. 

Nach dem vorigen Paragraphen ist jedes Gebiet der Kette in allen 
friiheren enthalten und enthilt selbst alle folgenden. Es gilt mit anderen 
Worten die Beziehung 
(3) 91 > Ig > 93 > *** > Ig >: 

Ich bemerke aber ausdriicklich, daB eine Folge von Teilgebieten des 
Gebietes G, welche die Bedingung (3) erfiillt, nur dann eine ,,Kette“ ge- 
nannt werden soll, wenn jedes Gebict g, von einem Querschnitte q, bestimmt 
wird, und wenn die Folge dieser Querschnitle die obige Bedingung A erfiillt. 
In diesem Falle ist namlich die Bedingung B von selbst erfiillt, und die 
Folge (2) wird durch eine Kette von Querschnitten bestimmt. 

Die Ketten von Querschnitten und die Ketten von Teilgebieten eines 
Gebietes G sind mit anderen Worten eineindeutig einander zugeordnet. 

Aus diesen Tatsachen folgt unmittelbar der Satz: Jede Teilfolge von 
Gebieten einer Kette bildet wiederum eine Kette von Gebieten. 

11. Jeder Kette g,, g,,--- von Teilgebieten eines Gebietes G soll 
jetzt ein Begriff zugeordnet werden, den wir das Ende €, der Kette nennen 
wollen, und der durch folgende Erkliirungen axiomatisch definiert wird: 

I. Ist H ein beliebiges Gebiet (das nicht notwendig ein Teilyebiet von 
G ist), welches die inneren Punkte eines Gebietes g, der Kette stimtlich ent- 
hilt, so sagen wir, daB das Ende €, der Kette in H enthalten ist. 

Zu bemerken ist, daB in diesem Falle nur eine endliche Anzahl von 
Gebieten der Kette nicht in H enthalten sind, da H wegen (3) simtliche 
Gebiete 9,455 Inga, °° * enthalten mub. 

Il. Sind zwei Ketten von Teilgebieten von G, g,, Jo, --+ und hy, hg, +++, 
gegeben, €, und €, ihre Enden, wnd ist nach der Definition 1 das Ende €, 
in jedem Gebiete g, enthalten, so sagen wir, dap €, in €, enthalten, oder 
daB €, durch €, teilbar ist. 

Notwendig und hinreichend, damit €, durch €, teilbar sei, ist hier- 
nach, daB jeder positiven ganzen Zahl » eine positive ganze Zahl m, zu- 
geordnet werden kann, derart, daB 

hing <Gn 


sel. 
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Sind drei Enden €,, €,, und €,, gegeben, und ist €, ein Teiler von 
€, und €,, ein Teiler von €,, so folgt ohne weiteres aus unserer Defi- 
nition, daB €,, ein Teiler von €, ist, 

Das transitive Gesetz ist also bei unserer Definition der Teilbarkeit 


erfiillt. 


Ill. Von einer Punktfolge die aus unendlich vielen Punkten P,, P,, ++ 
besteht, sagen wir, daB sie gegen ein Ende €, konvergiert, wenn auBerhalb 
jedes Gebietes g, der Kette, die €, definiert, jeweils nur endlich viele der 
Punkte P,, P,, --- liegen.*) 

Wahit man in jedem g, einen willkiirlichen Punkt und nennt ihn P, 
so wird die Folge P,, P,,--- gegen €, konvergieren, da nach Konstruktion 
simtliche P,,,, P,,:,--- in g, liegen miissen. 

Hieraus folgt, dag man immer Punkimengen finden kann, die gegen 
ein bestimmtes Ende konvergieren. 

Sind h,, h,, --- und g,, 9, +--+ zwei Ketten von Gebieten, welche die 
inden € und €, bestimmen, und ist €, in €, enthalten, so wird jede 
Punktmenge, die gegen €, konvergiert auch gegen €, konvergieren. Jedes 
h, enthalt nimlich nach Definition ein g,; die Punkte der gegebenen 
Folge, die auBerhalb h, liegen, sind simtlich unter den Punkten zu suchen, 
die auBerhalb g,, liegen und also wie diese nur in endlicher Anzahl vor- 
handen. 


IV. Von einem Punkte P sagen wir, daB er im Ende €, enthalten ist, 
wenn er in jedem 9, der Kette, die €, definiert, enthalten ist. 

Jeder Haufungspunkt einer Folge von Punkten, die gegen €, kon- 
vergiert, ist, weil die 7, abgeschlossene Punktmengen sind, in jedem J, 
und folglich in €, enthalten. 

Da nun mindestens eine Punktfolge existiert, die gegen €, konver- 
giert und da diese Folge mindestens einen Hiufungspunkt besitzt, sehen 
wir, dab in jedem Ende mindestens ein Punkt enthalten ist. 

Ist 2 ein Punkt, der in € enthalten ist, so ist es natiirlich immer 
méglich, eine Punktfolge zu finden, die zugleich gegen das Ende € und 
in gewohnlichem Sinne gegen den Punkt Q konvergiert. Dagegen kann 
sehr wohl eine Punktfolge in G@ liegen die in gewéhnlichem Sinne gegen Q 
nicht aber gegen €, konvergieren. [Dieses kommt immer vor, wenn Q ein 
mehrfacher Punkt ist, § 44.] 

12. Die Einfiihrung eines neuen Wortes, des ,,Endes“ einer Kette 
von Gebieten, wiire ganz unnétig gewesen, wenn wir wie bisher auch im 
folgenden die Enden und die Ketten eineindeutig einander zuordnen wollten. 


*) Nach dieser Definition braucht eine Punktfolge, die gegen das Ende €, kon- 
vergiert, keineswegs gegen einen Punkt in gewdhnlichem Sinne zu konvergieren. 
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Unsere Terminologie wird erst durch die folgende Forderung gerecht- 
fertigt, welche die Eineindeutigkeit der Beziehung zwischen Enden und 
Ketten aufhebt: 

V. Zwei Enden €, und €,, die durch die Ketten g,, g,,--- und 
hy, hg, «++ von Teilgebieten von G definiert werden, sollen dann und nur 
dann als identisch angesehen werden, wenn jedes von ihnen durch das andere 
teilbar ist. 

Aus dieser letzten Forderung und aus der letzten Bemerkung von 
§ 10 folgt ohne weiteres, daB jede Teilfolge von unendlich vielen Gebieten 
einer Kette 9,, 9,,--- dasselbe Ende € bestimmt, wie die Kette selbst. 

Um unsere Forderung V zu rechtfertigen, miissen wir vor allem 
zeigen, daB die Begriffe, die in unseren friiheren Definitionen eingefiihrt 
wurden, von der Darstellung eines Endes durch eine spezielle Kette von 
Gebieten unabhingig sind. Dieses ist beinahe selbstverstiindlich. Ist z. B. 
€, ein Teiler von €, und 

C=C, €,=6¢,, 
so ist nach Voraussetzung €,, in €, und €, in €,, enthalten; also ist auch 
€, ein Teiler von €,. 

Ist ferner P,, P,,--- eine Folge von Punkten, die gegen €, konver- 
giert, und €,=€,, so mub, da € in €, enthalten ist, die gegebene Punkt- 
folge auch gegen €, konvergieren usf. 

Da jetzt die Enden bis zu einem gewissen Grade von ihrer Darstellung 
durch eine Kette von Gebieten unabhingig sind, empfiehlt es sich, statt 
von Enden ,einer Kette von Teilgebieten von G“, lieber von Enden des 
Gebietes G zu sprechen. 

13. Zwischen den Begriffen der Teilbarkeit von zwei Enden und der 
Konvergenz einer Punktfolge gegen ein Ende besteht ein Zusammenhang, 
der durch folgende Satze zum Ausdruck kommt: 

Satz L Line notwendige und hinreichende Bedingung, damit das 
Ende €, des Gebietes G ein Teiler des Endes €, desselben Gebietes sei, ist 
die, dap jede Punktfolge, die gegen €, konvergiert, auch gegen €, konvergiere. 

Die Enden € und €, seien durch die Ketten von Teilgebieten g,, g,, --- 
und h,, hy, --- dargestellt. 

Ist nun €, in €, enthalten, so wird nach Definition jede Punktfolge, 
die gegen € konvergiert, auch gegen €, konvergieren. 

Ist €, aber kein Teiler von €,, so gibt es nach Definition mindestens 
ein h,, der Kette h,, h,, ---, das kein einziges Gebiet der Kette g,, g,, --> 
in seinem Inneren ganz enthilt. Wir kénnen also in jedem g, einen 
Punkt P, finden, der auBerhalb des Gebietes h,, liegt. Die Punktfolge 
P,, P,,--+ konvergiert also gegen €,, ohne gegen €, zu konvergieren. 
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Unser Satz liefert das Korollar: 

Zwei Enden eines Gebietes G sind dann und nur dann identisch, wenn 
jede Punktfolge, die gegen das eine von ihnen konvergiert, auch gegen das 
andere konvergiert. 


14. Sind zwei Enden €, und €, gegeben, von denen man weiB, daB— 


keine einzige Punktfolge existiert, die zugleich gegen beide Enden kon- 
vergiert, so wollen wir sagen, daB die beiden Enden auferhalb einander 
liegen. 

Haben nun €, und €, einen gemeinsamen Teiler €,, so wird jede 
Punktfolge, die gegen €, konvergiert, sowohl gegen €, als auch gegen €, 
konvergieren. Wir haben also den Satz: 

Satz Il. Zwei Enden, die auBerhalb einander liegen, haben keinen ge- 
meinsamen Teiler. 

15. Es sei €, €,,--- eine Folge von unendlich vielen Enden, von 
denen jedes ein Teiler des vorhergehenden ist. Wir wollen den gréBten 
gemeinsamen Teiler dieser Folge bestimmen. Mit 


(4) Imi» Ima» °° *) Gunr*** 


bezeichnen wir die Gebiete einer Kette, durch welche . definiert wird. 
Wir bestimmen eine Kette von Gebieten 


(5) d,, d5,-++, 4 d,-: 


m—17 %m 

auf folgende Weise. Das erste Gebiet d, der Kette (5) soll mit g,, zu- 
zammenfallen; sind die (m— 1) ersten Gebiete von (5) bestimmt, so nehmen 
wir fiir d,, das erste Gebiet g,,, der Folge (4), das folgenden Bedingungen 
geniigt: 

a) Es liegt im Inneren simtlicher Gebiete 

Jim» Jem» ** *» Imm d,,_1- 

b) Die Endpunkte des Querschnittes q,,,, der das Gebiet g,, be- 
stimmt, sind von den Endpunkten der Querschnitte, welche d,, d,,---, d,,_; 
bestimmen, verschieden. 

Dann ist die Folge (5) eine Kette und bestimmt ein Ende €,, das 
in jedem €,, enthalten ist. 

Es sei €, ein beliebiges Ende, das ebenfalls in jedem €,, enthalten 
ist; ferner P,, P,,--- eine Folge von Punkten, die gegen €, konvergiert. 
Nach Voraussetzung werden auBerhalb eines jeden Gebietes g,,, also auch 
auBerhalb eines jeden Gebietes d,, nur eine endliche Anzahl von Punkten 
der Folge P,, P,,--- liegen. Nach Satz I § 13 ist also €, ein Teiler 
von €,, und wir kénnen den Satz aussprechen: 

‘Satz IL Ist €,,€,,--- eine Folge von Enden, von denen jedes in 
dem vorhergehenden enthalten ist, so gibt es ein Ende €, von der Eigenschaft 
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dap €, in jedem €,  enthalten ist, und daB ferner jedes Ende €,, das eben- 
falls in jedem €,  enthalten ist, ein Teiler von €, ist. Die Folge €,,€,,--- 
besitzt mit anderen Worten einen griften gemeinsamen Teiler. 

16. Wir wollen jetzt folgenden Satz beweisen: 

Satz 1V. Ein Ende €, enthiilt entweder einen einzigen Punkt, oder 
es bilden die Punkte, die in €, enthalten sind, eine perfekte wnd zusammen- 
héingende Punktmenge. 

Es sei wieder g,, g,,--- eine Kette von Gebieten, die das Ende €, 
bestimmen. Es ist beinahe sofort einzusehen, daB die Punkte, die in € 
enthalten sind, eine abgeschlossene Punktmenge bilden. Denn jeder Hiufungs- 
punkt von derartigen Punkten, die ja, nach Voraussetzung, fiir jedes n, 
alle in J, liegen, gehért auch zu g,, weil diese letzte Punktmenge ab- 
geschlossen ist. 

Um unseren Satz zu beweisen, brauchen wir also nur zu zeigen, dab 
die Punkte von €, eine zusammenhingende Menge bilden, die dann, wenn 
sie aus mehr als einem Punkte besteht, eo ipso perfekt sein wird. 

Mit anderen Worten: sind P und Q zwei voneinander verschiedene 
Punkte von €, und « eine beliebige positive Zahl, so miissen wir eine 
endliche Anzahl von Punkten 


R,, R,, -- ik 


¥ 


finden, die alle in €, enthalten sind, derart daS die Entfernungen 
PR, R,R,, > R,_,f,, R,Q 


simtlich kleiner als « sind. 

Zu diesem Zweck betrachten wir eine quadratische Netzeinteilung der 
Ebene von der Quadratseite 4¢ und nennen N die Anzahl der Quadrate 
dieser Einteilung, die einen Punkt von g, in ibrem Inneren oder auf ihrer 
Begrenzung besitzen. 


Nun betrachten wir im Gebiete gy, unserer Kette zwei Punkte P, und 
Q,, die resp. von P und Q um weniger als = entfernt sind; dieses ist 
n 


immer méglich, da P und Q beide in g, enthalten sind. 
Wir verbinden P, mit Q, durch einen Streckenzug S,, der ganz in 
g, Vverlauft, und wihlen auf diesem Streckenzuge die Punkte 


Ray, Rus, oiea, R 


sodaB die Entfernungen % 


PyBeay BysRaay +s Bar, Q 

alle kleiner als ¢ seien. Wenn wir bemerken, daB es dazu geniigt, in 
jedem der Quadrate der Netzeinteilung, die einen Punkt des Strecken- 
zuges S, enthalten, einen Punkt auf S, zu wihlen, sehen wir, da® fir 
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jedes n die Anzahl v, der Punkte R,, kleiner als N genommen werden 
kann. Unter den Zahlen v,, »,,---, die alle kleiner als N sind, wird 
es alsdann unendlich viele geben, die alle gleich einer und derselben 
Zahl y sind. 

Wir definieren jetzt das Ende € durch diejenigen Gebiete unserer 
urspriinglichen Kette, fiir welche die Anzahl der R,, gleich » ist, und 
nennen diese neue Kette von Gebieten 

9292» °* "sar" 
In jedem g,’ liegen jetzt die (v+ 2) Punkte 
Ph, Rar, Ris, +++, Rav, Qaj 
wir bezeichnen mit R, einen beliebigen Hiufungspunkt der Folge 
Rix, Rex, +--+, Riz, «++ in inf, 
und bemerken, daB die P, und Q, resp. gegen P und Q konvergieren. 
Die Punkte R,, R,, ---, R, geniigen unserer Forderung, w. z. b. w. 

17. Die Sitze iiber Teilbarkeit von Enden erinnern sehr an die Theorie 
der Teilbarkeit der ganzen Zahlen. Wir wollen jetzt das Analogon der 
Primzah] definieren und genauer untersuchen. 

Definition. Ein Ende €,, das keinen echten Teiler besitzt, also nur 
durch sich selbst teilbar ist, soll ein Primende genannt und mit E, be- 
zeichnel werden. 

Es ist mir leider nicht gelungen, die Theorie der Primenden aus 
dieser begrifflichen Definition allein zu entnehmen. Dagegen erhilt man 
alles, was man wiinschen kann, wenn man konstruktiv vorgeht. 

18. Es sei g,, q,,°-- eime Kette von Querschnitten, die gegen einen 
Punkt @ konvergieren; d. h. es liegen siimtliche Querschnitte der Kette 
mit Ausnahme von héchstens einer endlichen Anzahl unter ibnen im 
Inneren jedes beliebigen Kreises, der @ zum Mittelpunkte hat. 

Nennen wir €, das durch unsere Kette bestimmte Ende, so wollen 
wir zuniichst zeigen, daB jedes beliebige Ende €,, das nicht auBerhalb €, 
liegt (§ 14), durch €, teilbar ist. 

. Wenn €, und €, nicht auferhalb einander liegen, so gibt es nach 
Voraussetzung eine Punktfolge P,, P,,---, die zugleich gegen €, und €, 
konvergiert. 

Es sei 9,, 9,,--- die Kette von Gebieten, die €, definiert und durch 
die Kette von Querschnitten q,, q,,--- bestimmt wird; ferner sei h,, hy, - - - 
eine Kette von Gebieten, die €; definiert. Nennen wir k,, k,,--- die 
Querschnitté, welche die Kette h,, h,,--- bestimmen, so kann man von 
vornherein voraussetzen, daB kein einziger unter den k,, k,, --- den Punkt @ 
enthalt; da nimlich zwei Querschnitte einer Kette keinen gemeinsamen 
Punkt besitzen dirfen ($ 10), wird m in héchstens einem unter den Quer- 
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schnitten k,, k,,--- enthalten sein, und diesen diirfen wir streichen ohne 
€, zu andern (§ 12). 

Nach Voraussetzung liegen héchstens endlich viele der Punkte P, , P,,--- 
auBerhalb eines beliebigen Gebietes h, der Kette h,,h,,---. Es sei P, 
ein Punkt dieser Folge, der im Inneren von h, liegt, Q, eim Punkt des 
Querschnitts k,, der in G liegt, endlich O ein Punkt von G, der auBer- 
halb des Gebietes g, liegt und folglich in keimem einzigen der Gebiete 
9; 92,***, die € bestimmen, enthalten ist. 

Man verbinde 0 mit Q, und mit P,; durch Streckenztige s und s’, 
die ganz in G verlaufen. Der Abstand 6 der abgeschlossenen Punktmenge, 
die aus s, s und k, besteht, vom Punkte w, der in dieser Punktmenge 
(nach Voraussetzung) nicht enthalten ist, ist von Null verschieden. 

Da nun die Querschnitte 4,, @,--- gegen @ konvergieren, so wird 
fiir hinreichend groBes m der Querschnitt g,, weder s noch s’ noch k, 
in irgend einem Punkte begegnen. Hieraus folgt, daB das entsprechende 
Gebiet g,,, das nach Voraussetzung O nicht enthilt, weder k, noch P, 
enthalten wird. Andererseits gibt es nach Voraussetzung Punkte der Folge 
P,, P,, +++, die sowohl innerhalb h, als auch innerhalb g,, liegen. Es sei 
P, ein derartiger Punkt; verbinden wir P, mit P, durch einen Strecken- 
zug innerhalb des Gebietes h,, so trifft dieser Streckenzug den Quer- 
schnitt g,,, weil P, und P, auf verschiedenen Seiten von 4,, liegen. Also 
wird g,, ganz in h, enthalten sein. 

Aus den beiden Tatsachen, dab g,, den Querschnitt /, nicht enthialt 
und daB h, den Querschnitt q¢,, enthilt, folgt, daB g,, und folglich €) in 
h, enthalten ist. Da nun dieses fiir jedes Gebiet der Kette h,, /i,, «++ gilt, 
ist €, in €, enthalten. 

19. Das Resultat des vorigen Paragraphen fiihrt zu folgenden Sitzen. 

Satz V. Jedes Ende E,, das durch eine Kette von Querschnitten, die 
gegen einen Punkt konvergieren, bestimmt wird, ist ein Primende. 

Ks sei namlich €, ein beliebiger Teiler von EL). Nach Satz II (§ 14) 
kénnen €, und E) nicht auBerhalb einander liegen. Nach obigem ist also 
£, in €, enthalten und folglich mit €, identisch. Das Ende £, besitat 
demnach keinen echten Teiler und ist ein Primende. 

Satz VI. Zwei Enden FE, und E,, die jedes durch eime gegen einen 
Punkt konvergierende Kette von Querschnitten bestimmt werden, liegen ent- 
weder auBerhalb einander oder sind identisch. 

Gibt es in der Tat eine Punktfolge, die sowohl gegen FE, als gegen 
£,, konvergiert, so ist nach dem vorhergehenden Paragraphen sowohl E, 
ein Teiler von E, als auch E, ein Teiler von E,. 

20. Wir beweisen jetzt eine Reihe von Hilfssitzen, die wir spater 
brauchen werden: 
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Hilfssatz 1. Liegt von zwei Punkien P, und P, des Gebietes G der 
eine im Inneren, der andere im Aupferen eines Kreises K, dessen Mittel- 
punkt @ sich auf der Begrenzung y von G befindet, so gibt es auf K min- 
destens einen kreisformigen Querschnitt des Gebietes G, der P, von P, trennt. 

Ein geradliniger Streckenzug s, der P, mit P, verbindet und ganz 
in G@ verliuft, muB den Kreis K in einer ungeraden Anzahl von Punkten 
durchschneiden. Wir entnehmen zuniichst daraus, daB der Kreis K min- 
destens einen Punkt im Inneren von G besitzt. Die Gesamtheit der Punkte 
des Kreises K, die in G liegen, bildet eine endliche oder unendliche ab- 
zihlbare Anzahl von Wegen innerhalb des Gebietes G, die jedenfalls 
Querschnitte sind, sobald mehr als ein Punkt der Begrenzung y von G 
auf K liegt. Der Fall, wo kein einziger Punkt von y auf K liegt, ist 
aber auszuschlieBen; denn man wiirde dann ein Polygon konstruieren 
kénnen, daB K in seinem Inneren enthilt und ganz in G verlauft. Nach 
§ 3,¢ wiirde jeder innere Punkt dieses Polygons und folglich jeder innere 
Punkt von K zu G gehéren, was nicht méglich ist, da wir den Mittel- 
punkt » von K auf der Begrenzung y gewihlt haben. Im Falle, wo nur 
ein Punkt von y auf K liegt, zerlegt der Kreis K das Gebiet G in zwei 
Teilgebiete, von denen das eine ganz im Inneren, das andere aber ganz 
auBerhalb des Kreises K liegt. Jedes dieser Teilgebiete enthilt mindestens 
einen Punkt seiner Begrenzung, der nicht auf X liegt, nimlich den Punkt @ 
und den Punkt von y, dessen Entfernung von @ die gréStmégliche ist. 
Nach der Definition des § 8 bilden die Punkte von K, die sich in G be- 
finden, auch in diesem Falle einen Querschnitt. 

Unser Streckenzug s, der P, mit P, verbindet, trifft den Kreis K in 
einer endlichen Anzahl von Punkten; jeder dieser Punkte gehért, wie wir 
sehen, zu einem kreisférmigen Querschnitte von K und wir kénnen nach 
§ 6 den Streckenzug s durch einen anderen s’ ersetzen, der einen jeden 
dieser kreisférmigen Querschnitte entweder nirgends trifft oder in einem 
einzigen Punkte durchschneidet. Nun besitzt aber s’ sowohl wie s eine 
ungerade Anzahl von Durchschnittspunkten auf K; es wird also mindestens 
einen kreisférmigen Querschnitt auf K geben, der von s’ durchschnitten 
wird, und ein solecher trennt die Punkte P, und P,, w. z. b. w. 

Hilfssatz 2. Im Gebiete G seien ein fester Punkt O und unendlich 
viele Querschnitte oder Riickkehrschnitte x,, x,,--+ gegeben, die gegen einen 
Punkt @ der Begrenzung von G konvergieren. Auferdem setzen wir voraus, 
dap Folgen von Punkten P,, P,, --- existieren, derart, dap jedes x, sémt- 
liche ihrer Punkte, bis auf hichstens eine endliche Anzahl unter ihnen, vom 
festen Punkte O trennt. Dann muf jede solche Folge gegen ein Primende 
von G konvergieren. 

Der Schwerpunkt dieses Satzes liegt in der Tatsache, daB wir von 
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den Wegen x,, *,,--- nicht voraussetzen, daB sie eine Kette von Quer- 
schnitten bilden; die x, kénnen sich untereinander beliebig oft schneiden 
und selbst lauter Riickkehrschnitte sein. 

Wir miissen, um unseren Satz zu beweisen, eine Kette von Quer- 
schnitten “des Gebietes G finden, die ein Primende E, bestimmen, gegen 
welches die gegebene Punktfolge P,, P,,--- konvergiert. Es liegt nahe, 
die Querschnitte dieser Kette auf konzentrische Kreise zu legen, deren 
gemeinsamer Mittelpunkt der Punkt @ ist. 

Der Radius des ersten dieser Kreise habe eine Linge r,, die kleiner 
als die Entfernung 0 sein muB, aber sonst beliebig ist. Da die Wege 
%, %,°~~* gegen @ konvergieren, wird es in dieser Folge einen ersten x, 
geben, der ganz im Inneren unseres Kreises verliuft. Hs sei K, ein be- 
liebiger innerer Punkt auf x, und g, ein Querschnitt, der auf unserem 
Kreise liegt und die Punkte O und K, trennt; einen derartigen Quer- 
schnitt muB es nach unserem ersten Hilfssatze immer geben. Wir nennen 
g, und h, die Teilgebiete von G, die durch g, und x, bestimmt werden 
und den Punkt O nicht enthalten. Es ist leicht einzusehen, dab h, ein 
Teil von g, ist; der Querschnitt oder Riickkehrschnitt x, muB, da er den 
Punkt K, enthalt und sonst g, nirgends trifft, ganz in g, liegen. Der 
Querschnitt g, darf dagegen nicht in h, enthalten sein, da sonst O und 
K, nicht auf verschiedenen Seiten von q, liegen kénnten. Der Beweis des 
§ 9 gilt aber offenbar nicht nur fiir Querschnitte, sondern auch fir Riick- 
kehrschnitte. 

Aus h, < g, folgt, daB nur héchstens endlich viele unter den Punkten 
der Foige P,, P,,--- auBerhalb g, liegen werden, da h, nach Voraus- 
setzung diese Kigenschaft besitzt. 

Wir verbinden jetzt O mit einem beliebigen Punkte des Querschnittes q, 
durch einen geradlinigen Streckenzug s,, der in G verliuft, nennen 0, die 
von Null verschiedene Entfernung dieses Streckenzuges vom Punkte o 
und wihlen rv, kleiner als die kleinste der Zahlen 6, und 4r,- Wir kénnen, 
genau wie oben, auf dem Kreise, dessen Mittelpunkt w ist, und der den 
Radius r, besitzt, einen Querschnitt g, finden, der ein Gebiet g, von fol- 
genden Eigenschaften bestimmt: der Punkt O liegt nicht in g,, aber von 
den Punkten P,, P,,--+ haben héchstens eine endliche Anzahl diese 
Eigenschaft. Da sowohl der Streckenzug s,, der O mit g, verbindet, als 
auch g, selbst den Querschnitt g, nirgends trifft, liegt g, auBerhalb g,. 
Es werden demnach gewisse Punkte des Gebietes g,, die in der Nihe 
von q, liegen, auBerhalb g, liegen, wahrend andererseits unendlich viele 
Punkte der Folge P,, P,,--- zugleich in g, und in g, enthalten sind. Ein 
Streckenzug, der in g, verliuft und zwei Punkte verbindet, von denen 
der erste in g,, der zweite auBerhalb g, liegt, trifft aber sicher den 
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Querschnitt q,. Hieraus folgt,- daB g, in g, enthalten ist, und nach § 9, 
daB g, > 9. 

Indem man so fortfahrt, bestimmt man nacheinander unendlich viele 
Querschnitte g,, 4, 4%, °°-, die eime Kette bilden. Diese Querschnitte 
liegen alle auf konzentrischen Kreisen, deren Mittelpunkt ist und deren 
Radius gegen Null konvergiert. Infolge des Satzes V ist das Ende E,, 
das dieser Kette entspricht, ein Primende, und nach unserer Konstruktion 
konvergiert die gegebene Folge von Punkten P,, P,,--- gegen dieses E,. 
W. z. b. w. 

Hilfssatz 3. Ist im Gebiete G ein innerer Punkt O und eine Punkt- 
folge P,, P., --- gegeben, die gegen einen Punkt Q der Begrenzung von G 
konvergiert, so kann ein Querschnitt oder Riickkehrschnitt x von beliebig 
kleiner Léinge gefunden werden, der O von unendlich vielen Punkten der 
Folge trennt. 

Diesen Satz beweisen wir am einfachsten, indem wir eine netzférmige 
quadratische Einteilung der Ebene zugrunde legen, derart, daB der einzige 
Hiaufungspunkt Q der Folge P,, P,,--- im Mittelpunkte eines Quadrates 
liege, und daB die Seitenliinge a der Quadrate des Netzes kleiner als die 
Hiilfte des Abstandes des festen Punktes 0 von der Begrenzung y des 
Gebietes G sei. 

Auf den Seiten oder in den Ecken der Netzeinteilung werden nur 
endlich viele Punkte der Folge P,, P,,--- liegen; wir kénnen im folgenden 
von diesen Punkten absehen. 

Wir schraffieren das oder die Quadrate, die den Punkt O in ihrem 
Inneren oder auf ihrer Begrenzung enthalten. Diese Quadrate liegen, da 
wir sie von vornherein hinreichend klein gewahlt haben, ganz im Inneren 
von G. Hierauf schraffieren wir von den benachbarten dieser zuerst 
schraffierten Quadrate diejenigen, die ganz in G liegen und deren Rand 
keinen einzigen Punkt der Begrenzung y des Gebietes G enthalt. Wir 
fahren auf diese Weise so lange fort, als noch Quadrate des Netzes exi- 
stieren, die mit den friiher schraffierten auch nur in einem Punkte zu- 
sammenhingen und einen von Null verschiedenen Abstand von y haben. 
Wir erhalten schlieBlich eine schraffierte Figur F, die zusammenhangend 
ist, und deren Rand aus einer endlichen Anzahl von Polygonen besteht, 
von denen das eine den Punkt O in seinem Inneren enthiilt. 

Wir betrachten jetzt die Quadrate des Netzes, welche die schraffierte 
Figur beriihren; jedes dieser Quadrate enthiilt auf seinem Rande mindestens 
einen Punkt von y. Wir beschreiben den Rand jedes dieser letzten 
Quadrate im positiven Sinne (das Innere des Quadrates links lassend) 
und fiihren denjenigen Einschnitt des Gebietes G aus, der entsteht, wenn 
man bei dieser Operation vom letzten Beriihrungspunkt mit der schraffierten 
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Figur F ausgehend die Begrenzung y erreicht. Wir erhalten auf diese 
Weise eine endliche Anzahl von Einschnitten von der Maximallinge 4a, 
die zusammen mit dem Rande von F' das Gebiet G in eine endliche An- 
zahl von einfach zusammenhingenden Teilgebieten zerlegt. Mindestens 
das eine dieser Teilgebiete enthilt unendlich viele Punkte der Folge 
P. 1? P. _ aie 

Da aber dieses Teilgebiet sicher nicht in F liegt, so wird es durch 
einen Querschnitt oder Riickkehrschnitt bestimmt, der aus zwei aufein- 
anderfolgenden unserer Einschnitte besteht und eventuell aus einem Teile 
des Randes von F, dessen Liinge héchstens gleich a ist. Die Gesamtlinge 
dieses Quer- oder Riickkehrschnitts ist also héchstens 


4a+a+4a= Qa. 


Dieser Querschnitt oder Riickkehrschnitt, der bei Verkleinerung der 
Seitenlinge a beliebig klein gemacht werden kann, trennt unendlich viele 
Punkte unserer Folge vom Punkte 0. W. z. b. w. 

Korollar. Sind auger O noch beliebig viele feste Punkte O,, O,,--:, O,, 
in endlicher Anzahl gegeben, so kann man beim vorhergehenden Satze ver- 
langen, daB der gesuchte Querschnitt oder Riickkehrschnitt von beliebiq kleiner 
Léinge nicht nur den Punkt O, sondern séimtliche Punkte O,, O,,---, O, 
von unendlich vielen Punkten der Folge P,, P,, +++ trennt. 

Man verbinde 0 mit jedem der Punkte O,,---, O, durch geradlinige 
Streckenziige innerhalb G und nenne @ die kleinste Entfernung dieser 
Streckenziige von der Begrenzung y des Gebietes. 

Wahlt man bei der obigen quadratischen Netzeinteilung die Seite 
as 6 d, so wird der gefundene Querschnitt x keinen einzigen der Strecken- 
ziige treffen kénnen, weil seine Liinge die Zahl d nicht tibersteigt. Die 
Punkte O,,---, O, liegen dann alle mit O auf einer und derselben Seite 
von x. 

21. Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir den Hauptsatz unserer 
Theorie beweisen, der folgendermaBen lautet: 

Satz VII. Aus jeder Folge von unendlich vielen Punkten P,, P,,---, 
die im Gebiete G liegen, kann eine Teilfolge ausgesondert werden, die ent- 
weder gegen einen inneren Punkt oder gegen ein Primende konvergiert. 

Diesen Satz beweisen wir nach der bekannten Diagonalmethode, die 
auf Cantor und Hilbert zuriickgeht. Nehmen wir an, daB die Punktfolge 
P,, P,,--+ keinen Hiufungspunkt besitzt, der im Inneren des Gebietes G 
liegt, so kénnen wir aus dieser Folge zuniichst eine Teilfolge aussondern, 
die wir mit 
(6) X13, Lg, Zs, °° 
bezeichnen, und die gegen einen Punkt Q der Begrenzung y von G konvergiert 
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Wir wihlen einen beliebigen Punkt der Folge (6), z. B. z,,, nennen 
diesen Punkt z, und bestimmen nach dem dritten Hilfssatz des vorigen 
Paragraphen einen Querschnitt oder Riickkehrschnitt x,', der den Punkt z, 
von unendlich vielen Punkten der Folge (6) trennt, und dessen Lange 
kleiner als Eins sein mige. Die Punkte der Folge (6), die von 2, durch x,’ 
getrennt sind, nennen wir 
(7) Xi» %a9, Tog, ° °° 

Kinen Punkt dieser letzten Folge z. B. den Punkt x, nennen wir 2, 
und bestimmen einen Quer- oder Riickkehrschnitt x,’, der die Punkte z, 
und g, von unendlich vielen Punkten von (7) trennt, und dessen Linge 
klenier als } ist. Die durch x,’ von z,, 2, getrennten Punkte der Folge 
(7) nennen wir 


(8) X31» Uo, Tyg, °° 


Wir wihlen wiederum einen Punkt z, aus dieser letzten Folge aus, und 
bestimmen einen Querschnitt oder Riickkehrschnitt x,’, der die Punkte 
4,, 2, und g, von unendlich vielen Punkten der Folge (8) trennt, und 
dessen Linge die GriBe 4 nicht iibersteigt. 

Auf diese Weise fortfahrend, bestimmen wir nacheinander unendlich 
viele Punkte 
(9) #1, &g, %s,° 


und unendlich viele Querschnitte oder Riickkehrschnitte 


(10) %; '; Xs, ‘alles 
die folgende Eigenschaften haben: 

a) die Folge z,, 2,, 2,, --+ ist eine Teilfolge der urspriinglichen Folge 
P,, Py, -- 


b) jedes x, trennt die Punkte z,, z,,---,2, von den folgenden, 

ce) die Liinge der x; konvergiert gegen Null. 

Aus der Folge (10) kénnen wir wegen dieser letzten Eigenschaft eine 
Teilfolge auswihlen, die wir mit 
(11) Hy, Ug, My, * °° 
bezeichnen und die- gegen einen Punkt der Begrenzung y von G kon- 
vergiert [Dazu muB8 man 1) auf jedem x, einen Punkt Q; betrachten 
und in eine der Hiiufungsstellen der Punktmenge Q;, Q:,--- legen, 
2) die Folge (11) aus solchen Elementen von (10) bilden, fiir welche die 
entsprechenden Punkte @Q, gegen @ konvergieren]. Wir bemerken aus- 
driicklich, daB der Hiaufungspunkt Q der Folge 2,, 2,,--- nicht mit dem 
Punkt , gegen welchen die x, konvergieren, zusammenzufallen braucht. 

Da nur endlich viele unter den Punkten z,, 2,, 2,,--- auf derselben 
Seite eines jeden der Querschnitte oder Riickkehrschnitte x, liegen, wie 
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der Punkt z,, muB nach unserem Hilfssatze 2 die Punktfolge (9) gegen 
ein Primende konvergieren. Dieses Primende wird, wie man sich erinnert, 
dureh eine Kette von Querschnitten bestimmt, die gegen den Punkt @ 
konvergieren und auf einer Schar konzentrischer Kreise mit als Mittel- 
punkt liegen. 

Diese letzte Bemerkung liefert uns den Satz: 


Satz VIII. Jedes Primende eines Gebietes lift sich durch eine Kette 
von Querschnitten darstellen, die auf konzentrischen Kreisen liegen, und gegen 
den gemeinsamen Mittelpunkt dieser Kreise konvergieren. 

Es sei in der Tat E, ein Primende, das durch die Kette von Ge- 
bieten h,, h,, --+ definiert werde. In jedem Gebiete h, wihlen wir einen 


Punkt P,, der von der Begrenzung y des Gebietes G um weniger als ~ 


abweicht. Die Folge von Punkten P,, P,,--- hat keinen Hiufungspunkt 
im Inneren von G; aus dieser kann man nach unserem Satz VII eine 
Teilfolge 2,, 2,,--- aussondern, die gegen ein Primende L, konvergiert, 
und dieses Primende durch eine Kette von Querschnitten g, bestimmen, 
die auf konzentrischen Kreisen liegen, deren Radien mit wachsendem n 
unendlich klein werden. Nun liegen FE, und FE, nicht auBerhalb einander; 
nach § 18 ist demnach FE, in E, enthalten und da nach Vorsusestoung 
E, ein Primende ist, miissen EZ, und E, identisch sein. 

22. Die Siitze V und VIII zeigen, daB die Primenden mit den Enden, 
die durch eine Kette von gegen einen Punkt konvergierenden Querschnitten 
definiert werden, identisch sind. 

Wir kéanen also simtliche Eigenschaften, die wir fiir letztere be- 
wiesen haben, fiir Primenden aussprechen; so liefern die § 18 und § 19 
folgende Siitze: 

Satz IX. Ein beliebiges Ende €, und ein Primende FE liegen entweder 
auferhalb einander, oder es ist €, Pa E,, teilbar. 

Satz X. Zwei Primenden EF, und E, liegen entweder auBerhalb einan- 
der oder sie sind identisch. 

Hieraus entnehmen wir, daB eine Punktmenge nicht zugleich gegen 
zwei voneinander verschiedene Primenden konvergieren kann. 

Abnlich folgt aus dem Vergleiche der Sitze VII und IX: 

Satz XI. Zwei Enden, die nicht auBerhalb einander liegen, enthalten 
entweder einen gemeinsamen Punkt, der im Inneren von G liegt, oder sie 
sind durch mindestens ein Primende zugleich teilbar. 

23. Ein Ende, das durch eine Kette von Querschnitten definiert wird, 
die gegen einen Punkt bonvengieren, kann keinen inneren Punkt des Ge- 
bietes G enthalten. 

Es seien g,, 9.,--- die Querschnitte, 9,, g,,--- die Gebiete, welche 
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das Ende EF, definieren. Ist nun 0 ein Punkt, der nicht in g, enthalten 
ist und P ein zweiter beliebiger Punkt des Gebietes G, so wird ein Weg 
w innerhalb G, der O mit P verbindet, eine von Null verschiedene Ent- 
fernung vom Punkte  besitzen, gegen welchen die Querschnitte q,, q,, --- 
konvergieren. Von einem gewissen » ab wird also der Weg w keinen 
einzigen Querschnitt g, treffen, und der Punkt P folglich in den ent- 
sprechenden g, nicht enthalten sein. Wir erhalten also das Resultat: 

Satz XII. Hin Primende enthilt keinen inneren Punkt des Gebietes G. 

24. Hiitten wir zu den Riickkehrschnitten, die wir in § 8 definiert 
haben, auch jede geschlossene stiickweise analytische Kurve, die im Inneren 
des Gebietes G verliiuft und keine Doppelpunkte besitzt, hinzugezihlt, so 
hatten wir auBer den Ketten von Querschnitten auch Ketten von Riick- 
kehrschnitten betrachten kénnen und diese Ketten neben den friiheren 
fiir die Definition von Enden und Primenden benutzen kénnen. In gewisser 
Hinsicht wird dann die Theorie vollendeter; auSer den Primenden, die wir 
bisher betrachteten, entspricht jetzt jeder innere Punkt von G einem 
Primende und das ganze Gebiet G kann angesehen werden, als aus Prim- 
enden zusammengesetzt. 


Kapitel I. 
Die konforme Abbildung allgemeiner Gebiete. 


25. Nach diesen Allgemeinheiten kénnen wir die Methode, die wir 
bei der konformen Abbildung des Inneren einer Jordanschen Kurve be- 
nutzt haben*), beinahe wértlich auf die konforme Abbildung eines all- 
gemeinen Gebietes iibertragen. 

Es sei G ein beliebiges Gebiet der u-Ebene, dessen Inneres durch die 
analytische Funktion f(z) auf das Innere des Einheitskreises |z| <1 ab- 
gebildet wird. 

Ist 
(12) Uy, My, ey Uy es 


eine beliebige Punktfolge des Inneren von G 
(13) By, Bg, *y Fyy***y 
die ihr entsprechende Punktfolge im Inneren des Einheitskreises, so wollen 
wir zeigen, daB, wenn (12) gegen ein Primende E, konvergiert, die Folge 
(13) gegen einen bestimmten Punkt A der Peripherie des Kreises|z = 1 
konvergieren muB. 

Wir bezeichnen mit 4,, q,,--- eine Kette von Querschnitten, die 


*) Vgl. die vorhergehende Arbeit dieses Bandes. 
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gegen den Punkt @ der Begrenzung y von G konvergiert, und das ge- 
gebene Primende £, definiert. 

Die Punkte z,, 2,,--- kénnen keinen Hiufungspunkt besitzen, der 
im Inneren des Kreises |z|< 1 liegt; im entgegengesetzten Fall miBte 
die Punktfolge (12) mindestens einen Hiufungspunkt im Inneren des Ge- 
bietes G haben, was mit unserem Satze XII ($ 23) in Widerspruch steht. 
Wiirde aber die Folge (13) zwei voneinander verschiedene Hiufungspunkte 
A, und B, auf der Peripherie des Einheitskreises haben, so kénnten wir 
nach dem Fatouschen Satze*) auf |z| = 1 zwei Punkte C, und D, finden, 
welche die Punkte A, und B, voneinander trennen und die Higenschaft 
haben, daB die Abbildungsfunktion f(z) lings den Radien O,C, und O, D, 
gegen zwei wohlbestimmte, voneinander und von @ verschiedene Werte 
konvergiert. 

Das Bild der beiden Radien O,C, und O,D, in der w-Ebene ist dem- 
nach ein Querschnitt s von G, der eine endliche Entfernung vom Punkte 
besitzt, und der in G zwei Teilgebiete G’ und G” bestimmt. 

Es sei Q ein beliebiger Punkt des Querschnittes s; fiir hinreichend 
groBes » wird Q auBerhalb des Gebietes g, der Kette liegen, das durch 
den Querschnitt g, bestimmt 
wird, und q, selbst wird mit s 
keinen gemeinsamen -Punkt 
besitzen (§ 23). 

Es wird dann s auBber 
halb g, verlaufen, und q, z. B. 
in G’ liegen; dann ist aber " 
9, in G enthalten, und es 
werden héchstens endlich viele 
Punkte der Folge (12) in G” 
liegen. Also kénnen, entgegen 
der Voraussetzung, héichstens 
nur endlich viele Punkte der 
Folge (13) in einem der beiden Kreissektoren O,C,A,D, oder O, D, B,C, 
liegen. Wir haben demnach den Satz: 

Jeder Punktfolge des Gebietes G, die gegen ein Primende konvergiert, 
entspricht in der Abbildung eine Punktfolge des Kreises 2 <1, die gegen 
einen Punkt der Kreisperipherie 2z| = 1 konvergiert. 

Der Beweis, daB auch umgekehrt jeder Punktmenge, die gegen einen 
Randpunkt des Kreises |z| = 1 konvergiert, eine Punktmenge entspricht, 
die gegen ein Primende des Gebietes G konvergiert, ist, wie wir sehen 


G@ 
In 


Pig. 3. 


lec. $3. 
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werden ganz leicht zu fiihren, wenn wir zeigen kénnen, daB bei unserer 
Abbildung jedem kreisformigen Querschnitte des Gebietes G ein Querschnitt 
des Kreises | z| <1 entspricht. 

Die Ableitung dieses letzten Satzes erfordert einige Vorbereitungen. 
Wir gehen von einem Hilfssatze aus, den wir mit Hilfe des Schwarzschen 
Spiegelungsprinzips in der oben zitierten Arbeit bewiesen haben, und der 
folgendermaBen lautet*): Enthdlt die Begrenzung des Gebietes G einen 
»freien“*) Kreisbogen AB, der zwei voneinander verschiedene Endpunkte 
besitzt, so wird dieser Kreisbogen bei der Abbildung eineindeutig und stetig 
auf einen Kreisbogen des Kreises 2| = 1 abgebildet, der ebenfalls verschiedene 
Endpunkte A, und B, besitzt. 

Es sei g ein Querschnitt des Gebietes G, dessen Endpunkte A und B 
sind, und der G in die Teilgebiete G’ und G” zerlegt; auBerdem setzen 
wir voraus, daB siimtliche Grenzpunkte von G’ entweder auf qg oder auf dem 
freien Kreisbogen AB liegen, und daB jedes Stiick von q, das A und B 
nicht enthalt, ein reguliires analytisches Kurvenstiick ist. Dann wird wie 
wir zuniichst zeigen wollen, das Bild g, von q ein Querschnitt des Kreises 
z <1 sein, der die Punkte A, und B, verbindet. 

Wir betrachten, um z. B. zu beweisen, daB der eine Endpunkt von gq, 
mit A, zusammenfiallt, in der Ebene des Gebietes G eine Folge von kon- 
zentrischen Kreisen mit dem Mittelpunkte A, deren Radien 1,, ry, --- 
monoton abnehmen und gegen Null konvergieren; hierbei ist es der Ein- 
deutigkeit der Konstruktion halber vorteilhaft vorauszusetzen, daB r, (und 
folglich auch jedes r,) kleiner als die Linge der Sehne AB ist. Auf jedem 
dieser Kreise liegt ein eindeutig bestimmter Querschnitt von G, der teil- 
weise in G’ verliuft, und von dem ein Endpunkt auf dem freien Kreis- 
bogen AB liegt. Wir bezeichnen diese Querschnitte mit x,, x,,---, und 
zwar nennen wir x, denjenigen Querschnitt der Folge, der dem Radius r, 
entspricht; die Folge x,, x,,--- bildet eine Kette von Querschnitten, weil 
x, die Querschnitte x,_, und x,,, trennt (§ 10). [Letzteres ist am ein- 
fachsten einzusehen, indem man x,_, mit x,,, durch einen Kreisbogen 
verbindet, der konzentrisch zu dem freien Kreisbogen AB ist, und ganz 
in G verliuft. Dieser Kreisbogen wird x, in einem und nur einem Punkt 
durchschneiden. | 

Wahlt man auf jedem x, einen Punkt Q,, dessen Bild im Kreise 
|z|< 1 vom Bilde des Endpunktes C, von x 


a a? 


der auf dem freien Kreis- 
bogen AP liegt, um weniger als Po abweicht, und bemerkt, daB die Folge 
Q;, Y,-*- gegen das Primende EZ, konvergiert, das durch die Kette 


*) lL. ec. § 10. 
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%;, %,°°° bestimmt wird, und daB die Bilder der Punkte C, (nach dem 
soeben erwihnten Hilfssatze) gegen A, konvergieren, so liefert das Resultat 
des vorigen Paragraphen, daB jede Punktfolge in G, die gegen FE, konver- 
giert, auf eine Punktfolge des Kreises 2z|< 1 abgebildet wird, die gegen 
A, konvergiert. 

Um unsere Behauptung zu beweisen, bleibt also nur noch zu zeigen, 
daB jede Punktfolge P,, P,,--- die auf q liegt und gegen A konvergiert, 
auch gegen das Primende E, konvergieren muB. 

Nun hat aber ein beliebiger Querschnitt x, unserer Kette nur eine 
endliche Anzahl von Punkten mit q gemeinsam, weil diese Punkte nach 
unserer Annahme auf einem reguliren Stiick einer analytischen Kurve 
liegen, die nicht mit x, identisch ist. 

Betrachtet man andererseits das Teilgebiet G’, das durch den Quer- 
schnitt g bestimmt wird und bemerkt, daB von den beiden Endpunkten 
von x, nur der eine in G’ liegen kann, so sieht man, daB g den Kreisbogen 
x, in einer ungeraden Anzahl von Punkten durchschneidet. 

Von einem gewissen » ab wird einerseits kein Schnittpunkt von q 
und x, zwischen P, und B liegen, und andererseits nach dem Satze 
XII der Punkt P, auf derselben Seite von x, wie x,_, liegen. Fiir jedes 
dieser x, werden von einem gewissen m ab siimtliche Schnittpunkte (in 
ungerader Anzahl) von q mit x, zwischen P, und P,, liege und daher P,, 
auf derselben Seite von x, wie x,,, liegen. Dieses ist aber notwendig 
und hinreichend, damit P,, P,,--- gegen E, konvergiere, w.z. b. w. 

27. Wir wollen jetzt zeigen, daB bei jeder konformen Abbildung 
des Gebietes G auf den Kreis |¢, <1 ein kreisférmiger Querschnitt K 
des Gebietes G, dessen Endpunkte A und B nicht zusammenfallen, auf 
einen Querschnitt des Kreises |z|< 1 abgebildet wird. 

Es sei O ein beliebiger Punkt von G, der auf K liegt. Durch eine 
linear gebrochene Substitution fiihren wir die w-Ebene in eine u,-Ebene 
liber, bei welcher den Punkten A, O, B der u-Ebene die Punkte 0, 1, oo 
der u,-Ebene entsprechen. Dem Gebiete G entspricht bei dieser Substitu- 
tion ein Gebiet G, und dem Querschnitte K die positive reelle Halb- 
achse; dieses letzte Gebiet wird durch einen geeigneten Zweig der Sub- 


stitution ; 


u, = us 
auf ein Gebiet G, der u,-Ebene tibergefiihrt, das die positive reelle Achse 
der u,-Ebene enthalt und deren Punkte (mit Ausnahme des Punktes u, = 0) 
einen positiven reellen Teil besitzen. 
Durch die Substitution 
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geht das Gebiet G, in ein Gebiet G, iiber, das im Kreise u,| = 1 ein- 
geschrieben ist, wahrend zugleich das Bild des kreisférmigen Querschnitts K 
unseres urspriinglichen Gebietes G jetzt in den Durchmesser K, dieses 
Kreises iibergegangen ist, der auf der reellen Achse der u,-Ebene liegt. 

Der groBe Vorteil, den wir bei unserer Transformation erreicht haben, 
besteht darin, daB die Endpunkte A, und B, unseres neuen Querschnitts 
K, durch einen Kreisbogen verbunden werden kénnen, der auferhalb des 
Gebietes G, verliuft. [Bei der konformen Abbildung des Inneren einer 
Jordanschen Kurve haben wir diese Transformation entbehren kénnen, da 
in diesem Falle ein AuBeres des Gebietes immer existiert.] 

Wir kénnen jetzt die Abbildung von G, auf den Kreis z| < 1 in zwei 


Schritte zerlegen, wobei wir jedesmal ein Gebiet abbilden, das einen freien 
Kreisbogen besitzt. 








Fig. 4. 


Bezeichnen wir dasjenige durch K, bestimmte Teilgebiet von G,, das 
unterhalb der reellen Achse liegt, mit G,’ und bilden das Gebiet, das aus 
dem oberen Halbkreise und aus G,’ besteht, auf einer Kreis |u,| < 1 ab, 
so wird das Gebiet G, in ein Gebiet G, iibergehen, das ebenfalls einen 
freien Kreisbogen besitzt. Dabei geht nach § 26 der Querschnitt K, in 
einen Querschnitt K, iiber, der die beiden Endpunkte A, und B, verbindet 
und der aus einem einzigen reguliren, analytischen Kurvenzuge besteht. 
Bei der Abbildung von G, auf den Kreis |z| <1 kénnen wir also eben- 
falls das Resultat von § 26 anwenden, wodurch der angekiindigte Satz 
volistiindig bewiesen ist. 

28. Das Resultat, daB jeder kreisférmige Querschnitt des Gebietes @ 
bei der konformen Abbildung auf einen Querschnitt des Kreises |z| = 1 
abgebildet wird, laBt sich auf Querschnitte iibertragen, die aus einem 
vollen Kreise mit Ausnahme eines Punktes bestehen. Die Uberlegung ist 
im Falle (den wir allein brauchen werden), wo der Mittelpunkt dieses 
Kreises auf der Begrenzung von G liegt, besonders einfach. 

Ist nimlich « der Punkt der uw-Ebene, der diesem Mittelpunkte ent- 
spricht, so geht durch die Transformation u,=—YVu—a, die fir alle 
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inneren Punkte von G reguliir ist, der jetzt betrachtete Fall in den soeben 
behandelten iiber. 

29. Sind K, und K, zwei konzentrische, kreisférmige Querschnitte 
von G, deren Mittelpunkt auf der Begrenzung y von G liegt, so wollen 
wir nunmehr zeigen, daB den vier Endpunkten A, B, C, D dieser Quer- 
schnitte bei jeder konformen Abbildung von G auf |z| = 1 vier verschiedene 
Punkte A,, B,, C,, D, des Einheitskreises entsprechen. 

Wir betrachten einen Streckenzug /Q, der die beiden Bégen AB 
und CD verbindet und im Kreisringe zwischen diesen Bégen verliuft. 
Dem Querschnitte APQD entspricht in der z-Ebene ein Weg, der den 
Kreis |z2, < 1 in zwei Gebiete zerlegt und die Punkte A, und B, verbindet; 
das eine dieser Gebiete enthilt den von A, 


verschiedenen Punkt B,, das andere den von D, jy ‘ ~~ RB 
verschiedenen Punkt C,. Die Punkte A, und <j 
D, kénnen demnach nicht zusammenfallen. { Pp ae 


Dem Querschnitte APQC des Gebietes G ent- | " 
spricht ferner in der z-Ebene ein Weg, der | 
den Kreis |z|<1 in zwei Gebiete zerlegt und | 
die Punkte A, und C, verbindet. Das eine 
dieser Gebiete enthilt den von A, verschie- ™ 
denen Punkt B,, das andere zwei voneinander 
verschiedene Punkte M, und N,, die den End- 
punkten M und N eines kreisférmigen Querschnittes von G innerhalb 
APQC entsprechen. 

Also ist A, auch von C, verschieden; ebenso wiirde man zeigen, dab 
B, von C, und D, verschieden ist, womit unsere Behauptung erwiesen ist. 

30. Wir kénnen jetzt zeigen, dab, wenn A, der Punkt des Einheits- 
kreises |z| = 1 ist, gegen welchen die Bilder aller gegen ein Primende E, 
des Gebietes G konvergierenden Punktfolgen konvergieren, umgekehrt, jeder 
Punktfolge des Kreises z| <1, die gegen A, konvergiert, eine Punktfolge 
des Gebietes G in der Abbildung entspricht, die gegen E, konvergiert. 

Fiir die Querschnitte g,, g.,---, die das Ende EF, definieren, kénnen 
wir namlich nach Satz VIII konzentrische Kreisbégen nehmen. Diese gehen 
dann bei der Abbildung in Querschnitte x,, x,, --- des Kreises |g <1 
iiber, von denen nach dem vorigen Paragraphen keine zwei einen gemein- 
samen Punkt haben kénnen; und da sie ineinandergeschachtelte Teilgebiete 
des Einheitskreises begrenzen, die alle den Punkt A, enthalten, sind die 
Endpunkte jedes x, von A, verschieden. Nennt man 0, die kiirzeste Ent- 
fernung zwischen A, und x,, so wird jeder Punkt des Kinheitskreises, der 
von A, um weniger als 3, abweicht, Bild eines Punktes sein, der in dem 
durch den Querschnitt g, bestimmten Teilgebiete g, der Kette liegt. 


"ilies ciel 
Fig. 5. 
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Jeder Punktmenge, die im Kreise|z, <1 liegt und gegen A, konvergiert, 
wird also im Gebiete G eine Punktmenge entsprechen, die gegen das Prim- 
ende E, konvergiert. 

31. Es sei jetzt A, ein beliebiger Punkt des Kreises z| = 1 und 
(14) By, Bg, °° %y Bgy 
eine Folge von Punkten, die in |z <1 liegen und gegen A, konvergieren; 
ferner bezeichnen wir mit 


(15) H,, My, -**, @,° 
die Bilder dieser Punkte im Gebiete G, dann kénnen wir aus (15) nach 
dem Satze VII eine Teilfolge 

Uy» Ur” 
aussondern, die gegen ein Primende E, konvergiert, weil (15) keinen 
Hiaufungspunkt im Inneren von G enthialt. Die entsprechenden Punkte der 
Folge (14) 

ae 
konvergieren aber nach Voraussetzung gegen A,, also muB nach § 25 der 
Punkt A, dem Primende E, entsprechen und, nach unserem letzten Re- 
sultate, die Punktfolge (15) selbst gegen das Primende E, konvergieren. 

Wir sehen also, daB jedem Punkte des Kreises |z|=1 ein Prim- 
ende E, des Gebietes G entspricht. Dieses Primende ist eindeutig definiert, 
da nach Satz X (§ 22) eine Punktfolge nicht zugleich gegen zwei ver- 
schiedene Primenden konvergieren kann. 

Diese Resultate lassen sich folgendermaBen aussprechen: 

Satz XII. Bei jeder konformen Abbildung des Inneren eines einfach 
zusammenhiingenden Gebietes G auf das Innere des Kreises |z|<1 ent- 
sprechen die Primenden des Gebietes G und die Randpunkte des Kreises 
einander eineindeutig. Jeder Punktfolge von G, die gegen ein Primende E, 
konvergiert, entspricht eine Punktfolge von |\z|< 1, die gegen das Bild von 
E,, konvergiert, und umgekehrt. 

Hieraus folgt unmittelbar: 

Satz XIV. Die Primenden eines einfach zusammenhdngenden Gebietes G 
sind zyklisch geordnet. 

Sind G und H zwei ganz im Endlichen liegende einfach zusammen- 
hiingende Gebiete, so kann man jede konforme Abbildung des Inneren 
von G auf das Innere von H realisieren, indem man zuerst G auf einen 
Kreis K und dann K auf das Gebiet H konform abbildet. Bei diesen 
Abbildungen entspricht jedem Primende von G@ ein Punkt von K und 
jedem Punkte von K ein Primende von H. 

Wir haben demnach den Satz: 

Satz XV. Bei jeder konformen Abbildung des Inneren von zwei em- 
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fach zusammenhdngenden Gebieten G und H aufeinander, entsprechen die 
Primenden dieser Gebiete eineindeutig einander*). 

Bemerkung. Die Sitze XIII und XV enthalten einen sehr bemerkens- 
werten Satz der Analysis Situs, dessen direkter Beweis nicht auf der Hand 
liegt. Sie zeigen namlich, daB es immer méglich ist das Innere von zwei 
einfach zusammenhingenden Gebieten eineindeutig und stetig derart auf- 
einander abzubilden, daB die Primenden dieser Gebiete eineindeutig einander 
entsprechen. 


Kapitel I. 


Erreichbarkeit und Vielfachheit. 


32. In diesem Kapitel wollen wir vor Allem die méglichen Gestalten 
der Primenden geometrisch untersuchen. 

Die einfachsten Primenden, diejenigen, denen man immer begegnet, 
wenn die Begrenzung des Gebietes aus einer reguliren analytischen Kurve 
(oder allgemeiner aus einer Jordanschen Kurve) besteht, enthalten einen 
einzigen Punkt; diese Primenden wollen wir zuerst betrachten und Prim- 
enden erster Art nennen. 

Es sei also E, ein Primende, das den Punkt ¢ der Begrenzung von G 
und sonst keinen anderen Punkt enthilt; ferner seien k,, k,,--- die 
konzentrischen kreisférmigen Querschnitte einer Kette, die E, bestimmt, 
und 9,, 9:,°** die entsprechende Kette von Teilgebieten des Gebietes G. 

Jede Punktfolge, die gegen HE, konvergiert, muB nach der Defi- 
nition 1V des § 11 im gewdhnlichen Sinne gegen « konvergieren. 
Hieraus folgt, daB jeder Kreis, der ¢ zum Mittelpunkte hat, siimtliche g, 
der Kette von einem gewissen » ab enthalten muB, oder nach der Defi- 
nition I des § 11, daB jeder derartige Kreis das Ende EF, enthalten muB. 
Im entgegengesetzten Falle wiirde ein Kreis um ¢ als Mittelpunkt existieren, 
derart, daB in jedem g, Punkte liegen, die nicht in diesem Kreise ent- 
halten sind, und diese Punkte wiirden Hiufungspunkte haben, die von « 
verschieden sind. 





*) Man fiihre folgende Definition ein: Hine Folge von unendlich vielen Prim- 


enden FE, E,,--- soll konvergent heiBen, wenn ein Primende HE, existiert, das 


durch die Kette von Gebieten k,, ky, ++ bestimmt sein mag, derart daB simtliche 
E,. Es -++ mit Ausnahme von hdchstens einer endlichen Anzahl unter ihnen in jedem 
k,, k,,--+ enthalten sind. Das Primende E,, soll die Grenze der Folge E,; E,,, ty 
heiBen. ; 


Dann kann man leicht einsehen, daB im Satze XV jeder konvergenten Folge 
von Primenden des Gebietes G eine konvergente Folge von Primenden des Gebietes H 
entspricht und umgekehrt. Die eineindeutige Beziehung dieser Primenden aufeinan- 
der ist mit anderen Worten stetig. 
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Insbesondere miissen die Querschnitte /,, k,,--- ebenfalls gegen « 
konvergieren, und der gemeinsame Mittelpunkt der Kreise, auf denen diese 
Querschnitte liegen, mu8 mit ¢ zusammenfallen. 

Ist umgekehrt ein Ende in jeder beliebigen Umgebung eines Punktes « 
enthalten, so muB dieses Ende ein Primende E, sein, das keinen anderen 
Punkt als « enthiilt. 


33 Verbinden wir nun einen Punkt O des Gebietes G, der auBerhalb 


g, liegt, mit einem inneren Punkte P, des Querschnittes k, unserer Kette, 
durch einen geradlinigen Streckenzug, der in G (aber nicht in g,) verliuft, 
hierauf P, mit einem inneren Punkte P, von k,, durch einen geradlinigen 
Streckenzug, der in g, aber nicht in g, verliuft usf., so erhalten wir 
schlieBlich einen Kinschnitt s des Gebietes G, der den Punkt O mit dem 
Punkte « verbindet. Dieser Einschnitt s hat nach seiner Konstruktion die 
Eigenschaft, daB jede Punktmenge, die auf s liegt und gegen « konvergiert, 
auch gegen das Primende EF, konvergiert. Wir werden diese Eigenschaft 
eines Einschnitts gewéhnlich dadurch kurz ausdriicken, daB wir sagen, dab 
der Einschnitt s gegen das Primende E,, konvergiert. 

Definition. Ist ein Punkt «, der im Primende E, enthalten ist, End- 
punkt eines Einschnittes s, der gegen das Primende E, konvergiert, so soll 
é ein erreichbarer Punkt des Primendes E, genannt werden. 

Unsere bisherigen Resultate lassen sich folgendermaBen zusammen- 
fassen: 

Satz XVI. Eine notwendige und hinreichende Bedingung, damit ein 
Primende E,, einen einzigen Punkt ¢ enthalte, besteht darin, dap die Gebiete 
ty» Ge, ++ einer Kette, die E, definiert, gegen den Punkt « konvergieren. Der 
Punkt « ist immer ein erreichbarer Punkt des betreffenden Primendes. 

34. Es gibt Primenden, die aus mebr als einem Punkte bestehen und 
einen erreichbaren Punkt enthalten. Betrachten wir z. B. das Gebiet, das 
zwischen den vier Linien 


jf, a=l, 
ly=— l, y=l+e2+sin— 
x 
liegt, und in diesem das Primende, gegen welches der Einschnitt 


y=0, 0<a<+ 


konvergiert. Man tiberzeugt sich leicht, daB dieses Primende die Punkte 
der Strecke 

z=0, Osy<2 
enthalt, und daB unter diesen der Anfangspunkt der Koordinaten ein er- 
reichbarer Punkt des Primendes ist. 
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Wir wollen derartige Primenden, die mindestens einen erreichbaren 
Punkt enthalten, niher untersuchen und sie kurz Primenden zweiter Art 
nennen. 

Es ist sehr leicht einzusehen, daS jedem Einschnitte s, der einen 
inneren Punkt O des Gebietes G mit einem Punkte «¢ der Begrenzung 
dieses Gebietes verbindet, eimdeutig ein Primende erster oder zweiter Art 
zugeordnet ist. 

Ist nimlich P,, P,,--- eine Punktfolge, die auf s liegt und gegen « 


konvergiert, so kann man aus ihr eine Teilfolge P,’, P,’, --- aussondern, 
die gegen ein Primende E, konvergiert (Satz VII). 
Sind g,, d@, °°: eine Kette von Querschnitten und g,, g,,+-- die ent- 


sprechende Kette von Gebieten, die E, definieren, so kann man von den 
q, Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit verlangen, daB sie gegen einen 
Punkt  konvergieren, und da8 keiner von ihnen den Punkt « enthalte. 

Von einem gewissen P’ ab wird also der Teil des Einschnittes s, 
der zwischen P;, und ¢ liegt, ganz innerhalb eines beliebig gegebenen g, 
verlaufen, woraus folgt, daB jede Punktfolge die auf s gegen ¢ konvergiert, 
auch gegen E, konvergieren muB. Der Einschnitt s konvergiert also gegen 
ein Primende E,, das aber andererseits eindeutig bestimmt ist, da nur ein 
Primende existiert, gegen welches P,’, P,’,--- konvergieren. 

Ferner besitzt von einem gewissen ab jeder Querschnitt g, min- 
destens einen Punkt auf s, da gewisse Punkte der Folge P,, P,, --- 
auBerhalb und andere innerhalb des entsprechenden Gebietes g, liegen. 
Hieraus folgt, daB der Punkt @, gegen welchen die Kette g,, q,,--- kon- 
vergiert, mit ¢ zusammenfallen muB. Ein Primende kann daher nie mehr 
als einen erreichbaren Punkt enthalten. Zusammenfassend kinnen wir 
also sagen: 

Satz XVII. Jedem FEinschnitte des Gebietes G ist eindeutig ein Prim- 
ende E, zugeordnet, gegen welches der Einschnitt konvergiert, und das daher 
einen erreichbaren Punkt « besitzt. 

Jede gegen einen Punkt konvergierende Kette von Querschnitten, die E, 
definiert, muB notwendig gegen « konvergieren. 

Satz XVIII. Ein Primende enthilt hochstens einen erreichbaren Punkt. 

35. Die obigen Schliisse fiihren naturgemaB dazu, die Punkte, die in 
einem beliebigen Primende FE, enthalten sind, in zwei Klassen zu zerlegen: 

Die Punkte 2 des Primendes E,, die nicht Grenzpunkte einer gegen 
einen Punkt konvergierenden und E, definierenden Kette von Querschnitten 
sein kénnen, sollen Nebenpunkte des Primendes FE, genannt werden. 
Kein erreichbarer Punkt von EZ, kann mit einem dieser Punkte zusam- 
menfallen. 

Die Punkte m dagegen, gegen welche mindestens eine Kette von 
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Querschnitten konvergiert, die das Primende E, definiert, sollen Haupt- 
punkte des Primendes E, genannt werden. 

Unser Satz VIII (§ 21) besagt, daB in jedem Primende mindestens 
ein Hauptpunkt enthalten ist. Ferner lehren unsere letzten Resultate, daB 
ein Primende zweiter Art, das mehr als einen Punkt enthalt, auBer dem 
einen erreichbaren, lauter Nebenpunkte enthalten muB. 

Man kann sehr leicht Beispiele von Primenden angeben, die keinen 
erreichbaren Punkt enthalten, also weder erster noch zweiter Art sein 
kénnen; dies ist namlich immer der Fall, wenn zwei Ketten von Quer- 
schnitten existieren, die gegen dasselbe Primende, aber nicht gegen den- 
selben Punkt konvergieren. 

Betrachten wir z. B. das Gebiet, das zwischen den vier Linien 


z=0, z2=1 


1 - & 1 - # 
y= ,+sm_, go->7G— 


liegt. Dieses Gebiet enthilt ein Primende, gegen welches die Punktfolge 


z—7, y=0 (n=2,3,---) 
konvergiert. 

Man iiberzeugt sich leicht, daB auf jeder Parallelen zur x-Achse, die 
zwischen den Geraden y — und y= —> liegt, eine Kette von Quer- 
schnitten konstruiert werden kann, die gegen dieses Primende und gegen 
einen Punkt der y-Achse konvergiert. Die Punkte der Strecke x = 0, 


— = <y< = sind demnach nicht erreichbare Hauptpunkte unseres Prim- 
endes. 

36. Die Hauptpunkte eines Primendes besitzen eine Eigenschaft sehr 
allgemeiner Natur, die uns zu einer Untersuchung fiihren wird, welche 
der Theorie der Primenden einen gewissen Abschlu8 verleiht. 

Es sei G* ein ganz beliebiges einfach zusammenhingendes Gebiet, 
das ganz im Inneren unseres Gebfetes G liegt, und von dem nur voraus- 
gesetzt wird, daB in seinem Inneren eine Folge P,’, P,’, --- von Punkten 
existiert, welche gegen ein Primende E, von G konvergiert. Aus dieser 
Folge 1aBt sich nach unserem Satze VII (§ 21) mindestens eine Teilfolge 
P,, P,, +++ aussondern, die gegen ein Primende E,* von G* konvergiert. 
Wir wollen zeigen, dap E,* sdimtliche Hauptpunkte von E, enthiilt. 

Ist @ irgend ein Hauptpunkt von E,, so. gibt es nach Definition 
eine Kette von Querschnitten q,, g,,---, die E, bestimmen und gegen 
konvergieren. 

Man kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dab P, 
und P, durch g,, P, und P, durch g,, und allgemein, daB P,, und P 


m+1 
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durch g,, getrennt werden, da man diese letzte Voraussetzung durch Aus- 
lassen von gewissen Querschnitten der Kette und von gewissen Punkten 
der Folge P,, P,,--- immer erzwingen kann. Es sei jetzt durch g,*, g,*, --- 
eine Kette von Teilgebieten des Gebietes G* bezeichnet, die das Prim- 
ende _ definieren. Da die Punktfolge P,, P,, --- gegen das Primende E* 
konvergiert, liegen in jedem g* mindestens zwei aufeinanderfolgende 
Punkte P,, und FP... 41 dieser Folge. Ein Streckenzug, der innerhalb g* 
verliuft und P,, mit P,, ,, verbindet, liegt aber ganz in G und mub 
daher den Querschnitt q,, in einem Punkte Q, treffen, der also auch in 
g* liegt. Wenn die ganze Zahl m gegen Unendlich konvergiert, miissen 
die Zahlen m, iiber alle Grenzen wachsen. Die Punkte Q,, Q,,--- kon- 
vergieren demnach gegen den Punkt @; andererseits konvergiert diese 
letzte Punktfolge (nach ihrer Konstruktion) auch gegen das Primende E,* 
und der Punkt @ ist daher in E,* enthalten, w. z. b. w. 

Bemerkung. Wir haben nicht bewiesen, dab @ ein Hauptpunkt des 
Primendes E,* ist; man kann im Gegenteil an Beispielen sehen, daB dies 
nicht immer der Fall zu sein braucht 

Der Satz, den wir soeben bewiesen haben, lautet: 

Satz XVIII Jedes Primende E,* eines beliebigen Teilgebietes G* von 
G, das nicht auBerhalb eines Primendes E, des Gebietes G liegt, muB séimt- 
liche Hauptpunkte @ des Primendes E, enthalten. 

Wir wollen jetzt versuchen, G* so zu bestimmen, daB das Ende E,* 
auBer den Hauptpunkten @, die es notwendig enthalten muf, keinen 
weiteren Punkt enthilt. 

37. Wir bemerken zuerst, daB die Hauptpunkte eines Primendes 
immer eine abgeschlossene Punktmenge bilden. Es seien nimlich @,, @,,--- 
unendlich viele Hauptpunkte des Primendes E,, die gegen einen Punkt o 
konvergieren, der in E, enthalten ist (Satz IV); von diesem miissen wir 
zeigen, daB er auch ein Hauptpunkt ist. Wir benutzen dazu eine Kon- 
struktion, die derjenigen des § 15 ganz analog ist. 

Nach Voraussetzung kann man das Ende EF, durch eine Kette von 
Querschnitten 

Umi» Ima» *** 
darstellen, die auf konzentrischen Kreisen liegen und gegen ihren gemein- 
samen Mittelpunkt ,, konvergieren. 

Wir bezeichnen wieder mit 


Imi» Ima» *** 
die entsprechende Kette von Teilgebieten von G. 
Nun wiahle man in der Kette 


Qi1» Vis» *** 
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einen Querschnitt g,, , dessen Radius kleiner als 1 sei, hierauf in der Kette 


Geir Yaa» * 
einen Querschnitt g,,, dessen Radius kleiner als ; sei und der auBerdem 
im Inneren der Gebiete g,, und g,,, liegt, dann in der folgenden Kette einen 


Querschnitt q,,,, dessen Radius kleiner als : ist und der innerhalb der 
Gebiete g,, und g,, liegt, usf. 
Die Querschnitte 
Gin,» Tan.> Ian °°” 
definieren eine Kette; sie konvergieren auBerdem gegen den Punkt » und 
das Primende, das diese Kette bestimmt, ist in FE, enthalten (also mit E, 
identisch). Also ist » ein Hauptpunkt von £,. 

38. Da die Hauptpunkte eines Primendes FE, nach vorhergehendem 
immer eine abgeschlossene Punktmenge bilden, so ist der Abstand eines 
jeden Punktes a der Begrenzung von G, der zu dieser Punktmenge nicht 
gehért, gleich einer von Null verschiedenen Zahl é. Wir wollen ein Teil- 
gebiet G“) von G konstruieren, fiir welches ein Primende E,“), das nicht 
auBerhalb EF, liegt, den Punkt « nicht enthiilt. 


Zu diesem Zwecke beschreiben wir einen Kreis x, der den Radius $ 


und den Mittelpunkt « besitzt. Dieser Kreis wird eine endliche oder un- 
endliche Anzahl von abzahlbar vielen Querschnitten 
J, of, «++, BA o 2 

des Gebietes G enthalten. 

Es sei ferner g,, q,,--- eine Kette von Querschnitten, durch welche 
E, bestimmt wird, und die gegen einen Hauptpunkt  konvergieren, und 
91» Ja, °** ie entsprechende Kette von Teilgebieten von G. 

Fiir ein hinreichend groBes m, werden nach Konstruktion die Quer- 
schnitte 

Yn,» In, 449 °° * 

mit keinem einzigen der x’, x”, --- einen Punkt gemeinsam haben, da der 


Abstand des Punktes » vom Kreise x mindestens S betrigt. AuBerdem 


kann es in der Folge der g,, 9,.,:,°** unméglich unendlich viele Paare 
von aufeinanderfolgenden Querschnitten g, ,., Yn,4m41 geben, die durch 
ein x”) voneinander getrennt werden; in diesem Falle miBten nimlich die 
betreffenden x) eine Kette bilden, die das Primende E, bestimmt, und 
man wiirde aus dieser Kette eine Teilfolge aussondern kénnen, die gegen 
einen Punkt des Kreises x konvergiert. Dieser Punkt miiBte entgegen der 
Voraussetzung ein Hauptpunkt des Primendes E, sein, da die zuletzt kon- 
struierte Teilfolge nach § 12 ebenfalls eine Kette ist, die E, definiert. 
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Wir kénnen also eine Zahl n, >, finden, sodaB unter den Quer- 
schnitten 


qn.) Yng +19 ae 


keine zwei existieren, die von irgend einem x) getrennt werden. 

Es sei jetzt v eine ganze positive, fest gewiahlte Zahl, die gréBer als 
n,, aber sonst beliebig ist. 

Wenn das Gebiet g, der Kette g,, 9,,---, die E, definiert, keinen 
einzigen der Querschnitte x’, x”, --- enthalt, wird jeder innere Punkt 
von g, auBerhalb des Kreises x liegen. In der Tat: das Gebiet g, enthilt 


Punkte, die von @ um weniger als ‘ abweichen, und die daher auBer- 


halb des Kreises x liegen; wiirde nun g, einen Punkt P im Inneren von x 
besitzen, so miiBte mindestens ein innerer Punkt von g, auf der Kreis- 
peripherie x liegen, also entgegen der Vorausetzung mindestens ein Quer- 
schnitt x” in g, verlaufen. In diesem Falle wiirde schon das Primende 
E, den Punkt « nicht enthalten und wir kénnen fiir das Gebiet G, das 
wir bestimmen wollen, einfach unser urspriingliches Gebiet wihlen. 

Wir nehmen also an, es gibt eine endliche oder unendliche Anzahl 
von x”, die in g, liegen; wir bezeichnen sie der Reihe nach mit 


Hy Hg, °° *y Hyy* 


Die Querschnitte x,, x,,--- haben folgende Eigenschaften: 

a) sie liegen alle auf dem Kreise x; folglich konvergiert ihre Linge 
gegen Null, wenn » unendlich wird, 

b) sie haben mit keinem Querschnitte qg,, g,,:--+ eimen (inneren) 
Punkt gemeinsam [in der Tat ist nach Konstruktion diese Eigenschaft 
fiir die Querschnitte g,, q,,,,-°°-° erfillt und q,, q,,---, 9,_, liegen auBer- 
halb des Gebietes g,, das simtliche x, enthiilt}, 

c) kein einziges x,, trennt zwei beliebige Querschnitte g, und g,,, 
voneinander. 

Fiigen wir zu der Begrenzung y des Gebietes G die Querschnitte 
%;, %,-°~** hinzu, so erhalten wir eine abgeschlossene Punktmenge. Die 
Punkte der Ebene, die nicht zu dieser Menge gehéren, bilden eine end- 
liche oder abzaihlbare Anzahl von Gebieten, deren Begrenzungen aus Teilen 
von y und aus gewissen x,, bestehen. 

Wir bezeichnen mit G@ dasjenige dieser Komplementiirgebiete von 
{y+%,+%,+---}, das g, enthiilt; das Gebiet G@ ist ein Teilgebiet 
von G, und ich behaupte, daB G simtliche Querschnitte g, enthalt. Ein 
geradliniger Streckenzug s, der ganz in G verliuft und g, mit qg, verbindet, 
wird den Kreis x héchstens in einer endlichen Anzahl von Punkten treffen. 
Es gibt also héchstens endlich viele x,, die mit s einen Punkt gemein- 














358 C. Canatntopory. 


sam haben und die iibrigen (die mit y eine abgeschlossene Menge bilden) 
haben einen von Null verschiedenen Abstand von s. Nach dem § 6 
werden wir, da qg, und q, durch kein x, getrennt werden, unseren Weg s 
durch einen Weg s’ ersetzen kénnen, der ganz in G verliuft und keinen 
einzigen der Querschnitte x,, x,, --- trifft. Hiermit ist unsere Behauptung 
bewiesen. 

Endlich sieht man, daB G@ einfach zusammenhingend ist; ist nim- 
lich $ ein geschlossenes Polygon, das ganz in G und folglich ganz in 
G liegt, so miissen die inneren Punkte von $ lauter Punkte von G sein; 
wiirden diese Punkte nicht alle in G@ liegen, so miiBte mindestens ein 
kreisférmiger Querschnitt x,, einen Punkt im Inneren von $ und folglich 
auch entgegen der Voraussetzung einen Punkt auf $ haben. 

39. Die Querschnitte g,, q,,--- des Gebietes G, die wir bisher be- 
trachtet haben, sind nach unserer Konstruktion auch Querschnitte des Ge- 
bietes G@, das wir soeben gebildet haben. Man sieht fast unmittelbar 
ein, daB sie auch hier eine Kette bilden, weil von drei aufeinanderfolgenden 
Gn—1» In» Ing1 488 mittlere, auch in G, die beiden anderen voneinander 
trennt. [Wire dies nicht der Fall, so wiirde ein Weg in G und folg- 
lich in G existieren, der g,_, mit g,,, verbindet und q, nicht trifft.] 

Die Kette g,, q,,--- bestimmt in G ein Primende E™ das folgende 
drei Eigenschaften besitzt: 

a) es ist in E, enthalten: in der Tat, nennt man g, dasjenige Teil- 
gebiet von G®, das durch g, bestimmt wird und das Primende FE, ent- 
halt, so ist nach unserer Konstruktion fiir » >v immer g, in g, ent- 
halten. 

Insbesondere wird also jede Punktfolge, die gegen E, konvergiert, 
auch gegen EF, konvergieren. (§ 13.) 

b) Das Primende £, enthilt keinen Punkt, der von den gegebenen 


Punkte @ um weniger als 4 entfernt ist: das Gebiet g,, das FE, ent- 


halt, besitzt niimlich nach unserer Konstruktion keinen einzigen derartigen 
Punkt. 

c) Die Hauptpunkte von FE, sind identisch mit denjenigen von £,. 

Es muf dazu gezeigt werden, daB simtliche Hauptpunkte von EF, 
auch Hauptunkte von EF, sind und umgekehrt. 

Es seien q,', ds, 9s, -** Querschnitte von G, die gegen einen Punkt o’ 
konvergieren und das Primende EF, bestimmen. Zu beweisen ist, dab 
@ ein Hauptpunkt von EZ, ist. Wiirde o’ mit unserem friiheren @ zu- 
sammenfallen, so ist die Behauptung evident; ist aber w’ von @ ver- 
schieden, so kénnen wir voraussetzen, daB die Kette q,’, g,’,--- mit unseren 
friiheren Querschnitten q,, q,,--- keimen gemeinsamen Punkt besitzt. 
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AuBerdem ist es keine Beschrinkung der Allgemeinheit, vorauszusetzen, 
daB (im Gebiete G@) gq,’ die Querschnitte g, und gq, trennt, g,’ die Quer- 
schnitte g, und g, und allgemein q/ die Querschnitte g, und qg,,,, da man 
dies immer durch Weglassen gewisser Querschnitte in jeder der beiden 
Ketten erreichen kann. 

Liegen die beiden Endpunkte eines Querschnittes q’ auf der Be- 
grenzung y des Gebietes G, so ist q’ ein Querschnitt von G; liegen aber 
diese Endpunkte, oder nur der eine von ihnen, auf Kreisbigen x,, so kann 
man q, zu einem Querschnitte von G ergiinzen, indem man an jedem der 
betreffenden Endpunkte q; durch ein Stiick dieser Kreisbégen verlingert. In 
jedem Falle erhalt man einen Querschnitt von G, der die Querschnitte q, 
von q,., trennt, denn es gibt einen Streckenzug in G@ und folglich in 
G der q, mit q,,, verbindet und q/ (oder den durch Kreisbégen ergiinzten 
Querschnitt) in einem einzigen Punkte durchschueidet. Die Gesamtheit 
der Querschnitte, die aus q,’, g,,--- hervorgehen, bildet also eine Kette, 
die das Primende E, definiert, und die tibrigens gegen w’ konvergiert, 
weil die ergiinzenden Kreisbogenstiicke, falls unendlich viele von ihnen in 
der Konstruktion vorkommen sollten, mit wachsendem m» unendlich klein 
werden. Also ist o', wie zu beweisen war, ein Hauptpunkt von E,. Ganz 
analoge Uberlegungen zeigen, da8 die Hauptpunkte von FE, unter die von 
E, fallen. 

Eine letzte Eigenschaft von G, die wir ebenfalls benutzen werden, 
beruht auf der Tatsache, daB simtliche kreisférmigen Querschnitte 

yy Xqy °° *y 
die wir zur Konstruktion von G gebraucht haben, im Teilgebiete g, 
liegen, wo v eine willkiirliche aber hinreichend groBe, feste, positive Zahl 
bedeutete. Hieraus folgt, daB dasjenige Teilgebiet von G, das durch q, be- 
stimmt wird und das Primende E, nicht enthdlt, ganz in G@ liegen muf. 

40. Die Punkte, die in einem Primende E, des Gebietes G enthalten 
sind, bilden nach Satz IV, wenn LZ, nicht aus einem einzigen Punkte be- 
steht (§ 32), eine perfekte zusammenhingende Punktmenge. Wir be- 
trachten eine abzihlbare Menge von Punkten, die in FE, enthalten ist 
und dort iiberall dicht liegt, d. h. die Eigenschaft hat, daB jeder Punkt 
von EF, Hiufungspunkt von Punkten dieser abzihlbaren Menge ist, und 
bezeichnen mit 


@,, M, Gs, °° 
diejenigen Punkte dieser Punktfolge, die Nebenpunkte von £, sind. 
Die Abstiinde 4,, 6,, 6,,--- dieser Punkte von der abgeschlossenen 
Menge der Hauptpunkte von FE, sind simtlich von Null verschieden. 
Nun kann man nach obigem ein Teilgebiet G® von G finden und 
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in diesem ein Primende E,), das in E, enthalten ist, aber keinen Punkt 
enthalt, der von a, um weniger als 4 abweicht. 
Die Querschnitte 9,,q,--- von G, die E, definieren, sind nach 
unserer Konstruktion, alle in G® enthalten und bestimmen eine Kette 
9,™, 9,", * 60 


von Teilgebieten von G,, die gegen EF, konvergiert. Die Hauptpunkte 
von EF,” sind, wie wir unter § 39c) bewiesen haben, in den Haupt- 
punkten von FE, enthalten, und ihr Abstand von den Punkten a,, ay, --- 
ist ebenfalls mindestens 0,, ,, -- -. 

Wir kénnen also nach derselben Konstruktion ein Teilgebiet G® von 
G bestimmen, das ein Primende E,® besitzt, welches in FE, enthalten 


ist und keinen Punkt enthalt, der von a, um weniger als Ss abweicht. 


Die Querschnitte g,, q,,--- bestimmen wiederum eine Kette von Teil- 
gebieten von G 


I, 95°”, rey 


die gegen FE, konvergiert; ferner sind die Hauptpunkte von EH, unter 
den Hauptpunkten von FE, enthalten. 
Man kann also auf diese Weise fortfahren und eine Folge von un- 
endlich vielen Gebieten 
GM, GM... Go, ... 


bestimmen, von denen jedes im vorhergehenden enthalten ist. Der Durch- 
schnitt G* aller dieser Gebiete (d. h. die Gesamtheit der Punkte, die im 
Inneren eines jeden G™ enthalten sind) existiert immer, da mindestens 
die Querschnitte qg,,q,,--- in dieser Punktmenge enthalten sind. Die 
Punktmenge G* ist aber nicht notwendigerweise ein Gebiet, wenn wir 
nicht bei der Konstruktion der G™) eine gewisse VorsichtsmaBregel be- 
obachten: Wir wollen festsetzen, daB die Zahl v, fiir welche wir im § 38 
eine untere Schranke gefunden haben, bei der Konstruktion des n*® Ge- 
bietes G™ gréBer als » genommen werden muB. 

Dann ist es sehr leicht zu zeigen, dab G* den drei Eigenschaften 
des § 3 geniigt, d. h. dab G* ein einfach zusammenhingendes Gebiet ist. 

Es seien P und Q zwei beliebige Punkte, die in G* enthalten sind; 
da G* in G enthalten ist, so liegen P und Q auch in G und es kann 
nach Satz XII die ganze Zahl » so groB gewihlt werden, daB weder P 
noch Q im Gebiete g, der Kette g,,9,,--+, die E, bestimmt, ent- 
halten sind. 

Nun betrachte man das Gebiet G™ unserer Folge und bemerke, daB 
das Gebiet g™, das der Querschnitt g, in G™ bestimmt, in g, enthalten 
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ist, sodaB man innerhalb G” P mit Q durch einen Streckenzug s ver- 
binden kann, der in keinem Punkte das Gebiet g” beriihrt. Dann lehrt 
die letzte Bemerkung des § 39, daB das Gebiet, das g, in G™ bestimmt 
und das von g® verschieden ist, in sémtlichen G"*+, G+, ..- und folg- 
lich in G* enthalten ist, weil bei der Konstruktion dieser Gebiete v >n 
genommen wird. Also sind P und @ innere Punkte von G* und der 
Streckenzug s liegt ebenfalls in G*. 

Eine ganz analoge SchluBweise wiirde zeigen, daB G* einfach zusam- 
menhangend ist. 

Die Querschnitte g,, q,,--- sind Querschnitte des Gebietes G* und 
bilden in diesem Gebiete eine Kette, die gegen ein Primende E.* kon- 
vergiert. Dieses Primende ist, wie man sieht, in E, enthalten und ent- 


Se abweicht. Ist jetzt Q 
ein beliebiger Nebenpunkt von EF, und d der Abstand zwischen 2 und 


den Hauptpunkten dieses Primendes, so wihle man ein a,, dessen Ab- 


halt keinen Punkt, der von a, um weniger als 


stand von 2 kleiner als die GréBe . ist; das entsprechende 6, ist dann 
20d 


gréBer als = 


als ce. Der Punkt Q ist also im Primende E* nicht enthalten. 


Hiermit ist bewiesen, daB E,* ausschlieBlich aus Hauptpunkten von 
E, besteht. 

41. Nun kénnen wir leicht einsehen, daB die Punkte, die in E,* ent- 
halten sind, nicht nur fiir Z,, sondern auch fiir E,* Hauptpunkte sind, 
d. h., daB das Primende E,* keinen einzigen Nebenpunkt enthilt. Wiirde 
letzteres niimlich der Fall sein, so kénnte man ein Teilgebiet G** von 
G* finden und in diesem ein Primende E,**, das in E,* enthalten ist, 
und die Nebenpunkte von E,* nicht enthilt. Da aber G* ein Teilgebiet 
von G sein miiBte, und das Primende Z,**, nicht auBerhalb FL, liegt, 
so muB nach Satz XVIII jeder Hauptpunkt von FE, also jeder Punkt 
von E,* in E,** enthalten sein, was einen Widerspruch liefert. Wir kénnen 
also folgendes Resultat aussprechen: 

Satz XIX. Man kann Teilgebiete G* des Gebietes G finden, von denen 
ein Primende E,*, das im Primende E, des Gebietes G enthalten ist, keinen 
einzigen Nebenpunkt von E, enthélt. Stimtliche Punkte von E,* sind Haupt- 
punkte dieses Primendes. 

42. Ist ein einziger Hauptpunkt im Primende LF, enthalten, so wird 
E* aus einem einzigen (fiir dieses Primende) erreichbaren Punkt bestehen 
(§ 33). Es gibt also einen Einschnitt von G* (der auch ein Einschnitt 
von G sein muB), der gegen E,* und folglich gegen E, konvergiert. Der 
Punkt @ ist also ein erreichbarer Punkt des Primendes E,. In jedem 


und der Abstand zwischen Q und a, ist also sicher kleiner 
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anderen Falle sehen wir aus dem Satze IV, daB die Punkte von E* eine 
perfekte zusammenhingende Punktmenge bilden und kénnen sagen: 

Satz XX. Jedes Primende E, enthiilt entweder einen einzigen er- 
reichbaren oder unendlich viele nicht erreichbare Hauptpunkte, die ein Kon- 
tinuum bilden. 

Wir kénnen also folgende vier mégliche Typen von Primenden unter- 
scheiden: 

1. Ein Primende erster Art besteht aus einem einzigen erreichbaren 
Punkte. 

2. Ein Primende zweiter Art besteht aus einem erreichbaren Haupt- 
punkt und aus unendlich vielen unerreichbaren Nebenpunkten. 

3. Ein Primende dritter Art besteht aus einem Kontinuum von lauter 
nicht erreichbaren Hauptpunkten und enthilt keinen Nebenpunkt. 

4. Ein Primende vierter Art enthalt ein Kontinuum von nicht erreich- 
baren Hauptpunkten und unendlich viele ebenfalls unerreichbare Neben- 
punkte. 

Jedes Primende muB in eine dieser vier Klassen fallen. 

43. Im Gebiete G*, das wir im § 41 gebildet haben, betrachten wir 
eine Kure ¢, die in einem beliebigen inneren Punkte O des Gebietes G* 
beginnt und ,gegen das Primende L,* konvergiert“, d. h. von der Eigen- 
schaft, daB jede Punktfolge, die aus unendlich vielen auf dieser Kurve 
liegenden Punkten besteht immer gegen L* konvergieren muB, wenn sie 
keinen Hiiufungspunkt im Inneren von G* besitzt. [Eine derartige Kurve, 
die man tibrigens auch direkt sehr leicht konstruieren kann, ist z. B. 
nach Satz XIII das Bild eines Radius des Einheitskreises, auf den man 
G* konform abgebildet hat.] Da sowohl das Gebiet G* in G als auch 
das Primende E,* in E, liegt, ist ¢ eine Kurve von G, die gegen EF, kon- 
vergiert und von jedem Punkte des Randes y von G, der von einem 
Hauptpunkte von EF verschieden ist, eine endliche Entfernung hat. 

Andererseits aber mu8 jede Kurve c, die in G verliuft und im obigen 
Sinne gegen EF, konvergiert, jeden Hauptpunkt von EF, approximieren, 
da sie unendlich. viele Querschnitte einer Kette, die gegen  konvergiert, 
durchschneiden muB. 

Die Hauptpunkte eines Primendes bilden also die kleinste Punktmenge, 
die eine gegen dieses Primende konvergierende Kurve approximieren muf.*) 

44. Ein Punkt der Begrenzung y des Gebietes G soll einfacher Punkt 


*) Dieser Satz zeigt, daB die Hauptpunkte unserer Primenden mit den Punkten 
identisch sind, die Herr Study auf der 8S. 64 seines oben zitierten Werkes be- 
trachtet hat. 
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von y genannt werden, wenn er in einem einzigen Primende enthalten 
ist, mehrfacher Punkt dagegen, wenn er in mehreren Primenden liegt. 


Die Vielfachheit eines Punktes A der Begrenzung von G werden wir 
naturgemaéB durch die Anzahl der verschiedenen Primenden, die den 
Punkt A enthalten, definieren, so lange diese Anzahl eine endliche Zahl 
ist. Gibt es unendlich viele verschiedene Primenden, die A enthalten, so 
werden wir noch zwei Fille unterscheiden kénnen, je nachdem diese Menge 
von Primenden abzahlbar ist oder nicht. 


DaB die betreffende Menge von Primenden auch die Machtigkeit des 
Kontinuums haben kann, zeigt folgendes Beispiel: Im Halbkreise y > 0, 
z*+y?<1 tragen wir vom Anfangspunkte O der Koordinaten aus in 


jeder Richtung, die den Winkel > mit der positiven reellen Achse macht, 
wo p und q teilerfremde positive ganze Zahlen bedeuten und p < q ist, 
einen Vektor von der Linge : ab. Das Gebiet G soll aus allen Punkten 


des Inneren des Halbkreises bestehen, die auf keinem dieser Vektoren 
liegen. Jede Folge von Punkten, die gegen 0 konvergiert und auf einem 
Radius liegt, der einen Winkel aa mit der z-Achse macht, wo «@ eine 
irrationale Zahl ist, konvergiert gegen ein Primende des Gebietes, das den 
Punkt O enthilt. Zwei verschiedenen irrationalen Zahlen « entsprechen 
aber zwei verschiedene Primenden. Die Menge der Primenden von G, die 
den Punkt O enthalten, hat mithin die Michtigkeit des Kontinuums. 

45. Ist A ein einfacher Punkt der Begrenzung y, so wird jede Punkt- 
folge, die in G liegt und gegen A konvergiert, gegen ein Primende E,° 
konvergieren. Im entgegengesetzten Falle wiirde man nimlich zwei Punkt- 
mengen finden kénnen, die gegen A konvergieren und von denen die erste 
gegen FE, konvergiert, die zweite aber auBerhalb eines Gebietes g, liegt, 
das FE enthilt; aus dieser letzten Punktfolge wiirde man nach Satz VII 
eine Teilfolge aussondern kénnen, die gegen ein Primende FE, konvergiert, 
das notwendig von E, verschieden ist. Sowohl E, wie E, miissen aber 
den Punkt A enthalten; d. h. der Punkt A wire kein einfacher Punkt von y». 

Umgekehrt muB jeder Punkt A, der die soeben bewiesene EKigenschaft 
besitzt, ein einfacher Punkt von y sein: wiirde niimlich A in zwei Prim- 
enden E, und £, enthalten sein, so miiBten Punktfolgen existieren, die 
gegen A konvergieren und die gegen kein Primende konvergieren. 

Satz XXI. Eine notwendige und hinreichende Bedingung, damit ein 
Punkt A ein einfacher Punkt der Begrenzwng y von G sei, besteht darin, 
daB jede Punktfolge, die gegen A konvergiert, zugleich gegen ein Primende 
von G konvergiert. 

46. Es sei A ein Punkt eines Primendes E,; wir bezeichnen mit o 
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einen beliebigen Hauptpunkt desselben Primendes. Sind g und g' zwei 
beliebige kreisférmige Querschnitte von G, die keinen gemeinsamen 
Punkt besitzen, so wird mindestens der eine von ihnen, z. B. gq, den 
Punkt @ nicht enthalten. Die Gebiete g,, g,,--- einer Kette, die E, de- 
finiert und durch gegen @ konvergierende Querschnitte bestimmt wird, 
enthalten von einem gewissen g, ab keinen einzigen inneren Punkt des 
Querschnittes g; das eine der beiden Teilgebiete, die der Querschnitt g in 
G bestimmt, liegt also auBerhalb des Primendes EZ, und wird, wenn A 
ein einfacher Punkt der Begrenzung y von G ist, einen von Null ver- 
schiedenen Abstand von A besitzen. [lm entgegengesetzten Falle kénnte 
man niamlich in diesem durch g bestimmten Teilgebiete von G eine Punkt- 
folge finden, die gegen A konvergiert, ohne gegen FE, zu konvergieren, 
was dem Satze XXI widerspricht. | 

Ist dagegen A ein mehrfacher Punkt, der in den voneinander ver- 
schiedenen Primenden FE, und EF, enthalten ist, so wird, von einem ge- 
wissem » an, jedes gq, einer Kette von kreisférmigen Querschnitten, die 
z. B. E, bestimmt, zwei Teilgebiete von G erzeugen, welche beide den 
Punkt A auf ihrer Begrenzung besitzen. 

Hieraus folgt eine Definition der einfachen Punkte der Begrenzung 
eines Gebietes, die von der Bestimmung der Primenden dieses Gebietes 
unabhingig ist. 

Satz XXII Es ist notwendig und hinreichend, damit ein Punkt A ein 
einfacher Punkt der Begrenzung von G sei, daB von je zwei kreisfirmigen 
Querschnitten des Gebietes G, die keinen gemeinsamen Punkt besitzen, min- 
‘ destens der eine ein Teilgebiet von G bestimme, das A auf seiner Begrenzung 
nicht enthilt. 

Dagegen sieht man leicht ein, dab es nicht geniigen wiirde, einen 
einzigen Querschnitt zu betrachen, selbst mit der Einschrinkung, daB er 
den Punkt A nicht enthalten darf, es wire denn, man wiibte von vorn- 
herein, daB A kein unerreichbarer Punkt eines Primendes zweiter Art ist. 


Kapitel IV. 
SchluGbetrachtungen und Beispiele. 


47. Die Theorie der Primenden von allgemeinen Gebieten ist durch 
die obigen Untersuchungen zu einem gewissen Abschlusse gebracht worden. 
Uber die Art, wie sich die volle Begrenzung eines Gebietes G aus Prim- 
enden zusammensetzt, liefern die Methoden des zweiten Kapitels einigen 


AufschluB. 
So sehen wir z. B. daB jedesmal, wo die Funktion f(z), welche eine 
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konforme Abbildung des Gebietes G auf einen Kreis |z| < 1 liefert, lings 
eines Radius genommen gegen einen bestimmten Wert konvergiert, das 
Primende des Gebietes G, das dem Endpunkte dieses Radius entspricht, 
einen erreichbaren Punkt enthialt, also entweder erster oder zweiter Art 
sein muB. Nun lehrt aber der Fatousche Satz, den wir oben benutzten, 
daB die Endpunkte der Radien, lings welcher f(z) nicht konvergiert 
héchstens eine Punktmenge vom Mae Null (im Lebesgueschen Sinne) 
bilden. Die Punkte, denen Primenden erster oder zweiter Art entsprechen, 
haben also auf jedem Kreisbogen des Kreises |z = 1 die Michtigkeit des 
Kontinuums. Hieraus folgt, wenn man mit Hilfe des Satzes XIII, die 
Primenden von G, die einem Kreisbogen des Kreises |z| — 1 entsprechen, 
ein ,,[ntervall von Primenden“ nennt, das Resultat: 


Satz XXIII. Jedes Intervall von Primenden eines Gebietes G enthélt 
Primenden erster oder zweiter Art, die eine Menge von der Méichtigkeit 
des Kontinuums bilden. 


Dieser Satz ist ein reines Theorem der Analysis Situs, der auch 
ohne Zuhilfenahme des funktionentheoretischen Fatouschen Satzes leicht 
zu beweisen ist. Er enthiilt implizite den schon lingst bekannten Satz, 
daB die erreichbaren Punkte der Begrenzung y von G iiberall dicht auf y 
liegen. . 

48. Die einfachsten Begrenzungen von Gebieten, die man sich denken 
kann, sind diejenigen, die lauter einfache Punkte enthalten und die zu- 
gleich aus Primenden erster Art (§ 42) bestehen. 

Jedes Gebiet, das von einer Jordanschen Kurve begrenzt wird, be- 
sitzt diese beiden Kigenschaften. 


Ist umgekehrt G ein Gebiet, dessen Begrenzung diese zwei EHigen- 
schaften besitzt, so muB nach, den Sitzen XIIJ und XXI, bei jeder kon- 
formen Abbildung von G auf das Innere des Kreises |z| < 1 jeder Punkt- 
folge P,, P,,--- in G, die gegen einen Punkt A der Begrenzung y von 
G konvergiert, eine Punktfolge P,’, P,’,--- in |¢| <1 entsprechen, die 
gegen einen Punkt A’ des Kreises |z| 1 konvergiert, weil A ein ein- 
facher Punkt von y ist; umgekehrt muB nach denselben Sitzen jeder Punkt- 
folge Q,’, Q,',--- im Kreise |z|<1 die gegen einen beliebigen Punkt B von 
|¢| = 1 konvergiert, eine Folge Q,, Q,,--- in G@ entsprechen, die gegen 
einen bestimmten Punkt B von y konvergiert, weil die Primenden E, von 
G aus einem einzigen Punkte bestehen. Die Punkte der Begrenzung von 
G und die Punkte des Kreises |z| — 1 entsprechen einander eineindeutig. 

Sind ferner A,, A,,--- unendlich viele Punkte der Begrenzung y von 
G, die gegen einen Punkt A konvergieren, A,’, A,’,--- ihre Bilder auf 
|z| = 1, so kann man in G eine Folge von Punkten P,, P,, - - - bestimmen 
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von der Eigenschaft, daB P, und sein Bild P,’ beide um weniger als ~ 


von A, resp. A; entfernt sind. Da die Punktfoige P,’, P,’,--- nach obigem 
gegen das Bild A’ von A konvergiert, sehen wir, daB die A,’, A,’, - 
auch gegen diesen Punkt konvergieren miissen. Die Abbildung von y auf 
\¢|= 1 ist mithin sfetig und die Punktmenge y eine Jordansche Kurve. 
Wir haben demnach den Satz: 


Satz XXIV. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap 
die Begrenzung eines Gebietes eine Jordansche Kurve sei, ist die, dap diese 
Begrenzung lauter einfache und erreichbare Punkte enthalte. 

49. Es ist sehr bemerkenswert, daB man Gebiete konstruieren kann, 
die in jedem Intervall von Primenden eine Menge von Primenden zweiter 

Art enthalten, welche die Michtig- 
B. “Tx A ~-rry--7--€ keit des Kontinuums besitzt. 
et ff Vs VA dL ie Derartige Gebiete erhilt man durch 
4 oe /| ; eine unwesentliche Modifikation eines 
! \ |;  Gedankens von Helge v. Koch*) als 
J | | Grenze von unendlich vielen Poly- 
Ag — ‘JB gonen, von denen jedes das vorher- 
, gehende enthilt. 

Das erste dieser Polygone $, ist 
ein gleichseitiges Dreieck AM B, das 
in einem Rechtecke ABCD einge- 
p-------- ¥ EE 4,. schrieben ist (Fig. 6). Um das Poly- 
gon $$, der Folge aus $,_, abzuleiten, 
teilen wir jede Seite von $,_, (mit 
Ausnahme der Basis AB) in drei gleiche Teile, verbinden jedesmal die so 
erhaltenen zwei Punkte mit der (orthogonalen) Projektion des Mittel- 
punktes dieser Seite auf CD und léschen den mittleren Teil der Seite aus. 
Endlich spiegeln wir die ganze Figur an AB. 

Wir brauchen nur den Teil G der Figur, der oberhalb AB liegt, zu 
untersuchen. Ist P ein beliebiger innerer Punkt dieses Gebietes, so ist 
das Lot, das von P auf AB gefillt wird, ganz in G enthalten, wie unsere 
Konstruktion ergibt. 

Es sei nun q,, 9,,°-- eine Kette von Querschnitten von G, die gegen 
einen Punkt @ konvergieren, der nicht auf AB liegt. 

Wir kénnen dann annehmen, daB kein einziger dieser Querschnitte 
AB trifft. Auf jedem der Querschnitte wahlen wir einen Punkt P,, der 
im Inneren von G liegt, und fillen von P, aus ein Lot auf AB, das wir 





*) Sur une méthode géométrique élémentaire (Acta Math. 30, 8. 145—174). 
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bis zu seinem ersten Schnittpunkte Q,_, mit dem Querschnitte g,_, be- 
trachten. Der Weg P,Q,P,Q,,---, der zwischen P, und Q, lings des 

* Querschnittes g, und zwischen Q, und P,,, geradlinig gedacht ist, ist 
ein Einschnitt des Gebietes G, woraus folgt, das w ein erreichbarer Punkt 
des betrachteten Primendes ist. Séméliche Primenden von G sind demnach 
erster oder zweiter Art. 

Wiirde das Lot L,, das von w auf AB gefiallt wird, einen von @ 
verschiedenen Punkt ’ auf der Begrenzung y enthalten, so kénnte kein Punkt 
der Strecke am’ in G liegen. Bezeichnet man andererseits mit Lp, das 
Lot, das von P, auf AB gefallt wird, so liegen die Gebiete, die von AB, 
Lp,, Lp,,, und qg, begrenzt werden, ganz im Inneren von G. Da nun 
Lp, mit wachsendem » gegen L,, konvergiert, so wiirden mindestens auf 
der einen Seite der Strecke mw’ nur innere Punkte von G liegen, was 
aber mit unserer Konstruktion des Gebietes G unvereinbar ist. Also ist 
L,, ein Einschnitt des Gebietes G, der keinen von verschiedenen Punkt o’ 
der Begrenzung y enthilt. 

Es bleibt zu zeigen, dab L,, gegen das von q,, q,,--~ definierte Prim- 
ende EF, konvergiert. Wir nennen M, einen Punkt, der auf L,, liegt, 
von @ um méglichst wenig abweicht, und der die Eigenschaft besitzt, daB 
jeder tiefer gelegene Punkt mit Zp, durch eine Parallele zu AB verbunden 
werden kann, die ganz in G liegt; wir bezeichnen ferner mit M, den 

Punkt von Lp,, der denselben Abstand von AB wie M, hat. Die Punkte 
M,, M,,--- miissen gegen @ konvergieren, sonst wiirde auf L,, ein 
Punkt @’ der Begrenzung y liegen. Die Punkte M,’, M,’, --- konvergieren 
dann ebenfalls gegen @. Da M, iiber M; mit P, durch einen Weg ver- 
bunden werden kann, der in G verliiuft und dessen Linge mit wachsen- 
dem gegen Null konvergiert, sehen wir, dab L, ebenso wie die P, 
gegen LE, konvergieren muB. 

Wir gewinnen also simtliche Primenden des Gebietes G, die keinen 
Punkt von AB enthalten, indem wir in jedem Punkte x der Strecke AB 
ein Lot errichten, dieses Lot bis zu seinem ersten Schnittpunkte mit der 
Begrenzung y von G verliingern und das Primende bestimmen, gegen 
welches dieses Lot konvergiert. 

Liegt der Endpunkt @ des Lotes im Inneren des Rechteckes A BCD, so 
ist das Primende sweiter Art und enthilt auBer seinem erreichbaren Haupt- 
punkte , noch siimtliche Punkte die auf der Verlingerung des Lotes 
zwischen w und CD liegen. Ist aber ein Punkt von CD, so wird das 
betreffende Primende keinen anderen Punkt enthalten, also erster Art sein. 

Wir kénnen jetzt ohne weiteres schlieBen, daf die Begrenzung y von 
G lauter einfache Punkte enthiilt. 

Da die Ecken der Polygone $,,,, $,,9,°-*, die auf einer beliebigen 
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Seite des Polygons P, liegen, bekanntlich eine perfekte Punktmenge bilden, 
sehen wir, da8 die Menge der Primenden zweiter Art, die in jedem Inter- 
valle von Primenden liegen, von der Miachtigkeit des Kontinuums ist. 

Wir wollen nun beweisen, daB die Menge der Primenden erster Art, 
die in jedem Intervalle von Primenden liegen, auch die Michtigkeit des 
Kontinuums besitzt. Dies geschieht indem wir zeigen, daf die Projektionen 
der Punkte, die in Primenden zweiter Art enthalten sind, auf AB das 
Lebesguessche MaB Null haben. Die Komplementirmenge dieser Punkte 
hat dann das Ma Eins und folglich, wie man weiB, die Michtigkeit des 
Kontinuums; den Punkten dieser Komplementirmenge sind aber die Prim- 
enden erster Art, eineindeutig zugeordnet. 

Wir betrachten im Rechtecke ABCD eine Parallele EF zu den 
Seiten AB und CD und bezeichnen das Verhiltnis ED: AE mit i. Die 
erreichbaren Punkte von G, die zwischen EF und AB liegen, liefern auf 
AB projiziert eine Punktmenge Mt, deren MaB mit m(A) bezeichnet werde. 
Ist nun & die Abszisse einer Ecke des Polygons $,, die auf CD liegt, 
sind ferner (E—h) und (+h) die Abszissen der benachbarten Ecken 
desselben Polygons, so wird das Rechteck, das zwischen AB, EF und den 
Ordinaten (§—Ah) und (+ Ah) ganz in G liegen, das Intervall (— — Ah) 
bis (E+Ah) der Strecke AB folglich keinen einzigen Punkt von IM ent- 
halten. Es seien jetzt a, 6 zwei beliebige Punkte der Strecke AB; wir 
kénnen auf den Polygonen $,, %,,--- eine endliche Anzahl von Ecken 
E., &,-->*, §&, finden, die auf CD liegen, sodaB die Intervalle 


g, + h,, g, th,,---, é. + h,, 


(wo h,,---,h,, analog wie oben gebildet sind) alle im Intervall « liegen 
und sich nicht tiberdecken, ferner die Eigenschaft haben, dab 


2h, + 2hy +--+ + 2h, >“ 
ist. Also werden in «f Intervalle von der Gesamtlinge x ap existieren, 
die keinen Punkt von Qt enthalten. 
Da m(i)-das MaB von M bedeutet, kénnen wir auf AB abzihlbar 
viele Intervalle bestimmen, die sich nicht tiberdecken und simtliche 
Punkte von IM enthalten, und deren Gesamtlinge D der Bedingung 


m(4)< Dems) +e 
geniigt, wo « eine beliebige positive Zahl bedeutet. Nach vorhergehendem 
kénnen wir aber abzihlbar viele Teilintervalle dieser Menge finden, deren 


Gesamtliinge mindestens - D betrigt, und die keinen Punkt von Jt ent- 
halten. Also haben wir 
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. D<e 
und ferner 
m(a) < * é. 


Hieraus folgt, weil ¢ beliebig klein genommen werden kann, m(4) = 0. 
Nennt man nun m das MaB der Punktmenge, die die Projektionen von 
simtlichen Primenden zweiter Art des Gebietes G anf AB enthilt, so ist 
nach einem bekannten Satze 

m = Lim m(2) = 0 
w. z. b. w. — 

Das aus dem Gebiete G und seinem Spiegelbilde G’ gebildete Gebiet 
hat also die Eigenschaft, daB sowohl die Primenden erster Art als auch 
die Primenden zweiter Art, die in jedem Intervalle von Primenden dieses 
Gebietes enthalten sind, die Miichtigkeit des Kontinuums haben. 

50. Das Gebiet des vorigen Paragraphen kann man in ein solches 
transformieren, das kein einziges Primende erster Art mehr enthilt. Zu 
diesem Zwecke legen wir auf die Fig. 6 ein Koordinatenkreuz, dessen 
z-Achse mit AB und dessen y-Achse mit AD zusammenfiallt; die Einheit 
der y-Achse soll gleich AD sein. Durch die Transformation 

—E=—2 + sin ; -* 


y?? tae 


geht das aus G und G’ gebildete Gebiet, wie man sofort sieht, in ein 
Gebiet [ der &y-Ebene iiber, das die verlangten Kigenschaften besitzt. 

Jedes Primende zweiter Art des Gebietes G ist in ein Primende 
zweiter Art des Gebietes [ tibergegangen; jedes Primende erster Art aber 
in ein Primende dritter Art, wie man sich leicht iiberzeugt. 

Das Gebiet [ hat demnach die Eigenschaft, daB in jedem Intervalle 
seiner Primenden unendlich viele Primenden zweiter Art und unendlich 
viele Primenden dritter Art vorhanden sind. Beide Mengen haben die 
Michtigkeit des Kontinuums. 

Dagegen fehlen auf der Begrenzung von [ die Primenden erster und 
vierter Art. 

Die Abbildungsfunktion f(z), die [ auf den Einheitskreis |z|< 1 ab- 
bildet, hat die Eigenschaft, daB in jedem Kreissektor des Kreises | z| < 1 
kontinuierlich viele Radien vorhanden sind, lings welchen die Funktion 
f(z) gegen keinen bestimmten Wert konvergiert. Nach dem Fatouschen 
Satze muB das Lebesguesche Ma dieser Radien natiirlich Null sein. 

51. Durch eine ganz analoge Transformation wie die vorige, kann 
man das Gebiet des § 49 in ein solches iiberfiihren, bei welchem simtliche 
Primenden erster Art aus einem und demselben Punkte bestehen. 

Mathematische Annalen. LX XIII. 24 
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Dies geschieht z. B. durch die Gleichungen 
P+ t= 2142) 20g, 
welche Parallelen zu den Koordinatenachsen der xy-Ebene in Kreise tiber- 
fiihren und die Geraden y = +1 in den einen Punkt § = 7 = 0 transformieren. 
Bildet man dieses letzte Gebiet auf den Kreis |z| <1 ab, so werden 
auf jedem Bogen des Kreises |z| = 1 kontinuierlich viele Punkte liegen, 
in denen die Funktion f(s), welche die Abbildung liefert, stetig ist und 
einen festen Wert z. B. den Wert Null besitzt. Die Funktion f(z), die den 
Kreis |z| =1 als natiirliche Grenze besitzt, ist nicht konstant, und natiir- 
lich auf diesem Kreise nur in den oben erwaihnten Punkten definiert. Be- 


merkenswert ist hier, wie auch im vorigen Beispiel die Tatsache, daB f(z) 
beschriinkt ist. 


Breslau, den 1. Mai 1912. 
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Uber die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit 
periodischen Koeffizienten. 


Von 


Geora Hamet in Aachen. 


Einleitung. 


Viele Probleme der Mechanik fiihren auf lineare Differentialgleichungen 
mit periodischen Koeffizienten. 

Bis jetzt haben sich hauptsichlich die Astronomen mit solchen Glei- 
chungen beschiiftigt (siehe z. B. Poincaré: Methodes nouvelles de la me- 
canique céleste, Charlier: Mechanik des Himmels I, §§ 5, 6); aber der 
irdischen Mechanik liegen sie nicht ferner. Man st6Bt z. B. auf ein solches 
Problem, wenn man einen rotierenden Kérper mit seiner Drehachse, die 
keine Hauptachse sei, parallel auf einen Wagebalken befestigt und nun die 
durch die Deviationsmomente des Kérpers erzeugten Schwingungen der 
Wage betrachtet (siehe z. B. mein Lehrbuch: Elementare Mechanik Nr. 331). 
Die folgenden Untersuchungen sind unmittelbar durch ein Stabilitits- 
problem angeregt, auf das ich am Schlusse der Einleitung zu sprechen 
komme. 

Es handelt sich um die reelle Differentialgleichung 

+ M(t)e =0, 
wo M periodisch ist: M(t+ 22) = M(t). Es gibt einen stabilen und einen 
instabilen Typus, wie man seit den klassischen Untersuchungen von Her- 
mite und Floquet wei® (Annales de |’Ecole normale supérieure 1883/84). 
Beide Typen unterscheiden sich durch das Vorzeichen der Diskriminante 
‘einer algebraischen Gleichung. Diese Gleichung herzustellen hat man 
meines Wissens bis jetzt zwei Methoden: entweder entwickelt man irgend 
zwei Integrale in Potenzreihen nach ¢, die aber im ganzen Intervall von 
t=0O bis ¢= 22 so gut konvergieren miissen, daB man das Vorzeichen 
einer gewissen Zahl sicher feststellen kann. Es leuchtet ein, dab dieses 
Verfahren miihsam, wenn nicht manchmal fast ungangbar ist. Oder man 
24* 
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entwickelt nach einem geeigneten Parameter, sodaB man eine bestindig 
konvergente Potenzreihe erhilt; aber es treten bei ihr Glieder scheinbar 
sikularen Charakters auf, die in Wahrheit doch nur der schwer erkenn- 
bare Anfang der Potenzentwicklung einer periodischen Funktion sind. Ich 
gebe eine neue Methode durch Hinzuziehung einer linearen Differential- 
gleichung dritter Ordnung, der ,,lésenden Differentialgleichung“, deren 
Vorzug darin besteht, daB sie stets ein rein periodisches Integral hat. 
Dieses kann man sich verhiltnismaBbig leicht durch eine Fouriersche Reihe 
herstellen. Der Typus wird dann durch das Vorzeichen einer Konstanten 
bestimmt. Die Berechnung der Integrale der alten Gleichung verlangt darauf 
nur mehr eine Quadratur, scheinbar sikulare Glieder treten bei dem ganzen 
ProzeB nicht auf, man arbeitet bestindig mit konvergenten Fourierreihen 
(sg 14). 

Um das periodische Integral der lésenden Differentialgleichung dritter 
Ordnung 

%+4Mi+2Msz=0 

zu finden, fiigen wir zu M einen multiplikativen Faktor 4, nach dem 
wir entwickeln. Die Herstellung dieser Reihe fiir hinreichend kleine 4 ist 
leicht; man kann aber durch geeignete Wahl der noch freigebliebenen 
multiplikativen Konstanten von z als Funktion von 4 eine bestindig kon- 
vergente Potenzreihe in 4 erhalten. Dazu bedarf es im allgemeinen der 
Bestimmung derjenigen ganzen transzendenten Funktion von i, deren 
Nullstellen die Eigenwerte einer linearen Integralgleichung sind; doch 
gebe ich in den §§ 8, 9 fiir das einfache, aber wichtige Beispiel 


M=a+beost 


ein ganz einfaches Verfahren nebst Konvergenzbeweis (§§ 5—10). 

Liegt der instabile Typus vor, so kann doch noch ,,stabilité 4 la 
Poisson“ herrschen, d. h. die Integrale kénnen unendlichviele Nullstellen 
haben; wenn nicht, so haben die in bestimmter Weise normierten Inte- 
grale gar keine Nullstellen (beliebige Integrale im ganzen héchstens eine). 
Als notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung fiir das Eintreten des 
zweiten Falles gab kiirzlich Levi-Civita( Annales de |’Ecole normale superieure 
1911) an, daB der Integralmittelwert von M negativ sein muB. Wir geben 
die notwendigen und hinreichenden- Bedingungen (§ 11). 

Diese Untersuchung fiihrt uns dazu, jetzt zu M einen additiven Para- 
meter 4 hinzuzufiigen. Wir beweisen: die Anzahl der Nullstellen wiichst 
mit 4. Man weiB schon, daB es unendlichviele, sich nur gegen unendlich 
haufende Eigenwerte 4 gibt, fiir welche periodische Lésungen existieren 
(Bécher, Mason und Tzitzéica, C. R. 140). Diese Eigenwerte 4 kénnen ein- 
fach oder doppelt ziahlen: je nachdem ist nur ein Integral oder aber sind 
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beide ganz oder halb periodisch*). Die einfach zihlenden Eigenwerte teilen 
das Intervall 4=—— oo bis + oo in Teile, in denen abwechselnd der 
stabile und der instabile Typus herrscht. Es gibt ein kleinstes 4 = 4), 
unterhalb dessen der Typus instabil ist und keine Nullstellen (bei den 
normierten Integralen) vorhanden sind. Oberhalb 4, gibt es stets unend- 
lich viele Nullstellen. Die doppelten Eigenwerte 4 fallen stets in ein 
Intervall von stabilem Typus. Es kann bei hinreichend regulirem M kein 
unendlicher Wechsel der Intervalle von stabilem und instabilem Typus 
vorkommen: fiir hinreichend groBe 4 ist der Typus sicher stabil. Doch 
gilt dieser Satz nicht immer, wie an einem Beispiel gezeigt wird, wenn 
M eine Unstetigkeitsstelle hat. Endlich geben wir eine asymptotische 
Darstellung fiir 1 = oo, wodureh die schénen Untersuchungen Weyls (Math. 
Ann. 68) eine Ergiinzung finden; auch zeigen wir unter Ausdehnung 


eines Satzes von Liouville, daB 2/2 der asymptotische Wert fir die Zahl 
der Nullstellen ist (§§ 12—16). Am Schlusse kommen, aufer einer Be- 
merkung iiber die lineare Differentialgleichung mit zweitem Glied, noch 
Beispiele, welche einige Méglichkeiten erweisen sollen. 


* * 
cd 


Wenn sich die Pariser Akademie mit dem Falle einer Katze beschif- 
tigt hat, so ist es mir vielleicht erlaubt, einzugestehen, daB ich die An- 
regung zu dieser mathematischen Untersuchung einem Variétékunststiick 
verdanke. 

Es handelt sich um Folgendes: Ein Artist steht auf einer Kugel und 
triigt eine Stanye vertikal, an der sich ein zweiter Artist produziert. Der 
Augenschein lehrt deutlich, daB der untere Artist das ganze System da- 
durch stabilisiert, daB er die Beine und damit 
auch die Kugel in kleine, aber schnelle Schwin- 
gungen versetzt. Diese Schwingungen erfolgen 
ganz ,,mechanisch“ und unterscheiden sich dadurch 
wesentlich von den Bewegungen einer Hand, die 
einen Stab balanciert und ihm nachgehen mu. 
Es handelt sich um wirkliche Stabilitiit, und 
deren Méglichkeit wird auch unsere Theorie zeigen. 

Ich schematisiere das Problem in folgender >X 
Weise. Zuniichst mache ich es zweidimensional. —* 

Es bestehe dann das System aus einer Walze oder Kugel, die ohne zu 
gleiten, auf einer festen, horizontalen Unterlage rollen kann. Mit der 








*) Ich nenne M(t) fiir das Intervall 0 bis 2a halbperiodisch, wenn 


M(t + 22) =— M(t) 
ist. 
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Kugel ist im Punkte 0 der Peripherie (FuBknéchel) ein zweiter starrer 
Kérper II (die Beine des unteren Artisten) gelenkig verbunden. Oben ist 
auf II ein dritter starrer Kérper III in A drehbar aufgesetzt (Oberkérper 
des unteren Artisten, Stange, oberer Artist); er werde durch innere Krifte 
(Bauchmuskulatur des unteren Artisten) bestindig vertikal gehalten, d. h. 
so, daB sein Schwerpunkt Sy; stets oberhalb A liege. Von den stets lang- 
samen Bewegungen des oberen Artisten sehen wir ab: sie kénnen als 
Stérungen angesehen werden, gegen welche die Stabilisierung stattfindet. 
Su, der Schwerpunkt von II, liege auf OA. In der Normallage sei 
O der oberste Punkt der Kugel, OA vertikal. Bei der Bewegung habe 
sich die Kugel um @ nach rechts, 0A um @ nach links gedreht. r sei 
der Kugelradius, OSyg =s, OA=l1, ASm =a. 2 sei die Entfernung 
von A aus der normalen Lage. 
Dann haben wir zuniichst die geometrische Beziehung: 
(1) z=rét+rsin ¢—I/sin g. 
Die Koordinaten von Sy sind: 


(2) ea ies 9, 


yf, = r(1 + cos#) + s cos, 
die Koordinaten von Sy; 
{%tn oO, 
yt, =r(1 +cos#)+leosp+a. 


Auf das ganze System wirken als aiuBere Kriifte auBer den Reaktionen 
im Bertihrungspunkt B und auBer dem geringen Widerstande der Luft 
nur Schwerkrifte. Die Kugel sei zentriert, A und B seien die Trigheits- 
momente der Kugel um den Beriihrungspunkt B respektive von II] um 
Sn, m und m’ die Massen von II und III. Dann lautet der Momenten- 
satz fiir das ganze System, bezogen auf den Punkt B (mit Vernachlissi- 
gung des Luftwiderstandes) 


Ad — Bo +m TE Yi ae 95 (7h 2¢: ro)| + m’ [Yin — ¥fu("n a: r#)| 
= mg(%1 —r®) + m'g(2in —r@). 
Das ist die von den Reaktionen und den unbekannten inneren Kriften 
freie Bewegungsgleichung. 
Wir wollen nun konsequent z als gesuchte abhiingige Variabele ein- 
fiihren und @ als eine gegebene Funktion der Zeit ansehen (der untere 
Artist setzt durch seine Muskeln — also innere Kriafte — seine Beine will- 


kiirlich in Bewegung). Dann ist @ durch (1) gegeben. 
Der Methode der kleinen Schwirgungen entsprechend sehen 


(3) 
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wir x, Z, % als kleine GréBen an und vernachlissigen konsequent Glieder 
héherer Ordnung. 
@ sei eine reine Sinusschwingung: 

Y = @ sin ot. 
Der Wirklichkeit entsprechend sei g, klein, aber @ groB — wir werden 
sehen, daB auch die Theorie diese Annahmen fordert — deshalb sollen 
Glieder mit q* etc., px usw. vernachlassigt, sin gp = gp, cos p = 1 gesetzt 
werden. Das Analoge gilt gemaB (1) fiir @, sodaB aus (1) 
l 


r 


1 1 
. ond e44 


wird. Aber diese Gleichung darf nicht differentiiert werden, denn 
~ = 9, @ cos wt und @ = — gy, @* sin wt diirfen wir nicht als klein ansehen. 
Allerdings gibt eine konsequente Vernachlissigung noch 


. gs q. 
(b) Oe ae” + er P; 
aber beim zweimaligen Differentiieren folgt 
i = 2rd — lp — res + lpg? 
oder mit Benutzung von (b) und (a) 
“ jt. ee! l , = 
(c) Gm 55 + oO + goa (ae2 tap 9)P— an PP 


Ein Glied mit #z* ist als von dritter Ordnung, ein solches mit #z@ als 
von zweiter Ordnung klein vernachlissigt worden. 
Ganz analog werden wir aus (2) schlieBen 


r* = 2rd —sp=—2z+(l—s)g, 
(a) i (J—s) 





Yi =—2r+s, 

‘ed (l—s)g, 

(e) : _ I? . 
|i = — (ao -(E +5) 99, 


%* = z+ (l—s)@ — (l—-s) pg’, 
(f) | 


™ t. ot, . (F -9/t? 
it ——2 6-45.06 -96(5+8)-#(G+9)- 
Endlich aus (3) 


ook _ oe 
os “, 


(g) 


- 


i%,-—2-$-s¢+6- 96 ({.+1) ~ (+1): 
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Setzt man das alles in die Bewegungsgleichung ein und behiilt konsequent 
nur Glieder erster Ordnung bei, so bekommt man 
i[ A + m(2r+s) + m'(2r+1+ a) | 
+2[Aiea + am (G+) H+ am (G+) H— pmo— am9) 
—-A(f6 + GaP—EOM) + Bo- mer+s)(l—8) (G—99") 


—m(z 1—s) (F+s)oe+ m’ u (F +1) o@°. 


Man wird auf der rechten Seite noch die Glieder mit * und erst recht 


die mit mgp* gegen die mit @ weglassen diirfen*) und erhilt dann eine 
Differentialgleichung folgender Gestalt 


i + 2(ag*—B)= 79, 


wo «>0, 6 >0 und y bestimmte, durch das System festgegebene Kon- 
stante sind. 


Setzt man nun g = g,sin w¢ ein, so nimmt die Differentialgleichung 
die Gestalt an 


+2 (F<9,20*— p+ FH pto® cos 21) = — 79,’ sin ot. 


Substituiert man darin 


2ot—t, 
so bekommt man 
d*x 1 “y Pe 1 = 
qt 2(5«9"— S ait g&Po cos t) “— 
oder 
d*x 
dz? + Mz = ®, 
wo 
1 f 
M=a+beost, O=— T7Posin St 
ist. 


Nun aber kann man a>0O machen, man mu8 nur g,a > yz wiahlen, 


was durch schnelle Schwingungen geht, ferner a und 6b beliebig klein 
machen, was auch méglich ist, denn man braucht nur g, hinreichend 
klein, @ hinreichend groB zu machen, womit man der vorhergehenden 


Wahl go> V& nicht widerspricht. Der Koeffizient von © wird da- 
durch von selbst klein. 


*) Doch ist diese Vernachlissigung nicht ndtig. 





pa 
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Da sich die allgemeine Lésung unserer Differentialgleichung aus einer 
partikularen und aus der allgemeinen Liésung der homogenen Gleichung 


zx 


zusammensetzt, so muB, soll das System stabil sein, vor allem einmal diese 
dem stabilen Typus angehéren. Nach einem schon bekannten Satz von 
Cauchy und Boltzmann, den wir in § 6 neu beweisen, gehért aber die 
die homogene Gleichung zum stabilen Typus, wenn @ und b hinreichend 
klein sind und a positiv ist. Die partikulire Lésung laBt sich nach der 
Methode der Variation der Konstanten finden. Sie bleibt mit m, dauernd 
unterhalb einer beliebig kleinen Grenze; weil u (siehe § 2) fiir hinreichend 
kleine a, 6 keine ganze Zahl ist, ist Resonanz ausgeschlossen. 
Die Méglichkeit der Stabilisierung ist damit erwiesen. 


Erster Teil. 
§ 1. 
Bekannte Tatsachen. 
Man weiB, daB eine Differentialgleichung 
# + 2p()i + q(x —0, 


wo 
pt+2x)=—p(t) und g(t+2x)— q(t), 
im allgemeinen zu Integralen zwei sogenannte periodische Funktionen 
zweiter Art y, und y, hat, d. h. Funktionen der Eigenschaft, daB 
y, (t+ 2x) = my, (4), 
y(t + 2x) = m,y,(¢), 
wo m,, m, konstant und Lésungen einer gewissen algebraischen Gleichung 


zweiten Grades sind. Nur dann, wenn m, =m, ausfallt, hat das zweite 
Integral die Form 


y= h(t) + aty, (4), 
wo h(t+2x)=mh(t) und a eine nach Wahl der multiplikativen Kon- 
stanten von A bestimmte Konstante ist. 


Die in Rede stehende algebraische Gleichung erhalt man folgender- 
maBen: 


Seien z,, 2, irgend zwei Integrale, etwa so normiert, daB 
(a) z,(0)—1, #%(0)=0 und 2,(0)=0, 4(0) =1 
sind, was stets zu erreichen ist, wenn p und g regular sind, so muB 
z,(t+2x) = Az, (t) + Ba,(f), 
4,(t+ 2x) = Cz, (t) + Da, (t) 
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sein, mit bestimmten Konstanten A, B, C, D. Die algebraische Gleichung 
lautet dann 
|\A—m B | 
| = Q, 
C D-m 
Durch die Substitution 
- [pat 
r= we- 
geht die urspriingliche Differentialgleichung in die einfachere 
w + M(i)w =0 
tiber, wo M = q — p*— p wieder eine periodische Funktion ist. Da diese 
Substitution weder den Charakter der Differentialgleichung andert, noch 


auch den Charakter der Lésung — es ist ja e~J?* selbst eine periodische 


Funktion zweiter Art — so kann man sich auf die Differentialgleichung 
(I) i+ M(t)x=0 
beschrinken. 


Auf dieselbe Form la8t sich auch das simultane System 
Z, = a2, + ba,, 
d= Cr,+ dz, 


mit periodischen a, b, c, d zuriickfihren. 


§ 2. 
Die drei Typen. 


Legen wir also unseren Untersuchungen die Differentialgleichung 
(I) + M(t)e =0 
zugrunde. M sei eine periodische Funktion: M(t+ 22) = M(é), im Reellen 
reell und regular. Es sei etwa M eine analytische Funktion ohne singu- 
lire Stellen auf der reellen Achse; da sie periodisch ist, ist sie dann in 
einem Streifen endlicher Breite um die reelle Achse regular. In diesem 
selben Streifen existieren dann nach bekannten Sitzen von L. Fuchs auch 
die Lésungen von I als reguliranalytische Funktionen von t. 

Wir behaupten: 

Die charakteristische Gleichung zur Bestimmung der m 


A—m B 
C D-—m 
ist eine reziproke Gleichung.“ 
Denn es ist bekanntlich fiir zwei verschiedene Integrale y,, y, von I 


9; Ys — Yo, = const. 
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Daraus aber folgt sofort m,-m,— 1, denn mit m,-m, multipliziert sich die 
linke Seite nach Ablauf einer Periode, wiihrend die rechte ungeandert bleibt. 

Da ferner die charakteristische Gleichung reelle Koeffizienten hat, 
sind die m entweder beide reell oder konjugiert komplex. 

Daraus folgt, daB es drei Typen geben kann: 

Typus 1: m, und m, sind konjugiert komplex und haben den ab- 
soluten Wert 1. Denn sonst kénnte m, nicht das Reziproke von m, und 
gleichzeitig zu m, konjugiert sein. 

Typus 2: m, und m, sind beide reell: m, = = 

Typus 3: m= m= +1. 

Fiir den Typus 1 ist 

logm,= i(u+n)2z, 
log m, = — i(u+n’)2z, 
wo n,n ganze Zahlen sind, w reell und OSC u< . ist. Also existieren 
Lésungen der Form 
y=" P, und ye! Py, 
wo P,, P, rein periodische Funktionen sind (d. h. solehe erster Art). Oder, 


was dasselbe ist: 
»Deim Typus 1 gibt es zwei reelle Integrale der Form 


y, = p, cos ut — p, sin wt, 

Y,—= p, Sin wt + p, cosut, 
wobet p,, Pp, rein periodische Funktionen sind. Wir nennen diesen Typus 
auch ,stabil“, weil y,?+ y,"=p,2+ p,” periodisch ist und also zwischen 
festen endlichen Grenzen bleibt.“ 


Beim Typus 2 seien zuniichst m,, m, beide positiv; dann kann 
log m, = (u+ni)2a, 
log m, = (—w+n'i)2a 
gesetzt werden. Es gibt dann Lésungen der Form 
y= e'D,, 
¥,=e" "Pr » 


WO p,, P, rein periodisch und reell sind. Wenn aber beide m negativ 
sind, so ist 

log m, = (u+ni)2a + xi, 

log m, = (—w+n'i)2a+ xi. 


a 
Dae” eine halbperiodische Funktion ist, wie wir sagen wollen, d. h. 
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bei Vermehrung des Argumentes um 22 das Zeichen wechselt, so gibt 
es jetzt zwei Lisungen der Form 


% =o ‘Dy ? 
Ys a= o*D., 


WO p,, p, reell und halbperiodisch sind. 
»Beim Typus 2 gibt es zwei reelle Integrale der Form 


hes o*'D, , 
Y, = e-“'p,, 
WO P,, Py beide entweder periodisch oder halbperiodisch sind. Wir nennen 
diesen Typus ,instabil‘, weil lim sup y = oo ist.“ 
Ebenso schlieBt man leicht: 
»Beim Typus 3 gibt es zwei reelle Integrale der Form 


"w=? 

Y2—= Py + atp,, 
WO P,, Py beide ganz periodisch oder halbperiodisch sind, a eine Konstante, 
die nach Wahl der noch willkiirlichen multiplikativen Konstanten von p,, p, 


bestimmt ist. Ist a= 0, so wird man diesen Typus dem stabilen, sonst dem 
instabilen Typus zurechnen miissen.“ 


Da nach 
YsY2— Ye, = € 
dt 
a en f 
ist, so ist 
22x 


a —ef # 
y,* 
0 


Bemerkung: Da M regulir ist, kann um die reelle Achse herum 
jede Lésung y von (I) nur einfache Nullstellen haben, also Pj - nur Pole 
oder logarithmische Singularititen. Letztere sind aber deshalb ausgeschlossen, 
weil y, = — cy, f “ regulir sein muB, also auf der reellen Achse keine 


Verzweigungsstellen haben kann. 


» J o ist in der Umgebung der reellen Achse eindeutig und hat an 


den Nullstellen von y einfache Pole.“ 
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§ 3. 
Amplitude und Phase. 
Man kann irgend zwei reelle, wesentlich verschiedene Integrale irgend 
einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung immer auf die Form 


bringen 
y, = u cos», 
Y,= USN v; 


u, das nie verschwindet, solange die Differentialgleichung regulir bleibt, 
und also positiv angenommen werden kann und soll, heiBe die Amplitude, 


v die Phase. 
Hat die Differentialgleichung kein zweites Glied, so folgt aus 


Ys — Yo = € 
—wr=c 


oder 
“dt 
Co=—C = 


Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kann man —c positiv an- 


nehmen: 
»Die Phase wiichst monoton mit der Zeit 


Man erkennt weiter leicht die Siitze: 
»Die Nullstellen zweier Lisungen trennen sich gegenseitig.“ 


» Wachst * mit t ins Unendliche, so gibt es stets unendlich viele 


Nullstellen, sonst nur endlich viele oder keine.“ 
»Deim stabilen Typus unserer Dijfferentialgleichung haben beide Integrale 


stets unendlich viele Nullstellen.“ 
Denn u* = y,? + y,? = p,? + p,” bleibt unterhalb einer endlichen Grenze. 
Die Amplitude w geniigt nun einer nichtlinearen Differen- 


tialgleichung zweiter Ordnung. 
Man rechne ¥, aus und beachte + = —e , dann wird aus (I) 

(I1a) i — *) + Mu=0. 

Dieser Differentialgleichung geniigt bei beliebigem reellen ¢ stets 


fiir alle reellen a, 6B, y, 6. Denn ay,+ By, und yy,+ dy, sind irgend 
zwei Integrale. Es ist ¢ nur dann Null, wenn ad — By = 0 ist. 
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Stellt man eine analoge Uberlegung fiir den Ansatz 
y, = u cos hyp v, 
Y, = u sin hyp v 


an, wo dann u* = y,?— y,’ ist, so findet man, dab dieses u, das reell oder 
rein imaginiir ist, der Differentialgleichung 


u+ a + Mu=0 
gentigt. Dieselbe befriedigt bei beliebigem reellen ¢ stets 


u =V(ay, + Bus) — (vy, + bys)" 
fiir alle reellen «, 8, y, 8. Insbesondere, fiir « = y, B = — 0, 4a8 = —4yd=—1 


geniigt ihr w= Vy, y,. 
Setzt man u*?—z, das stets reell ist, so wird aus (Ila) resp. (IIb) 


(Ile) oi — PF 2° + 2Me—0. 


§ 4. 
Die lésende Differentialgleichung dritter Ordnung. 


Eliminiert man aus (IIc) das + c* durch Differentiation, so erhiilt 
man die lineare Differentialgleichung dritter Ordnung 


(III) 7+4Mi+2Mz=0. 


»Diese lisende Differentialgleichung hat als Fundamentalsystem offenbar 
¥,", Yo", Ui * Ye. Sie hat stets eine rein periodische Lisung: beim ersten Typus 
e=y,"+ "=p, + p,*, beim zweiten Typus 2 = y,¥y= PP2, beim dritten 
Typus 2 =y,? = p,*. Nur ausnahmsweise sind alle drei Integrale rein perio- 
disch: wenn néimlich beim dritten Typus a = 0 ist.“ 

Von diesem Ausnahmefalle abgesehen, ist also die periodische Lésung 
von (III) bis auf einen konstanten Faktor bestimmt. 

Angenommen, man kenne diese periodische Lésung z. Dann sind die 
Typen leicht zu unterscheiden: 

(III) hat namlich nach § 3 ein erstes Integral 


s§—+ #4 2MP=C, 


das fiir =? in (Ila) resp. (Ilb) tibergeht, in (Ila) fiir C = 2c* beim 
ersten Typus, denn u*® = p,*? +p,’ ist hier rein periodisch, in (Ib) fiir 
C——2c* beim zweiten Typus, denn u?=—p,p,=—y,y, ist hier rein 
periodisch, in « + Mu =O d. h. fiir C=O fiir den dritten Typus, denn 
u? = y,* = p,* ist hier allein rein periodisch. Rechnet man den Ausnahme- 











Lineare Differentialgleichungen mit periodischen Koeffizienten. 383 


fall, daB alle drei Integrale rein periodisch sind, in passender Weise den 
anderen Fiillen als Grenzfall zu, so kann man den Satz aussprechen: 
wie nachdem fiir die periodische Lisung von (111) die Konstante C20 
ausfallt, liegt der erste, zweite oder dritte Typus vor.“ 7 
»lst die periodische Lisung von (111) gefunden und der Typus festge- 
stellt, so erfordert die vollstdndige Integration von (1) nur mehr eine Quadratur“ 


Liegt Typus 1 vor, so folgt aus u = Vz 


dt “dt 
cecal, ne z? 


womit y, = «cosv und y, = sin v bekannt sind. 


Bei Typus 3 kennt man sofort ein Integral, niimlich y, =z, das 
zweite berechnet sich aus 


W:Y2 — We = € 

zu 5 
h—— eu in — ys f #. 
Liegt Typus 2 vor, so kennt man z= y,¥. = p,p,, woraus sich mit 

ergibt atin 

igtmef %, 
sodaB auch jetzt y, und y, berechenbar ist. Dabei ist, wie eine elementare 
Rechnung ergibt, C =— ; c* zu setzen. 

§ 5. 


Einfiihrung eines multiplikativen Parameters. 


Betrachten wir die durch den multiplikativen Parameter 4 erweiterte 
Differentialgleichung 


(I) Z+AM(t)x =0 
und ihre lésende Differentialgleichung 
(II) #+41Mz+2i1Mz—0, 


die fiir 4 = 1 in die alten itibergehen. 

Bekannt ist (siehe z. B. Picard, Traité d’analyse t. 3), daB x, und 2,, 
die gemaB a) (§ 1) normierten Integrale, ganze transzendente Funktionen 
von 4 sind. Wir wollen zuniichst beweisen, 

dap bei geeigneter Wahl der noch freien multiplikativen Konstanten als 


Funktion von i die periodische Lisung z von (III’) eine ganze transzendente 
Funktion von i ist. 
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Da z,, x, solehe Funktionen sind, so sind es zunichst auch A, B, 
C, D gemaB 
(t+ 2x) — Ax, (t) + Ba,(t), 
4,(t+2x) = Cz, (t) + Da, (t), 
denn sie berechnen sich daraus durch Einsetzen spezieller Werte von ¢ 
als Quotienten von bestiindig konvergenten Potenzreihen. Aber Unendlich- 


keitsstellen kénnen A, B, C, D nicht haben, also sind sie ganze Funk- 
tionen von 4. 


Ks ist aber y, = «, 2, + 6,2, und y, = a, 2, + B,2,, wo dann, wenn 


y(t+ 2x) = m,y,(t) und y,(¢+ 2x) = my,(t) 
sein soll, 


am,=—«a,A4,+8,C und p,m, —a,B+,6,D 
sein mu, und analog a,, 6, mit m, zusammenhiingen. 


‘ P 1 
Daher wird mit m, =m und m, = = 


2= WY, = (@, 2, +B, 2) (@ 2, + By) 


1 
m—A m mies 
= 0,0, \%, + Ge Fy) \% + —G Xs 


/ D—A B 
= a, (a7 + ce 1%—o¢o z;?) F 


Setzt man das willkiirliche a,«, = C, so erhilt man 
2 = Cz,’ + (D— A)z,2, — Bz,?, 
womit der Beweis erbracht ist. 
Typus 1 ist durch den Beweis mit umfaBt: man braucht nur y,, 9, 


in der komplexen Form 
y, = — (p, + py); Yo = e-“**(p, — tp) 
za nehmen. Auch Typus 3 ist fir « = 0 mitenthalten. 


§ 6. 
Bestimmung yon < fiir hinreichend kleine 2. 


Kine Bestimmung von z durch Herstellung einer nur fir hinreichend 
kleine 4 konvergenten Potenzreihe in i, die sich von der bestiindig kon- 
vergenten Potenzreihe um eine bloBe Funktion von 4 unterscheidet, ist 
sehr einfach. 

Man setze an 

a=2,+ he, + Ae, +--+ 


Natiirlich miissen alle z,, z,,--- einzeln periodisch sein. 
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Man findet 


also 
%) = const. = 1. 
Allgemein 
%=—4Mz,_,—2Mz,_,, 
also 


#,=—4/Mi,_,dt—2{ Mz,_,dt+a,. 


Von selbst miissen die beiden Integrale zusammen periodisch werden, a, 
ist so zu bestimmen, daB der Integralmittelwert rechts Null wird, denn 
sonst wire 7, nicht periodisch. Also 


a 


22 ’ 
—4f { Mi,_,dtdt—2/ | Me,_,dtdt +2xa, =0. 
0 0 


Nochmalige Integration gibt jetzt 2, rein periodisch. Die neue Integrations- 
konstante b, ist analog zu bestimmen wie a,, damit 4, bei nochmaliger 
Integration periodisch wird. Bei dieser letzten Integration bleibt noch 
eine Integrationskonstante c, frei. 1 + ¢,4 + ¢,4°+---+ ist eben die noch 
unbestimmt bleibende multiplikative Funktion von 4. Setzt man alle diese c 
gleich Null, so heiBt das, iiber die multiplikative Konstante so verfiigen, dab 
o fedt=1 
*% 
wird, was aber nicht fiir alle 2 angeht, nimlich fir solche nicht, fir 


die {edt = 0 wird. Wohl fiir hinreichend kleine 4, denn da ist leicht 
0 


zu beweisen, daB die Reihe konvergiert. Auf diese Weise ergibt sich 
. , 1. 
ay — 2M+ =f Mat, 
0 
ix 2" 22 
= -2/ Mat+t (Mat+b,, wo b,=+ ff Matat—fMat, 
1) 0 0 


~ 


=—2// Matat+ 4 [Mat+t+<¢,. 
Fir hinreichend kleine 2 wird nun die Entscheidung, welcher Typus 
vorliegt, allein von den ersten Gliedern 1 +42, abhingen. Unter Bei- 
behaltung von Gliedern erster Ordnung in / aber wird 
in 
— , — rf 
C= 28 —> #4 24Me ~ i(é,+2M) = © J Mat. 


Mathematische Anunalen, LXXIII. 25 
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Kann man i beliebig Klein wihlen, so tritt Typus 1 ein,’ wenn 
1 fmar> 0, Typus 2, wenn 1 [Mat <0 ist. Wom {Mat — 0 ist, so 


entecheiden die hodheren Glieder.* (Satz von Cauchy und von Boltzmann, 
Ges. Abh. Bd. 1, 8. 43.) 
7. 
Beispiel: & + (a +6 cos t)a = 0. 
Kann man @ und } hinreichend klein annehmen, so liegt fiir a > 0 
der stabile, fiir a< 0 der labile Typus vor. Sei a>0. 
Dann ist 
M=a+ bcost, M = — bsint, 
=—4(a+bcost)-z,_,+2bsint-z,_,. 
So erhalten wir oe Reihe nach 
4=1, 
%,=2bsint, also 2, = 2bcost+e,, 
Z, = 8ab sin t + 60* sin 2¢ + 2be, sint, 
4, = 8ab cost + - b? cos 2¢ + 2be, cos t + ey. 
Wir wollen uns mit dieser Anniherung begniigen, d. h. konsequent 


Glieder zweiter Ordnung in a, b gegen 1 beibehalten, héhere vernach- 
lissigen, ¢, = c, = 0 setzen. Dann ist 


z==1+ 2b cost + 8ab cost + b* cos 2, 
a (eg— 2 245 2 
C= (ss—2#+2Me) 
2a +b? + 1lab?+ 320%) + 3 2B’. 
Fiir hinreichend kleine a, b ist das tatsichlich positiv, wenn a > 0, nega- 
tiv, wenn a <0 ist. Fir a=0 ist C=b? +3 : b®, also positiv, wenn b 


hinreichend klein ist. 
Mithin ist, wenn wir a > 0 annehmen, 


C=VYat iv +" abt + 160% + ty 
Die Phase eggibt sich aus 





vn nef Fas — a 

‘ . 1 +20 cost + 8ab cost +” — Sb? cos at 
e = — ef dst s0ecet—Subeent— 2.9547 cos* ) 

— c[(1 +20%)t — (2b + 8ab) sin ¢ + > b* sin 2¢]. 
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Da man in konsequenter Anniherung 


u=Ve= 1+ beost + 4ab cost + ; b* cos 2¢ — + b* cos" t 
= (1 —_ i b*) + b(1+4a) cos t+ = b? cos 2¢ 


setzen kann, so lauten die Integrale mit EinschluB der Glieder 
zweiter Ordnung 
Aad ae, . aati 

y—|(1—7 2") + b(1+ 4a) cos t+ 5b’ cos 2t) cose| (142 )t—(1+-4a) 2bsint 
+ b*sin2¢], 

%—| (1-7 0*) + b(1+ 4a) cost + 2b*cos2¢ | sin c[ (14+2b*)t—20(1+4a)sin¢ 
+50 sin 2t]. 

Die charakteristische Konstante u ist 


w= (1+ 2b%)c= (1+ 2) Va +i +S ab? + 160+. 0 


und also fiir hinreichend kleine a, b selber beliebig klein. 
In rohester Annaherung erhilt man 


cosVat und sin Vat 
als Lésungen. 
§ 8. 


Herstellung der bestiindig konvergenten Potenzreihe bei dem 
Beispiel M = a + b cos t. 


Die bestiindige Konvergenz mu durch geeignete Wahl der noch 
verfiigbaren Konstanten ¢,, ¢,,¢,,--- erzwungen werden. 
Man sieht leicht, daB die 2 die Form haben 


4=l= 


no] 


ht, 
2, = 2b cos t + ¢, = bh” cos t + : ho, 


4, = b?hY cos 2t + bh} cost + $ h?, 
allgemein 


1 
— >’ 1 30 
Z, = b’h® cos vt + ; he. 
v=1 


Die h® sind die noch verfiigbaren Konstanten, sonst ist hi? eine ganze, 
25* 
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homogene Funktion vom Grade »— vy in a und Bb. Es ist also Af ins- 
besondere eine Konstante. 
Aus 
%, = — 4(a+bcost)z,_,+2bsintz,_, 
erhalt man fiir die h die Rekursionsformeln 
wh” = davh” + (2y— 1a?~” + (2y+ 1b a *” 


n-1 -_ 
fiir alle » und y<m. Auf beiden Seiten stehen ganze rationale Funk- 
tionen (n —v)"" Grades in @ und b. 

Denken wir uns die h in eine Tabelle eingetragen, sodaB m die Spalte, 
v die Zeile angibt. Da h® —0, wenn »>wn, so sind nur die Stellen 
inner- und oberhalb der Diagonalen gefiillt, unterhalb stehen Nullen. Die h 
der ersten Zeile sind die noch verfiigbaren Gréfen. Eine Relation besteht 
zwischen jedem hk und den drei h der vorhergehenden Spalte, welche in 
der gleichen, der vorhergehenden und der nachfolgenden Zeile stehen. 

Wir versuchen nun folgende Bestimmung der h und werden 
sehen, daB wir zum Ziele kommen. 

h® = 2, h =—0, h© —0, das zwischenliegende hf) bestimmen wir 
so, daB k{) = 0 wird: dann setzen wir erst wieder h{’ — 0, und suchen 
h®, h® so zu bestimmen, dab Af) und h® Null werden. Das Prinzip ist 


danach wohl klar: Allgemein sei Winton +1) = fiir m=1,2,3,---, wihrend 


2 
versucht werden soll, die anderen } so zu bestimmen, daB ho{im+1)= 0 
a 
. . . . 0 
wird noch fiir v= 1,2, m—1. Beachten wir, daB zwischen hi?)_,,, und 
nae 


Werm+1) noch gerade m — 1 verfiigbare h® liegen. 
2 


Die Tabelle wird so aussehen: 

20 0 ® kh 0 ho hO h O hO--- 
WW 0 RP OF DM 2 RY O hf) ..., 
0 IP he We 1 0 LP WE h O h®..- 

00 0 Rf B® 1 2 1 O- hf--- 
0 0 0 h® kh h® © 1O WO RO hO---, 


(5) 5) 5) (5 5 5 (6)... 
0 0 0 0 © h kh bo hf) ho he 


Fassen wir den Streifen zwischen 


m(m -+- 1) 
2 


” (m + 1) (m+ 2) 
2 


n=n = und n=» 
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° . ” , : 
ins Auge, in dem n” — n’— 1 =m Spalten liegen. A n 
Sei etwa m gerade, fiir ungerade m lassen sich . ——— 

a ‘ = +-rrr eee +++4 
die Uberlegungen leicht iibertragen. (In der Figur bt htt tr tees 
° ‘ ° r+ + ++e ee teeteeea 
ist »= 12 angenommen.) Dann ist, vorausgesetzt, | $+ oe ee 4e4e4 

—" » « m(m+ 1) £eee «| 266646 
daB wir fiir n= ( as ’ schon alle h kennen, ,, ees t+++++4 ; 
++ ee 


kh unterhalb der geraden Linie AB, welche die [*77%t77t*t7*>* 








n’” Spalte in B (m+1) trifft, und auf dieser Ge- Pm +eeetoee- 
raden volistiindig bestimmt nach der Rekursions- tt testa tet 
formel oeese +++44443 
(») 1 ,(r) 2y—1 ,(»-1) , 27-+1,2 ,(¥+1) 

ho’ = 4a > at o hit — bh: Fig. 2 


Und zwar haben innerhalb und auf dem Rande des Polygons ACDEA 
alle h den Wert Null. 


Sei nun fiir alle h®, welche x» = n 


" < L., ; g" e 


' n(m-- 1 
aS as entsprechen, 


wo g so gewiahlt ist, daB 
‘4a <g und {bi <q, 
L,, aber von v unabhingig ist. Es gibt sicher ein soleches L, da es nur 
endlich viele h) zu einem bestimmten n gibt, und / eine ganze rationale 
Funktion (n —v)*" Grades in a, b ist. 
Dann ist, weil in der (n’+1)*" Spalte das kleinste v gleich m— 1 
ist, fiir das h nicht Null ist, sicher fir alle »>1 gemiB der obigen 


Rekursicnsformel 
(¥) 5 n’'+1—y 
Roai'D in —1)? Lg , 
ebenso 
(v) 5 5 n'+2—y 
Wir as = (m—2)* (m—1)? Ly9 


usw. fiir alle y>2, bis fiir die (n’+ =) Spalte, dem Punkte F’ der 


Figur entsprechend 


(¥) 
h m - 
2 n 
>= : m 
wind 2 (m—1)* (m—2)*--- (F) 


IA 
° 
| 
S 
oY 


m 
t 
Fiir die niachste Spalte ist unterhalb und auf der Geraden AFB 


m 


fiir alle »y > 


+1 
-2 a7 ae =a 
, 5 sts » ts ¥ 





m 


( es ees... ne ee ee 
a. 3 +1 ~ (m—3* (m2)? (BZ) (S +1) 
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usw. bis fiir die n” = (n+ m+ 1)" Spalte 


(v) 5” +1 x 
hy — Log’ ~*. 
(m -+- 1)* m*[(m — 1)*(m — 2)*. - -]? (*) 
Daraus folgt als erstes Resultat: ’ 


‘ - , mn 1 ” m -+-1) (m-+-2) 
»dst n gerade, so ist fiir n’ = —— 2 > und vn” = Ot fer 


cm+i1 
5 


Lay < [(m--1)m(m—1 2. (> + i)’ ar 


ist m ungerade, so findet sich ebenso 


5@+! 


L.. L,,. 
. Smt nme. (YT . 


§ 9. 
Fortsetzung. 


Die bisherigen GréBenbestimmungen gelten unterhalb und auf der 
Geraden AF’B. Um in dem Dreieck AA’ B, also oberhalb AB die h ab- 
zuschiitzen, beachten wir, daB die h lings BA’ gleich Null gegeben sind, 


dafiir lings AA’ gesucht sind. Wir lésen deshalb die Rekursionsformel 
80 auf: 


4) " 2 1 y 
i et ee ed Pe ain 
2y—1 *-1 


n—1 2y»—1 2 2y—1 *-1 4 


was wegen vy >| stets endlich méglich ist. Es bestimmt sich demnach 
ein / aus dem / der héheren Spalte und héheren Zeile und aus den beiden 
h derselben Spalte und der beiden héheren Zeilen. So z. B. h im Punkte a 
aus den bekannten / in den Punkten 8, ¢, d. 

Man sieht auf diese Weise zuniichst leicht ein, daB man in der Tat 
alle h im Dreieck AA’ B eindeutig und endlich bestimmen kann und also 
auch speziell die 1. Man wird erst alle h in der (n” — 1)*" Spalte, dann 
die der (n”—2)*" Spalte usw. bestimmen. 

Es wird noch darauf ankommen, ihre GréBen abzuschiitzen. Zunichst ist 


_ m 
A -) e — 4a hm 
” a” — 


_ pe 2M! pime) 
vm 2m—1 


1" 2m—1°"-1? 
also 


ae -1) < 4 5 L , g- mi 


-1 cas, (f+) 4 by 


2 
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So schlieBt man weiter: 
e.(<# a rew Leg **, 
[mmr (F 41) 3] 
(m—3) 5 5” 1" — m+ 
usw. bis 
mi <+ a 2 g’-*. 


~ ; L, 
[ mm—1)* ee (= al 1) =| 
Also ist sicher fiir alle ) der (n” — 1)" Spalte 


20" 


ACD) ao n'—y—1 
Rvs ae ‘ = m 2m? L, g a 
| m(m—1)*--- (+1) | 


Nun zur (n” — 2)" Spalte. Da ist nach der Rekursionsformel 


ing < (m—1)° 20" 3m —2 im | L,, g” -m 
n" —2 2m—3 m?* 2m— 8 a] ? m7? 
| (m—1)?.-- ] 
l 2 
<P - hy ease ites 
[ (om “4 (9 +1) 4 
2 2 
Weiter 
pn) (m — 2)? 20" 3m —5 20" | L,, gmt) 
on —2 2m—5 m?* 2m —5 | f m* 
| (m—1)?-- + — 
2 
L.. : 
Og 9 3 90" ad qr —m+i1 
™ | m\?* 
| (m—1)2... - 


usw. fiir alle h der (n” — 2)*" Spalte. 
Das Verfahren laiBt sich fortsetzen. Allgemein ist sicher 


L,, 


(r) Dn’ OQm pn’ t+ a-yv ed 
’ “ & ( \3 
hae 0 < 0 y (m—1)*(m—2)*---(m—<o)?’ 
wenn 

m 


6 9? 


IA 


und 


(v) On’ D(ym pr’ +0-¥ Ly 
h < 2" 20" 9 


u +0 2 fm = ? 
: waar (G) Gey 
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wenn 
m 
6 > 2° 
aber 
6<m+1. 
Wegen 


n 
1 
™ 
4,= > b’ h®) cos vt + 5% 


r=1 


ergibt sich 


Bes 
fy eo <n gr +" 2 20" : 
n' +o <(w+oe+1)9 J (m —1)*()++-? 
also sicher 
m+i1 , 
> 20” 2” d sit 
By +0 Se dg / e). 
o=1 


Nach der SchluBformel des vorigen Paragraphen aber ist 


5” + 'L. 5” “2. 
L os < : ? 
" ma? ~ n” 
a 
[ m (m-+-1) (m—1 2 | 
also 
5” 
lo / 
Ly|<A (n’!)? 
und 
n+1 a 
> 200g), 
Aveta S A nw’! °? 
o=1 


womit die bestandige Konvergenz dargetan ist. 

Beispielsweise wire also in §7 das ¢c, nicht Null zu setzen (wohl ¢,), 
sondern so zu bestimmen, dab in z, kein Glied mit cos¢ vorkommt. Da- 
gegen wiire c, gleich Null zu setzen. Es berechnet sich nun 


s,= (32% ~ + BF + 2be,) cos t + . ab® cos 2t + x b cos 3t, 
sodaB 


7 
¢, = — loa a 


za setzen ist, wahrend 
4, = * ab? cos 2¢ + = b' cos 3t 
iibrig bleibt. 





7@ 
de 


is' 
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§ 10. 


Herstellung der bestindig konvergenten Potenzreihe in 4 fiir den 
allgemeinen Fall mittels einer linearen Integralgleichung. 


Es sei z die periodische Lésung von (III’), die in 4 ganz und trans- 
zendent ist, Z die leicht herstellbare periodische Lésung von (III’), fir die 
der Mittelwert 


ex) Zdt=1 
ist. Es wird 


und also 


in 


a, #at = C12) 


eine ganze Funktion von A sein, deren Nullstellen den Werten von A 
entsprechen, fiir die notwendigerweise 


22 


feat =0, 
0 


d. h. [at = w(t) wieder eine periodische Funktion von ¢ ist. 


»Diese besonderen Werte von i, aus denen wir uns dann C(2) bilden 
kénnen, finden wir nun als Biguuserte einer linearen _Antegralgleichung. * 
Denn mit ¢ = w(t) wird aus (III’) 


(IV) wY + 44 Mic + 24Mw =—0 
und unsere besonderen 4 sind diejenigen, fiir welche (IV) eine periodische 
Lésung w(t) besitzt. 

(IV) besitzt fiir 40 die periodische Lisung 1. In Analogie mit 
dem Verfahren von Hilbert (zweite Mitteilung in den Gott. Nachr.) stellen 
wir uns eine Greensche Funktion G(s,?¢) in folgender Weise her: 

1. Es geniige G(s, 7?) der Differentialgleichung 


Ge 
am 1. 
2. Es sei G periodisch. 
3. Es sei G an der Stelle s=¢ nebst den zwei ersten Ableitungen 
stetig, waihrend die dritte Ableitung einen Sprung erleide. 


4. Es sei 


22 
Gt, s)dt = 0. 


0 
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Eine elementare Rechnung ergibt 


¥ 8.» a‘ 1 
Git, s)= a (¢—s)*+ rT x*(t{—s)? — an t—s*. 
7 


G ist symmetrisch in s und ¢ und seine dritte Ableitung erleidet an der 
Stelle ¢=—s den Abfall 2z. 


Nun folgt aus (IV) 


22 
w= — ~ f at, s) [4 M(s) io(s) +2 M(s) w(s)| ds 
oder nach partieller Integration, unter Beachtung der Periodizitat 


(V) w = 1 K(t,s)w(s)ds, 
0 
wo der Kern 


K(t,s)= + 2(e(,s) Mo] —= S(e¢, 9) MO) 
zwar stetig, aber nicht symmetrisch ist. 

Es handelt sich also darum, die Eigenwerte 4 von (V) zu finden, 
oder vielmehr es geniigt, die ganze transzendente Funktion aufzustellen, 
deren Nullstellen diese 4 sind. Nach der Fredholmschen Methode etwa 
kann man nun eine solehe ganze transzendente Funktion D(A) aufstellen. 
Dieses D kénnen wir direkt als unser C(A) nehmen, denn es kénnen 
sich C und D nur durch eine nirgends verschwindende ganze transzendente 
Funktion ¢ unterscheiden, welche die bestiindige Konvergenz nicht be- 
einfluBt. Kennt man aber C(4), so kennt man auch zu jedem z, eine 
solche additive Konstante, welche bestiindige Konvergenz erzeugt: den 
Koeffizienten von 4”. Man kann demnach die bestiindig konvergente Potenz- 
reihe fiir z bilden. 


Zweiter Teil. 
§ 11. 


Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, daB die 
Integrale der linearen Differentialgleichung keine Nullstellen 
besitzen. 


Wir wissen schon, daB beim Typus 1 immer unendlich viele Null- 
stellen vorhanden sind. Auch beim Typus 3 kénnen nur dann keine Null- 
stellen da sein (anderenfalls sind es stets unendlich viele), wenn der in- 
stabile Unterfall vorliegt (a+ 0); denn wenn y,=p, nie Null ist, so ist 


“dt ‘ 
a=— cf p,* You Null verschieden. 
1 
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Die Frage nach den Bedingungen fiir das Nichtvorhandensein von 
Nullstellen bedeutet also eine Unterteilung des instabilen Typus in einen 
solchen, wo Nifillstellen und dann wegen der Periodizitiit der p stets un- 
endlich viele vorhanden sind (stabilité & la Poisson), und einen solchen, wo 
keine vorhanden sind, d. h. wenigstens p, und p, keine haben. (Eine be- 
liebige Lésung kann dann héchstens eine endliche Anzahl von Nullstellen 
besitzen. ) 

Fiir das Nichtvorhandensein von Nullstellen erkennt man leicht als 
hinreichend, daB bestiindig M <0 sei, Levi-Civita hat (siehe Einleitung) 
als notwendig bewiesen, daB der Mittelwert 


2a 


[Mat <0 


v 










sein muB. 
Das erstere ist nicht notwendig, das letztere nicht hinreichend. 
»Notwendig und hinreichend fiir das Nichtvorhandensein von Nullstellen 
ist, daB fiir alle reguliren wnd periodischen Funktionen w(t) 
22 22 
| Mw*dt < | wdt 
0 0 
sei.“ 
Beweis: Hat die Lésung z im Reellen keine Nullstelle, so kann 
man setzen 
{Pat 
z=@¢',; 
wo P eine im Reellen reguliire, periodische Funktion von ¢ ist. Aus der 
Differentialyleichung (I) wird dann die Riccatische Gleichung 


P+ P?+M=0. 


Daraus folgt durch Multiplikation mit w*, wo w eine beliebige, im Reellen 
regulire, periodische Funktion von ¢ ist, und Integration 


[ Mutat = — | (P*+ P) wat, 
0 0 


= — [ P*wat + [2 Pwwdt, 
0 0 
ia 32 
—— { (Pw—we)*dt + f w%dt 
0 0 
Daraus erkennt man 


2a 2a 
J Murat < f wedt 
0 0 


fiir alle periodischen w als notwendig. 
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Aber das Erfiilltsein dieser Bedingung ist auch hinreichend. Wenn 
namlich 


22 22 
| dt — | Mw*dt>0 
0 v 
fiir alle periodischen w, so hat die linke Seite eine untere positive Grenze 
und nach Hilberts Untersuchungen zum Dirichletschen Prinzip auch ein 
wahres Minimum, wenn ‘wir w der Einschrankung 

| ‘wrdt = 1 

0 of » 


unterwerfen. (Man muB das Problem so stellen: | wdt — { Mw*dt zum 
0 


0 
32 


Minimum zu machen, wihrend { wtat =1 sei und w(2a) = w(0). Dab 
0 


dann auch w(22)— w(0) ist, folgt von selbst aus dem Verschwinden der 
ersten Variation. Man kann die Existenz des Minimums auch mit Be- 
nutzung der noch in $ 13 zu besprechenden Eigenfunktionen nach der 
von Richardson in den Math. Ann. 68 benutzten Methode beweisen.) 

Das Minimum geniigt der Differentialgleichung 
(VI) w+(M+Aje =0, 
der Parameter 4 ist das Minimum und also positiv. 

Man kann nun leicht schlieBen, dab jedenfalls das w, das nach (V1) 
das Minimum liefert, keine Nullstellen haben kann. Entweder aus dem 
Erfilltsein der Jacobische Bedingung (siehe die zitierte Arbeit des Herrn 

Richardson) oder in elementarerer Weise nach 

einem Verfahren, das schon vor lingerer Zeit 

a ££ von Hilbert bei einem Seminarvortrag skizziert 
EXP wurde: Hiitte die Lésung von (VI), welche das 

wahre Minimum liefert, eine Nullstelle— wegen 
der Periodizitat hat sie dann mindestens zwei*) — 
(siehe Fig. 3), so lieferte der gestrichelte Bogen 
AC’B das Spiegelbild zu ACB, dieselben Werte aller Integrale. Durch 
das Abschneiden der Ecken mittels der Graden EF’ und GH kénnte man 








Fig. 3. 


aber J w*dt stiirker verkleinern, als { Mutat veriindern und f wd ver- 


gréBern und also bei festgehaltenem { wrat die Summe fiorat — | Mwat 
verkleinern. 


*) Der Beweis l48t sich auch auf halbperiodische w, wo dann nur eine Null- 
stelle vorhanden zu sein braucht, iibertragen. 











dit 
ab 


M 


S: 
N 


ZN 
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Wir werden nun im niichsten Paragraphen allgemein beweisen, dab 
die Zahl der Nullstellen der Lisungen von (VI) mit wachsendem 4 nie 
abnimmt; nehmen wir diesen Satz hier vorweg und bedenken, daB das 
Minimum 2 positiv ist, so sehen wir, daB das Integral von (I), wenigstens 
das nach § 2 normierte, keine Nullstellen haben kann. Der behauptete 
Satz ist damit bewiesen. (Ubrigens kann ein beliebiges Integral nur eine 
Nullstelle haben, was daraus folgt, daB nach § 12 jedes Integral von (I) 
zwischen zwei Nulistellen eines anderen Integrals mindestens eine Null- 
stelle haben muB.) 


§ 12. 

Uber die Nullstellen der Integrale von & + (M+A)a = 0. 

Satz: ,,Habe eine Lisung von 
(1) i+ Mz=0 
die benachbarten Nullstellen t, und t,, so hat in dem Intervall t, bis t, jede 
Lésung von 
(VI) w+ (M+A)u =0 
mindestens cine Nullstelle, wenn 4 > 0 ist. 

Wir kénnen annehmen, dab ¢,< ¢,, daB (7), >0, (%),<0, also x 
in dem Intervall positiv sei. 

Nun folgt aus (1) und (VI) durch Multiplikation mit w resp. 2, Sub- 
traktion und Integration iiber irgend ein Intervall ¢, bis ¢, 


Py 
aw—wr =) / «wat, 
1 . 
" 


oder, wenn nun /, und /, die Nullstellen von « sind, 


a ee 
cw * == A| awdt. 
"1 . 


Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnten wir, wenn unser Satz nicht 
richtig wire, im Intervall ¢, bis 4, w als positiv voraussetzen. Dann aber 
stiinde links in der vorstehenden Gleichung etwas Negatives, rechts etwas 
nicht Negatives, womit der Widerspruch dargetan ist. (Dieser Beweis 
steht schon im wesentlichen bei Sturm, J. de Math. (1) 1 (1836). Siehe 
auch Encycl. d. math. Wiss. Bd. A 7a, Bocher). 

Aus dem bewiesenen Satze folgt: 

Die Anzahl der Nullstellen der Integrale von 

&+(M+A)a=0 

nimmt bei wachsendem 2 nie ab.“ 
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§ 13. 
Uber das typische Verhalten der Lésungen yon % + (M+A)x = 0. 


Diese Differentialgleichung (VI) hat fiir gewisse Werte von 1 eine 
oder zwei (ganz oder halb) periodische Lésungen. Diese ausgezeichneten 
Werte 4 lassen sich in bekannter Weise als Eigenwerte einer linearen 
Integralgleichung mit symmetrischem, abgeschlossenen Kern auffassen*): 
ihre Zahl ist daher unendlich, sie haben keine Hiufungsstelle im end- 
lichen. Diejenigen 1, fiir welche beide Integrale periodisch sind, wollen 
wir doppelt zihlen, um sagen zu kénnen, daB zu jeder periodischen Lisung 
ein EKigenwert 4 gehdére. 

Es gibt einen kleinsten Eigenwert 4 = 4,; denn ist 4 so klein, dab 
M +4<0 ist, so gehért die Differentialgleichung (VI) sicher dem zweiten 
Typus an. 

Dieser kleinste Eigenwert 4, macht nach § 11 


[wat — | Mw*dt 
0 0 


22 


unter der Nebenbedingung j w*dt=1 zum Minimum. Also ist 
0 


» 


[dt —{ (M+ 4,)w*dt > 0 
0 0 
und fiir 1< 4, 
22 2a 
| wat — f (M+) w*dt > 0, 
0 0 
d. h. fir 4< A, gehért (VI) nicht nur dem Typus 2 an, sondern ihre 
Lésungen haben auch keine resp. eine Nullstelle. Desgleichen hat die 
periodische Lisung p, die zu 4, gehért, keine Nullstellen; daher ist 
a 
0 
J p> 
0 
und also die zweite Liésung, die zu A, gehért, nicht periodisch. 

,»liir den kleinsten Eigenwert 1, existiert nur eine periodische Lisung, 
fiir 4<4, gehirt die Differentialgleichung dem instabilen Typus an und 
ihre Integrale haben keine resp. nur eine Nullstelle. Oberhalb 4, (d. h. fiir 
A> i,q) sind immer Nullstellen vorhanden.“ 


*) Die ganzperiodischen und die halbperiodischen Lisungen zusammen sind die 
ganzperiodischen fiir das Intervall 0 bis 42! 
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Denn fiir 14>, ist J w* dt — (M+ A)w*dt>0O nicht mehr fir 
alle w erfiillt. 

Wir wollen nun den folgenden Satz beweisen: 

»Laxistieren fiir eimen Eigenwert i, zwei periodische Lisungen, so ist 
die Differentialgleichung auf beiden Seiten, d. h. fiir 4 2 4, bis zum niichsten 
Eigenwert vom stabilen Typus. Ezxistiert aber zu i, nur eine periodische 
Lisung p, so gehirt die Differentialgleichung auf der einen Seite dem 
stabilen, auf der anderen Seite dem instabilen Typus an; und zwar hiingt 


22 


das von dem Zeichen von a ab. Beide Fiille kommen wirklich vor: ist 


e 


0 


J at > 0, s0 liegt fiir 2> a, der stabile, fiir 4<2, der labile Typus vor 


0 
2a 
(bis zum nichsten Eigenwert); ist f Fe <0, so ist die Sache wmgekehrt.“ 
0 


Es ist wohl zunichst aus Stetigkeitsgriinden klar, daB der stabile und 
der instabile Typus nur an den Stellen der Eigenwerte 4, aneinander 
grenzen kénnen. 

Wir untersuchen die Nachbarschaft eines Eigenwertes 4, und kénnen 
dafiir ohne Beschrankung der Allgemeinheit 4,0 annehmen. 

Die charakteristische Gleichung fiir m hat als reziproke Gleichung die 
Form 

m* + 2H(A)m +1 =0, 
wo H(A) =+1+ca"+--- (+0) eine ganze transzendente Funktion von 
A ist. (Vergleiche § 5, es ist H= > (A+B); Beweis, dab A, B, C, D 
ganz und transzendent sind, wie dort.) 


Also ist 
m=—H+VYH?—1 


= Fl—cl"+--- + V4 2c" +---— Fl4+ Ve cd?+---. 
Daher 


um, _Igtm—bii+--.. 


b ist eine reelle oder imaginiire Konstante, die nicht Null ist. Ist sie 
imaginiir, so kann und soll ihr Absolutwert kleiner als 1 angenommen 
werden. 


Sei nun @ eine periodische*) Lésung von 


*) ,,Periodisch* hei8t im folgenden stets: entweder ganz- oder halbperiodisch. 
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(I) £+Mz=0, 
y = e'p eine Lisung von 
(V1) y+ (M+Ajy=0. 


Fir «1 =0 geht y in eine periodische Funktion tiber; man kann ohne 
Beschriinkung der Allgemeinheit annehmen, daB das x sei, sodaB 


p=2r+e2, 
wo ¢ mit 1 verschwindet. 


Aus (VI) aber wird durch die Substitution 
y= e'p, 
(VI’) p+ 2up + (M+1+ 4p") p =0. 
Multiplizieren wir (VI') mit z, (1) mit p, subtrahieren dann (1) von (VI') 
und integrieren iiber eine Periode, so erhalten wir 


22 


22 2 
2u { pdt +(A+y*) | pxdt = 0. 
0 0 


Mit p=2 + «2 wird daraus 


22a 32 22 
Que [ciat + (1+4u") { adt + «(A+ u*) / zedt = (0. 
0 0 0 


Daraus schlieBt man, dab 


~ 


(a) lim ited xzdt = —f at 
endlich ist. 
Geht man mit dem Ansatz 
p=2r+ éz- 
in (VI’) hinein, so wird daraus wegen (I) 
(1) eZ + eu(d+e2) + (A+ m*)c + (M+14+ w*) ez = 0. 
Setzen wir das nach (a) endliche 


, 2 we 
lim ,~"*, 
ico * te 


so geniigt nach (1) w der Differentialgleichung 


= Ww, 


wy oer u* - 
w+ Mw+4z lim 73 0. 
Nun war aber 
u=bi? +-+->, 
also ist 
u* b'" +4... 
A+u® 14+0%"+...° 
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Es sind mithin zwei Fille zu unterscheiden: 
1) n=1, sodaB 
es ne 
4+ nu? 1+ 0? 
wird und weder Null noch unendlich ist. 
2) n> 1, sodaB 


; “ 
wird. 
Fall 1): n=1. 
b? 
4 item @ 


gesetzt, gibt fiir w 
w+ Mw =— az. 
Wir bestimmen w nach der Methode der Variation der Konstanten. Da 


x die eine, 2 { S die andere Liésung von (1) ist, bekommen wir 


1 dt 
w= —— art + Cr —° 
Die noch willkiirliche Konstante C ist so zu bestimmen, daB w periodisch 


wird, d. h. wenn 
22 


“dt 
fs 
0 
gesetzt wird, muB 
—ax+Ca=0 

sein, woraus man sieht, daB a=0O nur bei a = 0 zulissig ist. Also ist 

1 an “dt 
(b) w= — Sant + a”, i 


Setzt man das in (a) 


an an ia 
J zwdat = —| zwdt = — f wat 
o 0 0 


ein, so erhailt man nach partieller Umformung 


22 
(6) af a2dt + 42°b =0. 
0 
Daraus sieht man: 


22 
yin dem vorausgesetzten Falle kann a= f $ nicht Null sein. Ist 
0 


1 
a>0, so muB b* negativ, b rein imagindr sein. » = b1*+.--- ist dann 
fiir 4 > 0 imagindr: wir haben den Typus 1 vor uns; fiir 1<0 aber ist 


Mathematische Annalen, LXXIII. 26 
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uw reell, wir haben den instabilen Typus. Fiir a<0 ist die Sache wm- 
gekehrt.“ 
Fall 2): n>1, also a=0. Es muB auch a=O sein; denn jetzt muB 
w+ Mw=0 
noch eine von z verschiedene periodische Lésung haben, da, wire w = const. z, 
fuidt=0 
wire, (a) widersprechend. 
Es ist w = Cz f S , daher nach partieller Umformung 
22a 


| widt =—a2C. 
0 


22 


Das muf nach (a) gleich | | ‘ztdt sein, wodurch sich C bestimmt. Es ist also 
0 


ates=a+ ‘te cs | s —24 th os f s 

262” 
eine erste Annaherung fiir p. Aber es mu ¢ mit 4 verschwinden, was 
nur fiir »=2 angeht. Es muB also n = 2 sein und 

uw=bA+---. 

Es ist deshalb fiir positive und negative 2 sicher u entweder beiderseits 
reell oder beiderseits imaginir. Da8 nur das letztere der Fall sein kann, 
daB also doppelt zu zihlende Eigenwerte 4 immer nur von Intervallen 
vom stabilen Typus umgeben sein kénnen, wollen wir im niachsten Para- 
graphen beweisen. 


§ 14. 
Fortsetzung. 
Fir 40 habe die Differentialgleichung die periodischen Lésungen 


i= p und r,-v | “=P, 
sodaB die lésende Differentialgleichung 
(III) #+4Mi+2Mz=0 
die drei periodischen Integrale 


P?=p’, pp=—pT und p= p*J* 
hat. 


Die periodische Lisung von 
2+ 4(M+i1)z2+2Mz=—0 





—_— tei mm 
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gehe fiir 40 in 


ap,*+ 2bp,p, + cp,* = p*(a + 2bJ + cJ*) 


iiber. Es wird aus Stetigkeitsgriinden in der Umgebung von 4=0 der 
stabile Typus herrschen, wenn 


p(a+2bJ+cJ*) > 0, 


also ac — b®?>0 und a> 0 ist. Denn weil wir oberhalb 4, sind, kann J 

sowohl alle positiven wie auch alle negativen Werte in der Nihe der 

Null annehmen. a>0O kann immer als erfiillt angesehen werden; also 

kommt es auf ac—b>O an. Wir wollen zeigen, daB das so sein muB. 
Zu dem Zweck betrachten wir zu irgend einer Lésung 2, von 


%+4Mi+2Mz=0 
die periodische Nachbarlésung, die es ja stets gibt: 
yt Ae,+-:> 


von 
@+4(M+1)2+ 2Mz=0, 
sodaB z, der Differentialgleichung 


%+4Mi, + 2Mz, = — 43, 
gentigt. 
Wir bestimmen z, nach der Methode der Variation der Konstanten 
und finden durch eine elementare Rechnung, dab 


1) = 2p? | pJat -- 2p? f prt fiir 4% =p’, 

2) 4.=— pf pJ*dt _ pd? prat fir 2,—p'd, 

3) = 2p'Sf pJ%dt—2pP2f pTdt fiir 2,— p*J® 
Also fiir 
4, = p*(a+2bJ+cJ*), 
z,— 2p*|(af pat +bf p*Pat) + J(—af pdt +ef p*J*at) 

+ J*(—b f peat—ef p'sat)}. 

Soll nun 4, (ganz) periodisch sein, so muB 


22a 2a 2a 22 
(a | p*Jat + bf p*J*at) +J (- af peat +e ps? dt) 
9 0 0 0 


+ J3(— bf pat ag f Jat) =0 
0 0 


26° 
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sein fiir alle Werte von J, und da J nicht konstant sein kann, so miissen 
fiir sich, wenn wir zur Abkiirzung 


22 


22 22 in 22 
[pat = A> 0, J pJat= | rnp,dt = B, [vPat = |p2dt=C 
i) 0 0 0 0 


setzen, 
aB+bC=0, —aA+cC=0, —bA—cB=0 


sein. Daraus aber folgt 


a=fC, b=—fB, c=fA. 
Also ist 


a 2 


ac — b= f*(AC— BY) =f? | f'p,2dt- ['p,2at—( f'p,p, at)'}. 


Das ist aber positiv nach der Schwarzschen Ungleichheit, auch von Null 
verschieden, da nicht p, = const. p, sein kann. 

Damit ist der Satz von § 13 ganz bewiesen. 

Man kann ihn auch so aussprechen: 

»Betrachten wir die einfachen Eigenwerte i, 4,,-++, 2u denen nur 
eine (ganz oder halb) periodische Lisung gehirt, so teilen diese den ganzen 
Bereich von i in Intervalle, in denen abwechselnd der stabile und der in- 
stabile Typus herrscht. Unterhalb des kleinsten i, herrscht stets der instabile 
Typus, auch sind keine (resp. eine) Nullstellen vorhanden; oberhalb 1, gibt 
es stets wnendlich viele Nullstellen. Die doppelt zu ztihlenden Eigenwerte 1,, 
zu denen zwei periodische Lisungen gehiren, liegen stets in den Intervallen, 
in denen der Typus stabil ist.“ 


§ 15. 
Verhalten fiir 4 = oo. 

Satz: Wenn M regular ist, so gibt es nur eine endliche Anzahl von 
einfachen Eigenwerten i. Oder: fiir hinreichend groBes 24 wird der Typus 
sicher stabil.“ 

Setzen wir 4 = m', wo m keine ganze Zahl sei. (Man kann diese 
Voraussetzung machen, da Instabilitit nur in ganzen Intervallen auftreten 


kann). Setzen wir ferner 
mt =r. 


Dann wird aus der lésenden Differentialgleichung 

d*z 1 \ a . 

ga t4(l+ 53 M(t) + 2 Mt)e = 0. 
Machen wir den Ansatz fiir die existierende periodische Lésung 


e=c+4,, 
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wo ¢ eine Konstante und der Integralmittelwert von z, gleich Null sei. 
Die freie multiplikative Konstante sei so normiert, daB der absolut gréBte 
Wert von zg gleich 1 sei. Dann bekommen wir 





d*z dz 4 dz 8 « 
Ga t45t=— MO —-aMOs=R 


Nach der Methode der Variation der Konstanten erhalten wir daraus 


= + [ Rar — + 0s ae f R cos 2rde —— sin 2x f Rein 2rdt. 


R muB periodisch in ¢ ohne konstantes Glied sein, denn die linke Seite 
der Differentialgleichung ist es. Man sieht auch leicht ein, daB die vor- 
stehenden Integrale wieder rein periodische Funktionen in ¢ vom Mittel- 
wert Null sind, wenn man sie so versteht, daB man jedes Integral tiber 
einen sin resp. einen cos in gewohnlicher unbestimmter Weise ohne eine 
additive Konstante nimmt. Den Beweis fiihrt man so, daB man R in eine 
Fouriersche Reihe entwickelt (nach ¢) und den Satz fiir jedes Glied durch 
elementare Rechnung als richtig erweist. 
Fiihrt man eine partielle Integration aus, so bekommt man 


1 
2m*, 


/ 2M (£) [1 — cos (2e—20)] do + 3 | 2M sin (26—2r)de. 


4= 
Hat man nun das unbestimmte Integral 
J "Pde, 
wo P(t) = P(<) in ¢ periodisch ist, so ist es gleich 
. 4 
m | P(t)dt = m f P(é)dt—a, 
0 


wo die Konstante a so zu bestimmen ist, daB der Mittelwert Null ist, also 


t 


22 
a= f dt | P(t)dt. 
0 0 
Ist nun |P| < Py, so folgt 
t 
| { Pat| <2xP, 
0 


und 
|\a|< 2am P,. 
Deshalb 
J Pdé|< 42m P,. 
Wenn daher 


lel <1, |M\< A, |M\<B 
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ist, so folgt 


WA 


m(.-, 2A4+—, =; B), 


4, | 


4a 
C 
= 


IA 


| 2, | 


wo C eine feste endliche Zahl bedeutet. 
Mithin ist 
Cc 


=C 
& Pts 


wo « ein echter Bruch ist: soll aber das Maximum von z gleich 1 sein, 


so muB ¢=1 sein bis auf Glieder der GréBenordnung -, und 


#-1+((%)), 


wo, wie stets im folgenden, (4)) eine GréBe von der Ordnung 4 bedeute. 
Durch Differentiation von z, nach ¢ aber folgt aus der obigen Integral- 
darstellung 


Fm vs f 2M sin (21-20) do — = = [2M cos (2x —20)de, 





sodaB nach demselben SchluBverfahren Ee 
endlich bleibt. 
Die Gleichung 
s#— 5 P + 2AM+AP— 420 
gibt nun sofort 


22 


= t (Bae, J (M+ ayetdt = + Ane’ 


Nun wird die linke Seite asymptotisch 


4ah + (Ya), 
also sicher fir hinreichend groBe 4 positiv. 
Fir hinreichend groBe 4 herrscht also Stabilitit. 
Ferner ist 
e=—Vi+(1) (es sollte c<0 sein) 
und daher die Phase 


pn—e (Fo vison fry eee 
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weshalb wir die asymptotische Darstellung 


m= (1+ ((F))) eos (Vat + (1), 


1) ’ = 
"= (1 + (x))) sin (Vit + (1)) 
haben. 
(Man vergleiche einen analogen Satz von Liouville, J. de Math. (1) 2 (1837).) 


§ 16. 
Gegenbeispiel. 


»ls soll an einem Beispiel gezcigt werden, daB der Satz des vorigen 
Paragraphen nicht richtig zu sein braucht, wenn z. B. M eine einzelne 
Unstetigkeitsstelle hat, sonst aber ganz regulér verlduft. In diesem Falle kann 
es unendlich viele einfache Eigenwerte 4 geben, d. h. fiir beliebig groBe 4 kinnen 
noch Instabilitdtsintervalle vorkommen.“ 

Um bequemer rechnen zu kénnen, sei — 1 bis + 1 das Periodizitats- 
intervall. M sei im allgemeinen konstant und erleide nur an der Nullstelle 
den Sprung c: 

M\** =. 

Setzen wir 

4+M=a fir —1<t<0, 

4+M=0' fiir 0<ti<l, 
so hat das allgemeine Integral von 

£+(M+A)x=0, 

das an der Nullstelle mit dem ersten Differentialquotienten stetig ist, die 
Gestalt . 
z=Acosat+ Bbsinat fir —1<t<0, 
z= Acos bt + Basin bt fiir 0<t<l, 


wo A, B willkiirlich sind. Suchen wir sie so zu bestimmen, daB 


(2),21 = ™(2),--15 
(%),-1 = ™(%),--1) 
so erhalten wir als algebraische Gleichung fiir den Multiplikator m die 
(natiirlich reziproke) Gleichung 
m*ab + m[—2ab cos a cos b + sin a sin b (a*+5*)] + ab = 0. 
Je nachdem die Diskriminante 


D = 4a*b* — [— 2ab cos a cos b + sin a sin b (a*+b*)? 2 0 
ist, haben wir die Typen 1, 2, 3. 
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Wir wollen zeigen, daB bei beliebig groBem 4, aber festgegebenem c, 
d. h. bei beliebig groBen a,b aber festem a? — b®? =c noch immer ein- 
mal D negativ sein kann, sodaB der instabile Typus da ist. 

Es geniigt zu zeigen, dab 


(a) (a*+5*) sin a sin b — 2ab cos a cos b > 2ab > 0 
oder 
(8) 2ab cos a cos b — (a*+5*) sin a sin b > 2ab>0 


méglich ist. 
(a) verlangt 


(a—b) ‘cos “=” > (a+b) cos £2 | 


+ 
oder, da (a—b)(a+b)—c gegeben, mit : (a+b) =z 


(a’) < cos < > 42 | cos z| 


fiir immer noch einige z, wie groB man sie auch verlangen mag. 
(8) analog 
c . c : 
= | sin |>4e sin Z|. 
Beide Bedingungen sind aber erfiillbar, wie man leicht sieht, wenn man 
die Kurven 
e |CO8 ¢ cos 


y= — — und y =4z 


° 2 
2 \sin @ 


sin 

zeichnet. Es gibt beliebig groBe z, fiir welche y >y’ ist. Denn die Null- 

stellen von — £ kénnen nur ausnahmsweise mit denen von rag zu- 
sin 7 sin 


sammenfallen. 


§ 17. 
Weitere Beispiele. 


1) Ein Beispiel dafiir, daB keine Nullstellen vorhanden sind, 
aber doch M streckenweise positiv ist. 
Man setze in 
SPat 
r=me 
siehe § 11 
P=1—asint ( ite 
und erhalt aus ; 
M = — P— P’, 
M = « cost — (1—<a sin f)?, 


was fiir «>1 in der Umgebung von ¢ = 0 positiv ist. 
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2) Ein Beispiel dafiir, daB der Mittelwert von M negativ ist 
und doch Nullstellen da sind, ja sogar der stabile Typus 
vorliegt. 


Man kann beim stabilen Typus die Amplitude u als irgend eine im 
Reellen nie verschwindende periodische Funktion von ¢ annehmen. Dann 
gibt es immer ein regulires M dazu gemaBh 


u c 
M —_— U + u*? 
wobei ¢ noch willkiirlich ist. Die Phase bestimmt sich dann nach 


‘at 
eam “ue? 


ucosv und wsinv sind die Integrale. 


Wahlen wir 
u=1l+easint, wo ja\<1l. 
Dann ist 
a sin t c* 
M= 1+ asint + (1+ «sin #)* 
regular. 
an ‘ 22 M 
1 1 c 
je | Mem 1 - +h @faeino* % 
0 


Nachdem a fest gewiahlt ist, sind die beiden ersten Glieder zusammen 


negativ; man kann dann ¢ so klein wihlen, dab der Mittelwert von M 
negativ wird. 


3) Ein Beispiel dafiir, daB 


jedes Zeichen haben kann. (Vgl. §§ 13—14.) 


sin t 


Vi-+ asin*¢ 


a 
[ana ctg t 


eindeutig, sodaB M reguliir ausfallt. Es ist aber 


Man nehme p = , wobei a20, aber |a|<1 sei. p ist 


regular und 


22 
1 dt ah 
Qa p* are 
0 
w. z. b. w. 


4) Ein Beispiel dafiir, daB es auch in unmittelbarer Nahe des 
Falles zweier periodischer Integrale Differentialgleichungen 
von instabilem Typus gibt. 
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Die Sache ist deshalb nicht ganz trivial, weil man nicht zu jeder 
Funktion der Form e“‘p ein reguliires M konstruieren kann. 
Gehen wir von sin ?, cos? aus, die 


Z+2=0 
gentigen. Dann nehmen wir als Nachbarfall 


1 
ut— — mein 2t 


y = e'p =sin te 
Das zugehérige M berechnet sich zu 

M = 1 — 4u sin ¢t — 4u? sin‘ ¢ 
und ist also regulir. 


Dieses Beispiel zu finden, stellten wir uns folgende Frage: 
Wann kann z = e“‘p(t) als Integral einer Differentialgleichung 


z+ Mz=0 
mit regular periodischem M genommen werden? 
Wenn p keine Nullstellen hat, stets. Habe also p die einfachen Null- 


stellen (andere sind nicht erlaubt) ¢,, ¢,,---, ¢, im Intervalle 0 bis 2a. Dann 
kann man ansetzen 


1 §— by PU 
= / ] oP (t) 
Pp sin 9 e 


v=1 


wo P(t) eine regulire, periodische Funktion von ¢ ist. p ist, und das 
muB so sein, ganz oder halb periodisch, je nachdem die Anzahl der Null- 
stellen grade oder ungrade ist. 
Nun ist 
= — a9 ge ge (ay 
oder 


1 


t—t, 


y=i Sin® — 





@—— 2 «2. 8 
M=—'—p > ctg gs? ~ ipl + 
v=1 


—#- (5 Sets + 2)" 


v=1 


Damit das regular periodisch sei, muB dasselbe mit 


<< int. 8 s—f ro 
(u+ P) >'etg ; r+ >>’ ctg =~ dg —; 
v=1 vey’ 











der Fall sein. Als notwendig und hinreichend dafiir erkennt man: 
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»Es mug P an den Nullstellen t, von p den Wert 


1 t,—t 
“ vey 
Bei unserem Beispiel sind 0 und a die Nullstellen, dementsprechend 


wurde P = — u cos 2¢ genommen, gleich —w fir ¢=0 und t=q, da 


tg = (t,—t,) = etg = = 0 
ist. 
Es folgt von selber, daB fs — eindeutig ist und an den reellen Null- 


stellen von x einfache Pole hat; denn x f ist das zweite, im Reellen 
ja stets regulire Integral der Differentialgleichung. 


§ 18. 


Bemerkung iiber die allgemeinere Differentialgleichung 
¥+2Qau+ry=9. 

Es sei die Differentialgleichung 
(A) ¥+2qy+ry—0 
durch die Substitution 
—fqat 
y= xe- 
auf die Form 
(I) + Mz=0 
gebracht, wo M =r — gq — q’ ist. 

Gehért dann (I) dem stabilen Typus an, so entscheidet iiber den 


Typus von (A) allein das Zeichen von fi dt. Je nachdem dieses negativ 


oder nicht negativ ist, ist der Typus von (A) instabil oder stabil. 
came aber (I) dem instabilen Typus an, so tut dasselbe (A), wenn 


f vat <0 ist. Wenn aber faa > 0 ist, so kann (A) dem stabilen Typus 
22 


angehéren. Das tritt dann ein, wenn Jaa >w ist, wo w den charakte- 


ristischen Exponenten von (I) bedeutet: 
Es hat deshalb Zweck, eine einfache Abschiatzung der even- 
tuellen GréBe von uw kennen zu lernen. 
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Setzt man in (I) 
r= e'p 
ein, so erhailt man 


p+ 2up+ (M+ yu  )p=0. 
Daraus folgt durch Maultiplikation mit 2 und Integration tiber ein 
Periodenintervall 


p+ 4u f prat + (M + u*) p? — { Mp*at = const. 


Schreibt man dieselbe Gleichung fiir ¢+ 22 an, und subtrahiert, so er- 


halt man 
32 22 


(a) 4u {pdt —{ Mp*dt. 
0 0 


Multipliziert man aber die Differentialgleichung mit p und integriert tiber 
eine Periode, so bekommt man 


a 22 


2 
(b) —JrPM+ f (M+u)prdt =0. 
0 0 


Aus (a) und (b) zusammen 


2a 2n 
4u {(M+u*)p'dt = Mprat. 
4 0 
Daraus kann man schlieBen: 
Entweder ist w<V1+|M\mex, 
oder es ist uw< ; | M \max - 


Denn wire uw gréBer als beides, so kiime man auf einen Widerspruch. 
Wenn tiberall M> 0 ist, so kann man auch schlieBen, dab 


3 7 . 
u < / ; M max 
ist. 


Brinn, 9. April 1912. 
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Uber die binare und die ternare orthogonale Substitution. 


Von 


M. Pascu in GieBen. 


In der Theorie der orthogonalen Substitutionen mit » Veriinderlichen 
spielt die Darstellung der Koeffizienten durch . n(n—1) Parameter eine 


groBe Rolle. Dabei handelt es sich besonders darum, die verschiedenen 
Fille vollstindig in die Darstellung einzubeziehen und die Parameter 
durch die Koeffizienten auszudriicken. Auskunft iiber die umfangreiche 
Literatur gibt die Enzyklopiidie der mathematischen Wissenschaften, Band 1, 
Teil 1, 1898—1904, Seite 317 (G. Landsberg, August 1899), Seite 328, 
333, 334 (W. Fr. Meyer, September 1899), sowie das Repertorium der 
héheren Analysis, 2. Aufl., 1. Hiilfte, 1910, Seite 130 ff. (Alfred Loewy). 

Die Beschaftigung mit einer geometrischen Frage veranlaBte mich, 
bei der terniren orthogonalen Substitution die drei Parameter durch vier 
homogene zu ersetzen. Da sich dies vorteilhaft erwies, so erlaube ich mir, 
die Ergebnisse im folgenden mitzuteilen und entsprechende Ausfiihrungen 
iiber die binaire Substitution vorauszuschicken. 

Je nachdem die Determinante 1 oder —1 ist, pflegt die orthogonale 
Substitution eigentlich oder uneigentlich genannt zu werden. Wir be- 
trachten fast ausschlieBlich die erstere Gattung und méchten sie als ,,direkt 
orthogonal“ von der anderen, als der ,,verkehrt orthogonalen“ unterscheiden, 
wie man direkte und verkehrte Kongruenz unterscheiden kann. 


I. Die biniire orthogonale Substitution. 


1. Sind Veriinderliche z,|z, und y,|y, unter Zuziehung von Kon- 
stanten durch die Gleichungen 


(1) Y= a%,+0%,, y=—bx, +02, 
mit nicht verschwindender Determinante P so verkniipft, dab 


y,2 + y,? = 2,2+ 2,° identisch in 2,|2,, 
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ist also das System (1) eine binire orthogonale Substitution, so hat man: 
P=ab'’—ba, a+b?=1, a*?+b*%=1, aa’’+bs=—0, P?=1, 
ay, +by,=2,, Px= Vy,—ay, Pa= vb, Ph=—d, 
ay,+by,=—2,, Px,=—by,+ay,, Pa=—b, P= a, 
@+a*=1, #+b%=1, ab+a'b' =0.*) 

Auch die umgekehrte Substitution ist orthogonal und ihre Determi- 
nante = P, Verschwindende Koeffizienten treten nur in folgenden Sub- 
stitutionen auf: 

¥,=az,, y= Pax, wo a=+1; 
¥,=@2,, ¥=—— Paz, wo a=+1. 

2. Direkt orthogonal und zugleich symmetrisch sind nur die Sub- 
stitutionen: 

¥,=42,, Yy=a%,, wo a=+l. 

Die verkehrt orthogonalen biniiren Substitutionen sind immer sym- 
metrisch, da a = b, b’ = —a fir P = —1; sie haben die Gestalt: 

y, — 2, =(a—1)z,+b2,, y, —2, =—ba,—(a+1)2,, wo a®?+h?=—1; 
oder 


Yy — Dy = Ay Ty + Ayy%y, Yq — Ly = Ay, Z, + AyyQMy, 
wo 
= = al - = 
Dyg = Ag, yy Ogg — AI, = 0, Ay, + Ogg—=—2, Gy, — Ogg = 2a. 


Da die quadratische Form der Veriinderlichen &, &, 
F = Gy, 5," + 204. &, Ey + Ogg Ey” 


nicht identisch verschwindet, kann man &, | & so wihlen, dab #’'+ 0. Setzt 
man dann: 
(2) fy = 4418, + G5 = @—1)§, + 8, 
4 fo = Gq, & + Ogg, = DE, — (@+1)8,, 
so ist nicht f, =f, =0, das Verhiiltnis f,:f, ist von &|& unabhingig, 
und man hat: 

2f2°=— 945, 2fife=— 9%, 2f? = — Gar, 
wo g+0, g=f,2+f,%. Die Koeffizienten der verkehrt orthogonalen Sub- 
stitution werden also mittels der Formeln 


(3) ga= — (f,*-f,’), ga = — 2f,f,, b=a, b’b=—a 


*) Die Forderung: 


a@+bh%*=a*+b*=aa + bb’ =0, 
ohne daB 


a=b=a=b =0, 
fiihrt zu den Werten: 


a=aA, a=aA’, b=fA, Vb =—fA, 
wo a?-+ §*?—0, aber weder A= A’ =0 noch c= fP=0. 
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durch die homogener Parameter f, | /, dargestellt, die Parameter umgekehbrt 
durch die Koeffizienten mittels der Formeln (2). 

3. Die Formeln (3) miissen mit der tiblichen Parameterdarstellung 
der direkt orthogonalen Substitutionen zusammenhingen. Versteht man 
in der Tat unter x|2 homogene Parameter und bezeichnet x? + 4? mit B, 


so liefern die Formeln 
(4) Ba=x?— 23, Ba’ =2xi, Bh=—2xid, Bb’ =x?—} 


stets eine direkt orthogonale Substitution, wenn nur B nicht verschwindet; 
siehe z. B. Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten, 5. Auflage 
(1881), Seite 193. Fiihrt man nun homogene Verinderliche ¢, |¢, ein, so 
ist identisch in x|4 und ¢, | ¢,: 


2 (at, +At,)? = (x®-+A%) (t,2+t,2) + et, ty + (x?—1*) (t2—4,%). 
Folglich ist in unserem Fall identisch in ¢, | ¢,: 


2 (xt, +At,)® = (x*+A?) (t,2+t,2—2bt, t,+a(t,—t,9) — BT, 


wo 
(5) T=(1+a)t? —2bt,4,+(1—a)t2, (14a) (1—a) —b?=0. 
Wir schreiben noch: 


. 
T,-+ is (1+a)4,—b4, T,— + a — bt, + (1—a). 

T ist das Quadrat einer linearen Form, die nicht identisch verschwindet. 
Sind a und 6 reell, so ist 7, abgesehen von einem konstanten Faktor 
das Quadrat einer reellen Form. 

Man kann hiernach x|A aus a, b berechnen, also aus den Koeffizienten 
der Substitution (4). Wiahlt man ?¢,|¢, beliebig, jedoch so, dab 7’ + 0, also 
nicht 7, = T,=0, so kann man nehmen: x= 7,, 4=T,, wobei das 
Verhiltnis x:4 von ¢,|¢, unabhingig ausfillt. 

Die Substitution (4) ist dann und nur dann reell, wenn das System 
«| reell ist. 

4. Geht man umgekehrt von einer beliebigen direkt orthogonalen 
Substitution aus, so kann man wegen a’ = — b, b’ =a schreiben: 


Y¥, — %, = (1+a)a,—ba,, — (y,—a2,) = — bx, + (1—a)ay. 


Fiihrt man wieder ¢,|¢, ein und die Form 7 durch Gleichung (5), so 
kann man fiir ¢,|¢, soleche Werte wihlen, daB 7 +0, sodann: 


(6) x =(1+a)t,—bt,, 4=— bt, + (l—a)h. 
Wieder wird nicht x = 1=0, «:A nicht von ¢,|/, abhingig, ferner: 
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x? = (1+2a+a")t,? — 2(b+ab)t,t, + b*4,%, 
A = b*t,? — 2(b—ab)t, t, + (1--2a+<a*)t,?, 
xl = — (b+ab)t,? + (1—a*+b*)t,t, — (b—ab)t,’; 
e+A2= 27, x2? —A2?=—2aT, 2xi=—=—20T, x’? +1? +0, 
wie in den Gleichungen (4). 

Die Gleichungen (4) liefern demnach alle direkt orthogonalen biniren 
Substitutionen, jede nur einmal; die Gleichungen (6) liefern x |i. 

Die direkt orthogonalen biniren Substitutionen und die Punkte «|i 
einer Geraden bilden sich aufeinander ab; ausgenommen bleiben die 
Punkte, fiir die x? + 47=—0. Jene Punkte kénnen in Paare «|, | d, 
verteilt werden durch die Gleichung xx, + 24, = 0. Fiir die entsprechen- 
den Substitutionen (a, a’, b, b’), (a, ay, By, Bg’) ist 


(7) a=— 4, ay =——d, by eo b, by =—— bd’. 
In der Tat hat man: 


((1 +a) ¢, — bt,) (1—a@) t, + bt.) + (— bt, + 1—a@)t) (bt, +(1+@) 4) 
= (¢,?— (at, —bt,)”) + (4? — (04, +-a,)*) = (1—a*?—b?) (4,7 +4,") = 0. 

Bei der identischen Substitution ist x|4—1]|0, x,|4, = 0/|1. 

5. Bisher waren 2,|2,, y,|y, als nicht homogene Verinderliche ge- 
dacht. Es seien jetzt z,|z, homogen, mithin auch y,|y,. Dann diirfen 
a, a, b,b’ ebenfalls als homogen behandelt werden; man kann sich aber 
auf die Koeffizienten direkt orthogonaler Substitutionen beschrinken. Indem 
wir dies tun, miissen wir je zwei durch (7) verkniipfte Substitutionen als 
gleichwertig betrachten. Sie stellen im Fall reeller Koeffizienten eine 
gewisse Drehung im Strahlenbiischel dar; eine solche Substitution méchte 
ich deshalb eine ,,Dreh-Substitution* nennen. 

Der Strahl e = e,|¢, entspricht sich selbst, wenn 


0¢, = ae,+ ae, 0 —be,+d’e 
fiir ein gewisses 9 +0. Dies fiihrt zu der Determinante 


OF ons 
die fir 9 =a+ bi verschwindet. Der Fall 6 =O fihrt zur identischen 
Substitution (§ 1, am Ende). Nimmt man 9 = a + bi, b +0, so kommt: 
+ bie, = — be,, e=1|+ 7%. Also entsprechen entweder alle Strahlen sich 
selbst, oder es entsprechen sich selbst nur die Strahlen 1|i und 1/—4, 


d. h. das Gebilde z,? + 2,20 geht in sich selbst tiber, und zwar jede 
Nullstelle in sich selbst. 


a—oe a ; 
R=! |= (o—a)*? + Db, 
\b “| 
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II. Die ternire orthogonale Substitution. 


6. Sind Veriinderliche x, |x|, y,|¥_|ys durch die Gleichungen 
(8) y,=ax,+a'x,+0"a,, y,=b2,+'a,+b'2,, yy cr, +Ca,+¢' a, 
mit nicht verschwindender Determinante P so verkniipft, dab 

42 + Yo? + y,? = 2,7 + 2,°+ 4,7 identisch in 2,|2,| 25, 
ist also das System (8) eine terniire orthogonale Substitution, so hat man: 
e’+h?+eA=—1, aa’+bb+ec=0 usw., P? = 1, 
ay, + by, +eys=2,, Vy t+ y,+cy,=—%, ay, +b’ y, + c’y, = ay, 
@+a*ta’?=1, ab+a'bl+a’b’ =0 usw.*) 

Auch die umgekehrte Substitution ist orthogonal und ihre Deter- 

minante = P. Im Einzelnen ergibt sich: 


oe 


Ve’ — cb” =aP, b’e—c’b=a P, be — cb =a’'P, 
(9) ca” —a'e’ =bP, ca—a’c=VP, ca —ac =b'P, 
a’b"—Va"=cP, ab—ba=cP, ab’—ba =c'P. 
Man kann zu «x kontragrediente Veriinderliche u, zu y kontragrediente v 
so einfiihren, daB identisch u, = r,, also 
u, =av, +by, +¢ev,, uw=—av,+b'x,+c¢r,, u,—a"v, +b" vo, +c'9,, 
v, =au,t+auta'u,, v,=bu, + bu, +b" uy, v,=cu, +¢'Uy +07 Us. 
7. Um die weitere Betrachtung vorzubereiten, bilden wir mit be- 
liebigen x/A\u|y und ¢,|t,|¢,|¢, die Identitat: 
(10) 4(xt, + At, + ut, + vt,)® 
= (x? + 22+ uv) (t,2+4,2+6,2+t2) + (x? +22— pw? —v*) (t,2+¢,2—t,2—#,3) 
+ (w+ p?— a2") (4,246, —1,2—t.2) + (x? + 2a) (t2+0—-4—t,) 
+ 4(xi+pr) (tt,+4,t,) + 4(xut+dv) (4t,+44,) + 4(xv+Am) (¢,4,+4,4) 
+ 4(xi—pr) (t,t,—t,t,) + 4(xu—Av) (t,t,—t,t,) + 4(xv—Au) (t,4,—&6,). 
Ferner bilden wir die quadratische Form T(t,, 4, t,¢,), kurz 7: 
(11) P= t,2+t2+62+t2+a(t2+ t°—t—t,2) +0 (t2+t,°—t2—t2) 
+e" (t,2+ t2—t,2—t,") + 2b" (tt.+tyt,) + 2c(tt, +44) +2a' (t,t,.4+4,4) 
— 2¢'(t,tp—tyt,) — 20” (t,t, —tyt,) — 20(t, t, — tty) 
= (a+b'+e"+1)t?+(a—b'—c"+1)t.?+(—a+b—c" + 1)8,? 
+ (—a—b'+e"+1)t?+2(b"—c’)t,t,+2(e—a’)t, t, +2 (a’—b)t, t, 
+ 2(b"+e')tst, + 2(e+a")t,t,4+2(a' +b) tt, 
*) Die Forderung 0 =a*+ b*+c*=aa'+bb’-+ ce’ usw., ohne daba=-.-—=c'’=0, 


fiihrt zu den Werten: a=aA,b=—£BA,ce=yA, a =a A’, usw., wo a? + p?+ 7? =), 
aber weder A= A’ = A” =0 noch a= fp=—7=0. 
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daraus: 
1 oT T 1 6T Tr. a... T. [(s = T 
2 me a i ee i ee 


T verschwindet nicht identisch, da die vier ersten Koeffizienten die 
Summe 4 geben. 
Endlich bilden wir mit beliebigen s, | s, | s, | s,: 


(12) S = T(s,, 8, 83, 8,) — 4(8,7+5,?+8,?+38,*) 
und die Determinante von S: 
a+b’+c"—3 b’—e c—a" a’—b 
b”—e a—b—c"—3 a+b c+a” 
a ” lone a’ +b —a+b—c"+3 b’ +e 
a’—b e+a’ b’ +e — fe 


S verschwindet nicht identisch, die Summe der vier ersten Koeffizienten 
ist — 12. 

8. Versteht man unter x|4|u v homogene Parameter, so liefern die 
zehn Gleichungen 


aB=2'?+i2—p*—v’*, @B=2(Ap+xyr), a" B=2(Av—xun), 
43 bB=2(iu—xy), YB=22+u°—2—v*, D°B=2(uv+xi), 
si cB=2(iv+xp), ce B=2(uv —xA), e"B=22+r°—-12—u?, 


Ba++ w+" 
stets eine direkt orthogonale Substitution, wenn nur B nicht verschwindet; 
siehe z. B. Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten, 5. Auf- 
lage (1881), S. 194. Diese zehn Gleichungen sind aiguivalent mit den zehn 
folgenden : 

4x7= (a+b +c°+1)B, 4ni=(0'—c)B, 4uv =(b" + )B, 
422— (a—b—c"+1)B, 4eu=—(c —a’)B, 44v=(c +a’)B, 
4u?= (—a+b'—c"+1)B, 4uv = (a — b)B, 4ip=(a' + D)B. 
4y* = (—a—b'+c"+1)B, 
Wir fihren nun ¢,| 4 ¢,| ¢, als homogene Verinderliche ein. Dann 
ist jetzt wegen (10) und (11) identisch in den ¢: 
4(xt,+ 24,4 wt,+ vt, = BT, 
T das Quadrat einer linearen Form, die Determinante vom Rang 1. Da- 
her kann man x|4|u v aus den Koeffizienten der Form 7’ berechnen, also 
auch aus den Koeffizienten der. Substitution (13). Wiahlt man 7’ beliebig, 
jedoch so, daB nicht 7’ = 0, also nicht 7,=— T,= T,;= 7,=0, so kann 
man nehmen: 
(15) x=T7,, 4=T,, p=T,, v=—T,, 


wobei die Verhiiltnisse von ¢ unabhingig ausfallen. 


(14) 
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Die Substitution (13) ist dann und nur dann reell, wenn das System 
2 A4\u\y reell ist. 

9. Wie wir sahen, ist die Form 7 vom Rang 1, wenn 4, - --, c” durch 
die Gleichungen (13) definiert werden. Gehen wir umgekehrt von Werten 
a,---,c” aus, die den Rang von 7 auf 1 herabsetzen, also 7 zu einem 
Quadrat machen, etwa: 


T = (xt, + At, + wt, + vt,)?, 


so erhailt man durch Vergleichung der Koeffizienten beider Seiten die 
Gleichungen (14) mit B= 4, also auch die Gleichungen (13) mit B= 4. 

Haben also*a, ---, ¢’ Werte, die den Rang von 7 auf 1 herabsetzen, 
so sind sie die Koeffizienten einer direkt orthogonalen Substitution. 

10. Wir beweisen jetzt die Umkehrung: Sind a, ---, c” die Koeffi- 
zienten einer direkt orthogonalen Substitution, so ist 7’ vom Rang 1. 

Za dem Zweck benutzen wir die durch Formel (12) eingefiihrte 
Form S und deren Determinante 2 (§ 7, am Ende). Mittels der Formeln (9) 
berechnen wir die Minoren der beiden letzten Zeilen von 2: 


0, 4(a’—b), —4(e—a”); 4(e+a”), —4(a'+b); 8(a+1); 


mittels dieser Werte die Adjunkten der ersten und zweiten Zeile von 2: 


—16(a+b'+¢"+1), — 16(b’—¢), —16(e—a”), — 16(a’—d), 
— 16(b"—c’), — 16(a—b’--c’+1), —16(a’+d), — 16(c+a’). 


Aus den Adjunkten der zweiten Zeilen schliebt man auf die der dritten 
und der vierten Zeile. So kommt man zu dem Ergebnis: Die Adjunkten 
der Elemente von 2 sind die mit — 16 multiplizierten Koeffizienten von 7. 
Die Berechnung von 2, etwa mittels der ersten Zeile, gibt: 2 = 0. 
Folglich ist S vom Rang 3. 
Ferner schlieBt man: adj S=—167. Folglich ist 7 vom Rang 1. 


11. Sind a, ---, ¢” die Koeffizienten einer direkt orthogonalen Sub- 
stitution, so wird 7’ nach § 10 ein Quadrat; daher bestehen nach § 9 fiir 
gewisse Werte der homogenen Parameter x 4 u|v die Gleichungen (13), 
wobei B nicht auf den Wert 4 beschrinkt bleibt. 

Die Gleichungen (13) liefern demnach alle direkt orthogonalen ter- 
niren Substitutionen, jede nur einmal; die Gleichungen (15) liefern x | 4)! v. 

Die direkt orthogonalen terniren Substitutionen und die Punkte 
x|A|u v des Raumes bilden sich aufeinander ab; ausgenommen bleiben 
die Punkte, fiir die x*+ 47+ u?+ v?=0. Der identischen Substitution 
entspricht der Punkt 1|0'0 0; den tibrigen symmetrischen Substitutionen 
entsprechen die Punkte der Ebene x = 0, fiir die 4°+ u*+ v* nicht ver- 
schwindet; siehe § 15. 


27* 
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12. Statt x|4\4\v kann man andere homogene Parameter p|q|r|s 
einfiihren, indem man setzt: 
(16) p=x—vi,g=—ut+ii,r=—u+ii,s—x+vi, woi=V-1; 
2n—p+s, 24A—=—i(q+r), 2n=——(q—r), 2v=—i(p—s). 
Dabei wird 
Re y ©. 
r 8 


Diese Determinante darf also nicht verschwinden. Die entsprechende ortho- 

gonale Substitution ist dann und nur dann reell, wenn p und s, q und 

—r konjugiert komplex sind, abgesehen von einem Proporfionalititsfaktor. 
Aus (16) folgt: 


x?+ v= ps, 12+ p*?*=— qr, 2(x?—v*) = p?+ s*, 2(2?—p*) = — — Pr’, 
4uih =—i(paqt+prt+qs+rs), 4xu——pq+pr—qs+rs, 4xv =i(p?—s?*), 
4uyv = —i(pq—pr—qs+t+rs), 4vi= pq+pr—qs—rs, 4du=—i(q?—?"*), 
mithin fiir die Koeffizienten der direkt orthogonalen Substitution: 


2aB=p*—q’—r* +38", 2a’ B =i(p?+q?—r*?—s*), 2a" B=2(pq—rs), 
(17) 2bB=i(—p?+ 7-7 +8"), 26B=p'+¢@+r4+s*, 2b°B=—2i(pq+rs), 
2eB=2(pr—gqs), 2c’ B=2i(pr+qs), 2c’ B=2(ps+ qr). 


Die direkt orthogonalen terniiren Substitutionen und die Punkte 
p\q\|r|s des Raumes bilden sich aufeinander ab; ausgenommen bleiben 
die Punkte, fiir die ps — qr = 0. Der identischen Substitution entspricht 
der Punkt 1|0|0|1; den iibrigen symmetrischen Substitutionen entsprechen 
die Punkte der Ebene p + s = 0, fiir die ps — gr + 0. 

Die Formeln (17) unterscheiden sich von denen des Herrn Heinrich 
Weber, Lehrbuch der Algebra, 2. Aufl, 2. Band, 1899, § 66, nur durch 
die Anordnung der Reihen und die Homogenitit; Zeile 1 ist mit Zeile 3 
vertauscht, Spalte 1 mit Spalte 3. Die Formeln entspringen dort aus der 
Untersuchung des Zusammenhangs zwischen der orthogonalen terniren 
Substitution und der biniren Kollineation mit den Koeffizienten p, q, r, s. 
Herr Weber beweist a. a. O. in § 65, daB ,die Gruppe der orthogonalen 
terniren Substitutionen isomorph ist mit der Gruppe der linearen ge- 
brochenen Substitutionen einer Veriinderlichen, oder der biniren Kolli- 
neationen“. 


13. Bisher waren 2, 2/2, ¥; Y.|¥, als nicht homeogene Veriinder- 
liche gedacht. Sind aber die z homogen, mithin auch die y, so kénnen 
a,---+,¢" ebenfalls als homogen behandelt werden; man kann sich aber 
auch auf die Koeffizienten direkt orthogonaler Substitutionen beschrinken. 
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Wihrend im biniaren Gebiet eine so hergerichtete Substitution mit einer 
anderen gleichwertig sein konnte (siehe § 5), ist dies im terniiren Gebiet 
nicht der Fall. 

Betrachtet man 2, 2,|%3, ¥,\¥Y_|¥; als homogene Koordinaten von 
Strahlen 2, y eines Biindels, so kann man die Substitution (8) im Fall 
der Realitiit eine ,,Dreh-Substitution“ nennen; vgl. § 5. Betrachtet man 
aber 2,|%_|23, ¥, Ye|¥y, als homogene Koordinaten von Punkten z, y einer 
Ebene, so stellt die Substitution (8) fiir diese Ebene eine (und zwar 
eine beliebige) Kollineation dar, die den irreduziblen Kegelschnitt K mit 
der Gleichung 2,* + 2,* + 2,?= 0 in sich selbst iiberfiihrt. Mit Hilfe dieses 
Kegelschnitts kann man das Entsprechen zwischen den direkt orthogonalen 
terniren Substitutionen und den biniiren Kollineationen folgendermaBen 
begriinden.*) 

Auf K werde eine Projektivitiit R, hergestellt; «, 8, y, d seien Punkte 
von K, «’, B’, y', 0 die durch &, zugeordneten; keine drei von jenen oder 
diesen liegen in gerader Linie; die Paare «a’, Bf’, yy’ bestimmen &,. Be- 
zeichnet man nun das Doppelverhiiltnis («fyd), das den Punkten «, A, y, 0 
auf K zukommt, mit v, so ist auch («’p’y’d’) =v, und K wird dargestellt 
durch jede der Gleichungen: x(afyd) = v, x(a’ B’ yd’) = v. Die Paare ae’, 
BB’, yy’, 6° bestimmen aber eine terniire Kollineation §,; fiihrt diese den 
Punkt « in y iiber, so ist 2(aByd) = y(a' fp’ y'd’); R, transformiert also 
K in sich selbst und erzeugt auf K eine biniire Kollineation, niimlich &,. 

Jede Kollineation auf K lait sich demnach, und zwar nur auf eine 
Art, zu einer Kollineation in der Ebene von K erweitern; diese Kollineation 
wird durch eine direkt orthogonale Substitution dargestellt. Umgekehrt 
stellt jede direkt orthogonale terniire Substitution fiir die Ebene eine 
Kollineation &, dar, in der K sich selbst entspricht; &, erzeugt auf K 
eine bestimmte binire Kollineation &,. 

14. Um diese Betrachtung durch Rechnung zu ersetzen, stellt man 
die &,, die x auf K in y iiberfiihrt, durch die Formeln 


%—=Pi+9&, m=r&+s&, B= ps—qr+0 
dar, indem man auf K Parameter &, | & einfiihrt: 
au = i(6,°— 6”) | EP + &° 206.6, & = ay + ity 2, = -— Wy | 2, — tay. 
Die erste Darstellung von & versagt fiir «—1|i|0, di. §=O|1, die 
zweite fiir c= 1|/—i|0, d.i. §=1 0. Man erhilt: 
y = i(m*— 5%) | 4,7 + 4" Zine, 
*) Dieses Entsprechen ist eingehend behandelt im ersten Heft (1897) des Werkes: 
F. Klein und A. Sommerfeld, Uber die Theorie des Kreisels, Leipzig 1897—1910. Dem 


Ubergang von «, B, 7, d zu A, B,C, D a. a. O. Seite 21 und dem dann auf Seite 22 
gewonnenen Schema (10) entsprechen bei umgekehrtem Gang unsere Formeln (16)und(13), 
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also 
y, = i(p?—9*)E,* + 2i(pq —rs)&,& + i(g?—s*)&,* 

= i(p*—r*) (a, + ix.) + 2i(pq —rs) (a, + ix,)a, + i(g?— s*)a,? 

= i(x, + ix,) {(p*—1r*) (x, + iz.) + 2(pq—rs)a, — (q?—8*) (x, —iz,)} 

= 2B(x,+iz,) (axr,+ a'2,+a"2,), 
indem man a, a’, a’ aus (17) entnimmt. Dabei ist nur der Fall z= 1)\ij0 
auszuschlieBen. Man erhilt aber auch: 

y, = 2 Bi(x,—ia,) (ax, + a'2,+ a" 4s), 

wobei nur der Fall «=1|—i O auszuschlieBen ist. Man kann also 
schlieBlich unter Benutzung der Werte (17) immer schreiben: 

Y, = 42,+ @2,+ a'2,, Yy= bx, + Wa, + bay, yy = cx, + Cx, + C'Ks. 

15. Im biniren Gebiet besteht ein Entsprechen zwischen den direkt 
orthogonalen Substitutionen und den symmetrischen, aber verkehrt ortho- 
gonalen; siehe § 3, am Eingang. Im terniren Gebiet besteht ein Ent- 
sprechen nur zwischen den symmetrischen direkt orthogonalen und den 
symmetrischen verkehrt orthogonalen Substitutionen; die einen gehen in 
die anderen tiber, wenn man alle Koeffizienten mit — 1 multipliziert. Wir 
beschrinken uns deshalb auf den Fall P = 1, der durch die Formeln (13) 
dargestellt wird und fiir die Symmetrie die Bedingungen «4 = xu = xv =0 
liefert. 
AuBer der identischen Substitution erhalten wir (§ 11, am Ende) nur 

die Substitutionen mit x = 0, die sich also durch drei Parameter f, | /, |, 
darstellen lassen: 


WY +X) = 26 (f+ fete t+fy%s), IY + V2) = 261% + fe%_+f5%s), 
I(Ys+ 23) = 2f3( 2+ fe%_+ fo%5) 
mit der MaBgabe, daB g = /,*+ f,°+ /,* nicht verschwinden darf. Dabei 
ist a+ b'+ ¢°=——1. GemiB (15) kann man nehmen: 
f,=(a+1)s,+ a's,+0"s,, f,= bs, + (b'+1)s, + 6"s;, 
f,= 8, + ¢'8,+ (+1), 

und das System dieser drei Formen muB vom Rang 1 sein. Dem ent- 
spricht der Satz: 


Sind a,---,c” die Koeffizienten einer symmetrischen direkt ortho- 
gonalen, aber nicht identischen Substitution, so ist die Matrix 


a+1 @ a’ 
(18) b b+1 2b" 
c é e’ +1 


vom Rang 1. (Vgl. § 10.) 








Orthogonale Substitutionen. 423 


Wie schon bemerkt, ist dann a + b’+ ¢’=— —1, wihrend fiir die 
identische Substitution a + b’+c’=3 ist. Da (a+b’'+c"+1)B= 4x 
in (14), so wird a+b'+c”=—1 nur fir «=0,4+0'+ec=3 nor 
fir 4°+ uw? + v? = 0 (im reellen Gebiet nur fiir die identische Substitution). 
In beiden Fallen ist 

(l1—a—b'—e' P= 4. 
16. Um den Satz des § 15 umzukehren, kann man sich der Deter- 


minante 
a—o a a’ 
R='b v—o vb’ 
c c ce al 0 


bedienen (vgl. § 5). Da P= 1 sein soll, erhilt man mittels (9): 
R=(1—@) {1+ U1—a—b'—c’)e + 0°} 
und fiir die Adjunkten der Elemente von R: 


a— (b+ e")o +o a+hbo a” + co 
(19) b+a’‘e V’—(a+ec"jeo+o bb’ +o 
e+a’o c+ b'o e” —(a+b’)o + @% 
Verschwinden alle Adjunkten bei ge = —1, so wird a’ =b, a’ =e, 


b” =’, d. h.: Haben die Koeffizienten a, ---, c’ einer direkt orthogonalen 
Substitution Werte, die den Rang der Matrix (18) auf 1 herabsetzen, so 
ist die Substitution eine symmetrische, aber nicht die identische. (Vgl. § 9.) 


Die Determinante des Systems (19) ist — R*. Mittels 9 = — 1 findet 
man daher fir P = 1: 
a+hW4+ec’+1 a—b a” —e 
b—a a++e"+1 b’-—e¢ =4(a+b'+e"+1)% 
c—a’ a’ — b” a+b’+c"+1 
Im Fall a + b+ ce’ = — 1 ist R = (1— 0) (1+ 0’); fiir @ =— 1 ver- 


schwinden alle Adjunkten, nicht aber fir 9 =1. Im Falla+b'+c’=3 
ist R = (1—o)*; fiir g@ = 1 verschwinden nicht alle Adjunkten, auBer bei 
der identischen Substitution. 


GieBen, Mai 1912. 
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An Extension of Descartes’ Rule of Signs. 


By 


D. R. Curtiss of Evanston (U. 8, A.). 


In a recent number of this journal*) an article by E. Meissner, Uber 
positive Darstellungen von Polynomen“, is devoted to the discussion of 
a theorem which he states as follows: 

Sei 

f@)— 2+ att t---+4 
ein Polynom mit reellen Koeffizienten, das der Bedingung geniigt 
f(z)>0 fir x>0. 
Alsdann lipt sich f(x) stets in die Form setzen 
, ‘» (2) 
{(%) - 8, 
worin f,(x) und f,(x) Polynome bedeuten, deren siimtliche Koeffizienten 
positiv sind.“ 

This theorem is ascribed to Laguerre, apparently on the authority 
of Hurwitz, but is not to be found in his published works. It is, however, 
a special case of an immediate corollary of Laguerre’s celebrated theorem **) 
which states that if z is sufficiently large, the number of variations of 
sign presented by the coefficients in the development of e**/(z) in ascending 
powers of x is exactly equal to the number of positive roots of f(x). In 
§ 1 of the present paper it will be shown that we may subtitute a 
polynomial f,(#) for the multiplier e** and thus obtain the corollary above 
referred to, which may be stated as follows: 

Theorem L [If 

f(a) = aga" + a,x"-'+---+a4, 
is any polynomial with all its coefficients real, there exist polynomials f,(x) 
such that when the product 
fs(2) = f(x) (2) 
*) Math. Ann. 70 (1911), p. 223. 
**) Oeuvres, tome 1, p. 22—25. 
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is arranged according to ascending or descending powers of x, the number 
of variations of sign presented by its coefficients is exactly equal to the number 
of positive roots of f(x). Further, we may choose f,(x) so that all its coef- 
ficients are positive. 

Such a polynomial /,(«), whether its coefficients are all positive or 
not, will hereafter be styled a ‘Cartesian multiplier’ of f(z). As a matter 
of fact, if we consider the Cartesian multipliers of least degree for a given 
polynomial, none of them may have all their coefficients of like sign. 
Thus the polynomial 42°+ 42°— 22°—w*+2-+1 has the Cartesian. 
wultiplier k(22?— «+ 1), where k is any constant, and this is the only 
one of degree < 2. 

As a direct consequence of Theorem I. it is easily shown that poly- 
nomials p,(x) exist such that the product o,(«) = g,(x)f(%), when tested 
by the method of Budan-Fourier, gives exactly the number of real roots 
of f(x) in any interval a< «<b; i. e, if g(x) is of degree k, the excess 
of variations of sign in the sequence ,(x), - (4), -* ++, = 9.(x), when 


x =a over those presented when « =} is equal to the number of roots 
of f(z) in the interval considered. Further, the multiplier o,(7) may be 
taken independently of a and } provided a is greater than some fixed 
number a,. This follows at once if, writing 
a= X+4,, f(x) = 9(X), 

we take g,(x) = ®,(X), a Cartesian multiplier of p(X). Since »,(x) has 
at least as many roots in any interval as f(z), the Fourier test applied 
to g,(#) gives an upper limit for the number of real roots of f(x). This 
test, however, is exact for the interval [a,, co], hence it must be exact 
for every part [a, 6] of this interval, otherwise the sum of the numbers 
resulting from the application of the test to the intervals [a,, a], [a, b], 
|b, co} would be larger than that for the interval |a,, co}, an impossibility. 

To the discussion of Theorem I and topics connected therewith, the 
present paper is devoted. An important part of this discussion is to be 
found in section 2 where, to mention but one result, it is proved that 
among the Cartesian multipliers /,(z) of given degree r there are always 
some for which all but »+1 of the coefficients of f,(7) vanish, the 
remaining coefficients being determinants of a matrix formed of the coef- 
ficients of f(x). We thus have an extension of Descartes’ Rule in which 
such determinants replace the coefficients of f(x) themselves. The problem 
of finding all the Cartesian multipliers of degree r is reduced to that of 
determining those of the special kind just indicated. A graphical appli- 
cation of some of these methods is given in § 3. 








D. R. Curtiss. 


$ 1. 
Theorem I as a Corollary of Laguerre’s Theorem. 
If, taking f(#) in the form 


f(a)—q+o42+---+¢,0" (¢,=@,_,, ¢,0), 
we write 
=f(2) = C,+ C2 +C, 2 +0," 4 
e* f(z) = C,+ Cz + 297 7 “sg T*'* 


Laguerre’s Theorem states that for all positive values of z sufficiently large 
the number of variations of sign in the infinite sequence C,, C,, C,, -- - 
is exactly equal to the number of positive real roots of f(z)*). In parti- 
cular this will be true for all values of z > z,**), where z, is defined as 
follows: — If c, +0, let the discriminant of the polynomial 


(x)=, +¢,2+¢,2(4—o)+¢,2(a4—@) (a1—2@)+---+¢,2(4—@)---(x—n—1o) 


be denoted by m‘O(@), where 0(0)+0; then 2, = < , where @, is the 


least positive real root of O(@). In case ¢, = ¢, =---=¢,_, = 0, ¢, +0, 
we replace ®(xz) above by the polynomial 
C, + €,,,0 + C,.2(27—@) + +--+ ¢,2(4—@) -- - (2—n—j—lo). 
Obviously the infinite sequence C,, C,,C,,--- can be replaced by a 


finite one, C,, C,,---, C,, and this remark indicates the probability that 
a Cartesian multiplier may be formed by taking the first m +1 terms 
of the development of e** in ascending powers of « for some m >r 
Let us write, then, 


~2 ~m 


p(z)=—1+ert+ i, a? t- t+) a”, 


m! 
and 


b 
Py 9 mtn m+n 


y(x) f(x) = by + bx + a1 7 weet (m+n)! ‘ 
For the coefficients in the product we have the formulas 
(1) b= C,—a'=*[eg2" tice"! +i(i—1)eye*- 2 +--+, 1 (i—1)--(i—n— 1) 
for «= 0,1,---, m, and 
(2) b= i(i—1)---(m+1)2*-"|e,_ 2" t"-!+me,_,, ee tnn i} 
+ m(m—1)¢,_,,,92%*"-*—-*?+----+m(m—1)-- (i—_n»—1 Je, | 
for i=m-+1,m+2,---,m-+n. We have, then, to choose m so that 
*) L. c. We have here slightly changed Laguerre's notation. 


**) Laguerre’s argument requires z to be larger than z,, but it is easily seen 
that z= 2, is also permissible 








-—- 








--- 
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the finite sequence b), b,,---,b,,,,, presents the same variations of sign 
as the infinite sequence (,, C,, -- 
Consider the set of polynomials 


F(x) =¢,8"~/+¢,, ,2e"-I-* +e, , 9a(a—1)e"-/-? 
+ +++ ¢,"(2—1)---(2—n—j—1) 
(j =0, 1, 2,---,m). 
From formulas (1) and (2) above we have 


(3) b,=2'-* o(#) =0, 1,2,-+-m), 
A 


(4) b, = i(i—1)---(m+1)2-"F,_ (mm) (i=m+1,--,m+n), 


i-™m 


and the relation 
(5) C0. = 2'-" F(a) 


is true for all positive integral values of 7. If, then, m is any integer 
larger than the greatest real root of the function F(x) and not less 


than the greatest real root of the » — 1 functions 


F,(2) (j=1,--,n—1), 
the infinite sequence C,, C,,---, will present no variations of sign after 
the term C,,, so that it may be replaced by the finite sequence C,, C,, ---,C,,, 
or what is the same thing, },,b,,---,b,,; while b,,, b,.41,--+, 0,4, Will 
all have the sign of c,, and so will give no further variations of sign. 

We have thus proved Theorem I, but the result may be stated more 
precisely as follows: 
Theorem II. The polynomial 
m m—1 


. od m z 
y(t) = m! ? (m—1)! 


gm-t4..-+egr7+1 
will be a Cartesian multiplier for the polynomial 
f(@) = dpa" + aya*~* + +++ + a, gx + 4, (a +9), 
provided z is greater than or equal to the number 2, defined at the beginning 
of this section, and m is any positive integer larger than the greatest real 
root of the function F(a) and not less than the greatest real root of the 
remaining n — 1 functions F’_ ;(x), where 
F_ (2)=a,4¢'+a,_,22-'+a,_,"(a—1)2'-*+---+a,4(a—1)--(2—i—1) 
(¢=1,2,---,n—1). 

Other formulas for Cartesian multipliers may be obtained by similar 

methods. Thus one is given by a finite number of terms of the development 
—k E 

of (1 — =) in ascending powers of x provided both z and : are suf- 


ficiently large positive numbers. 
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The foregoing proof is by no means the simplest or most elementary 
that could be given for Theorem I. The author hopes to publish elsewhere 
in the near future a more direct demonstration, but the method followed 
above has been preferred on account of its historical connection.*) 


§ 2. 

On the Choice of Polynomials w(x) such that the Coefficients of 
the Product w(a) f(x) shall present the least Number of Variations 
of Sign. Geometric Interpretation. The Extended Rule of Signs. 

If we take f(x) in the form 

(6) f(z) = aga" + aa*-'+---4+4,_ 7+, (a,+0), 
the problem we now consider is to determine the coefficients of a poly- 
nomial of degree r, 
(7) w(a2) = a"™+ 2,2'°~ ao £5 
so that in the product 

(8) F(x) = v(x) f(a) = Aya" + Aya"t"-'4+---+ AL eta 
the coefficients shall present the minimum number of variations of sign. 
These coefficients are given by the following set of formulas in which 
we are to take a, = 0 if k>n or < 0: 


A, = a; 


n+r? 





A, = 4, + 454,, 
A, = ay + a2, r 49435 
A, = 4, + G,_ 12,4 G,_ 92g t-+-+4,2,_, + doz, 

(9) ‘ ; ; ‘ : ; 
A, _ a, + a, 174 +> G@,_ 9% sg = + G, 41%, 1 T G,, 2, 
Aww: = 4,2; HG, %g toes +, _ 64981 + O,_ 2458, 
a _ a, 2,4 + a, 17259 
A... = a, Z,.. 


Here, of course, A, should follow A, if r> n. 
As a further matter of notation, we denote by M, the matrix of k 
columns and » + k rows, here written for k <n, 


*) Since the present article has been set in type, a paper by M. Fekete and 
J. Pélya bas appeared (,,0ber ein Problem von Laguerre“, Rend. Circ. Mat. Pal. 34, 
p. 89), which discusses related formulas; and announces that (1+<2)* is a Cartesian 
multiplier for sufficiently large values of k. 
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} a, 0 0 
|), My 0 
\" * 
0 | 
1 
My | 
(10) 2 - é 2 = a, : 
| 
| a, 
0 a, | 
0 O H 
| \] 
| | 
0 O eee @ 


In each column are found a,, a,,---,a,, in order, the remaining elements 
being 0, and each column has one more 0 above a, than the preceding. 

Then, to use a familiar terminology*), M,. is the matrix of the system 
of linear equations A, = 0 (i= 1, 2,---,w-+ 71), and the augmented matrix 
is obtained by striking out the first row of M,.,,. Since a,+ 0, the rank 
of M, is obviously r. 

If 2,, 2,-+*+, 2, are interpreted as Cartesian coordinates in space 
of r dimensions, the equations A,= 0 (i=1,---,+,7) represent linear 
(r—1)-spaces (with the exception of A’s which reduce to a constant, if 
such exist) each of which divides the r-space into two portions. A, is 
positive for all positions of the point (2,, 2,---, 2,) on the positive side 
of A,= 0, and negative on the negative side. 

The configuration formed by the above mentioned members of the 
system A,= 0 (§(=1,2,---,u +7) will, for convenience, be hereafter re- 
ferred to as the A-configuration. We define a vertex of this configuration 
as a finite point in which r linearly independent members of the system 
A;= 0 intersect; the existence of vertices follows from the fact that the 
rank of M, is r. 

We shall now prove a lemma relating to such configurations. We 
consider any set of linear forms 


(11) O,= Got C14 + +--+ 6,2, (¢= 1, 2,---,m+7r) 


whose matrix (i. e., the matrix formed of the coefficients of the terms in 


*) See Bocher ‘Introduction to Higher Algebra’, p. 44 where, however, the columns 
of the augmented matrix are differently ordered. 
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4,,°°*, 4,) is of rank r. The A’s, as we have seen, form a set of this 
kind. In this lemma we shall use the geometrical language of the pre- 
ceding paragraph. 

Lemma. Let P’ be any point in space of r dimensions; then there is 
always a vertex of the C-configuration such that a variable point P can 
move from P’ to this vertex on a continuous path which does not cross from 
one side to the other of any member of the system C,=0, and such that if 
any members of the system pass through P’, they pass through every point 
of the path. 

We note first that if the coordinates of P’ are (z,’,---, z,’), then for 
each integer 4 from 1 to r the straight line defined by the equations 


, 


s—2;, (j=1,2,--,4—1,a41,--,n) 
which passes through P’, meets at least one of the (r—1)-spaces U,= 0 
in a finite point; otherwise c,, would vanish for all values of i and the 
rank of the matrix of the system C;=— would be less than r. If, then, 
P’ is on none of the (r—1)-spaces C;—0, the variable point P may 
move in one direction or the other on the above-mentioned straight line 
from P’ to the first intersection point with an (r—1)-space C,=0. On 
this path we shall have crossed none of these (r— 1)-spaces. 

In general, let us suppose P has moved continuously, starting from 
P’, on a path which crosses no member of the system C,;=—0, and does 
not emerge from any member with which it has a point in common, until 
it has arrived at a finite point (€,, &,---, €) om the intersection of, in 
all, «<r linearly independent members of the C-configuration; as a matter 
of notation we take these as C,= 0, C,=0,---, C,=—0. The matrix of 
these u equations must be of rank uw, and we again adjust the notation 
so that the determinant formed of the first ~ columns of this matrix 
does not vanish. If, now, all the determinants 


C1 Chu Ch u+t 
. , (v=—1,2,--,n+r—u) 
Cul _ Cu “ Cu “+i 
Cut ee Cutvu Cutvutt 
could vanish, the matrix of the equations C,= 0, ---, C,,,—0 would be 


of rank less than r, but this is impossible; hence the straight line defined 
by the equations 
C—0, i=1,2,--54m, 


‘ 
£,= €,, i=ut+2,---+ 7, 


intersects at least one of the (r—1)-spaces C,,,—0,---, C,4,—9, ma 
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finite point. If P moves along this line in one direction or the other 
from the point ({,, &,---, €) to the first of these intersections, its total 
path from the position P’ has crossed no (r—1)-space of the C-con- 
figuration and has emerged from no member with which it has a point 
in common; further, it has brought P to a point on the intersection of 
at least « +1 linearly independent members of the configuration. Pro- 
ceeding thus, step by step, we build up the required path extending from 
P’ to a vertex. 

If the conclusion of this lemma is applied to the A-configuration, 
the following theorem is obtained: 

Theorem Ill. There is at least one vertex of the A-configuration for 
which the sequence Ay, A,,-+-, A,,,, presents as few variations of sign as 
are possible for any point of r-space. 

If, in fact, we compare the values of the A’s at any given point P’ 
with those taken on at a vertex reached by a path of the kind indicated 
in the lemma, we see that all which vanished at P’ also vanish at this 
vertex, and possibly others, while those different from zero at the vertex 
preserve the same signs which they had at P’. Obviously the sequence 
of the A’s formed for P’ cannot present fewer variations of sign than 
for the vertex. 

The coordinates of a vertex are readily obtained as quotients of 
r-rowed determinants of the matrix M,,,, and if these values are sub- 
stituted in the expressions A,, A,,---, A,,,, it is easily seen that the 
terms of the result are proportional to sequences of (r+ 1)-rowed deter- 
minants of M,,,. This leads to the following algebraic equivalent of 
Theorem III: 

Theorem 1V. Consider sequences of determinants to,, G,r) °° *; Okyr, 
(O<k,<+++<k,), obtained from the matrix M,,, (see formula (10)) as 
follows; the first row of «,, (including k=) is the (k,+1)™ row of 
M,.,,, while the succeeding rows are, in order, the rows of M,,, which 
remain when we strike out its first, (k,+1)™,---, (k,+1)™ rows. Among 
these «-sequences there will be at least one whose members do not all vanish 
and which will present as few variations of sign as is possible for any 
sequence A,, A,,---, A,,,- 

The statement that in some a-sequence there is a non-vanishing 
member follows from the existence of vertices, for corresponding to a 
vertex we have a,,+ 0. 

When 2z,, 4,,---, 2,, are chosen in (7) as the coordinates of a vertex 
of the A-configuration, formula (8) becomes, in the notation of Theorem IV, 


(11) F(x)= ¥(2)f(@) = =~ (Gye t®t" + oy, ath + tay wet en), 
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Since the roots of f(x) are also roots of F(x), they completely determine 
the coefficients in (11) except for a constant factor, provided the matrix 


=r “ern eee setr— ay 
(12) : ; 
; i ‘ ? 
a+r mer—-k .. . gutr—k, 
= = , x ' 


where 2,, 7,,---, Z,, are the roots of f(z), is of rank m. In this case 


we have 


(13) &, = (—1/4D,, (t=O, 1,---, n; k, =0), 


where 4 is the same for all values of ¢, and D,, is the determinant 
formed by striking out the (i+ 1)" column of (12). If f(x) has multiple 
roots the matrix (12) has a modified form which we here omit for brevity. 
In case (12) (or its modified form when the latter is to be used) is of 
rank n,< m, certain of the @’s vanish and the others are determined from 
a matrix formed by striking out » — », rows and columns of (12). It is 
hardly necessary to give the formulas, but it may be remarked that in 
the geometric interpretation we have here the case where » members of 
the system A,=0 pass through all points common to », among them 
which are linearly independent. 

An immediate application of the foregoing is the determination of 
«-sequences for a quadratic equation 


zv—2ecosgm r+e?=0, 0< gpa, 


whose roots are z,=o¢"%, z,= oe '?. Formula (13) gives, if we take 


k,=r + 2, 


a, = 22idgt*?-* sin(r+2—Kk,)g, 
u,, =— 2ilert* sin (r+ 2)q, 
Gis,-= 2idg*+%-4 sin kg. 


If this «-sequence is to present no variations of sign, this must be true 
of the sequence 


sin (r+2—k,)p, —sin(r+2)p, sink,g, 
where 0< hk, < r +2. The least value of r for which this is true, r= R, 
must obviously verify the relation 
(14) (R+1)p<a<(R+2)q, 
while k, may be any integer less than R + 2.*) 
*) Cf. Meissner’s evaluation of R (loc. cit., note, p. 226, 227), which in his 


notation is the ‘Minimalzahl n’. If we put k, = R + 1, k, = R+ 2, we have the solution 
of Hurwitz for the corresponding f,(x) of Theorem I. 
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If we now apply Descartes’ Rule of Signs to F(x) in formula (8), 
we obtain the following theorem, which may be styled the Extended Rule 
of Signs: 

Theorem V. For all values of r the minimum number of variations 
of sign im sequences A,, A,,---, A,,,, formed for the vertices of the A-con- 
figuration, i. e. in the sequences t,, %-»***, a, -» defined in Theorem IV, 
is a superior limit for the number of positive roots of f(x). The limit thus 
obtained either decreases or remains stationary as r increases, and there 
exists a least positive integer r = R for which this limit is exactly equal to 
the number of positive roots of f(x). 

As for the latter part of the above statement, it is easily verified 
that if r,< r, all the a-sequences for r= 7,, when each member has been 
multiplied by a’»~”, are included among those for r=yr,. The existence 
of R follows from Theorems I, and III or IV. 

There is, of course, a similar method for determining the number of 
negative roots of f(x); here we count the permanences of sign at the 
vertices. The number RF, corresponding in this case to R in Theorem V 
may not be equal to R, but if AR, is the larger of the two numbers 
h,, R, then for r= R, there is at least one vertex for which the variations 
of sign in the A’s give the number of positive roots of f(x), and at least 
one for which the permanences give the number of negative roots. 

One obvious corollary of the foregoing may here be noted, to the 
effect that if any a-sequence has k vanishing members, then f(x) has at 
least k imaginary roots, since that a-sequence cannot present more than 
a total of n —k variations and permanences of sign. 

Obviously if we are to take some value r = m, as given by Theorem II 
for example, known to be large enough for the degree of a Cartesian 
multiplier, and compute all the «-sequences of the matrix M,,,,, the 
amount of work necessary will convince one that the present results are 
chiefly of theoretic interest. A more practical application for the case 
r= 2 will be given in § 3. 

A question of some interest is the determination of all the Cartesian 
multipliers of given degree, for instance of the minimum degree R. This 
can be solved geometrically in terms of the A-configuration, but the 
matter is hardly of sufficient importance to merit more space here. 


§ 3. 
Graphie Method for the Case » = 2. 


Returning to the geometric interpretation of § 2 for r=2 let us 
take z, and z, as rectangular coordinates in the plane. The corresponding 
Mathematische Annalen. LX XIII. 28 
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A-configuration will be composed of straight lines; for each of these write 
a plus sign on its positive side and a minus sign on its negative side. 
It will then be possible at a glance to read off the sequence of signs 
of the A’s for each vertex, i.e. the sequence of signs of the a’s. 
A single illustration will suffice, that of the function 
f(a) = a8 + 2° — 22? + 22+ 3. 

The A-configuration with + and — signs indicated for each line is given 
in the accompanying diagram. From this we easily see, for example, that 
the vertex where A, = © and A,=0 intersect is on the positive side of 

A, = 0, the negative side of A, =0, 
’ and the positive sides of A, =O and 
A,=O;hence the signs of the corres- 
ponding «-sequence are ++ —-++. 
By a rapid mental calculation we 
find the minimizing vertices, namely 
the three intersections of pairs of 
the lines A,=0, A,= 0, Ay= 0. 
For these all the «’s are of like 
sign. If their coordinates are used 
for the coefficients of z* + 2,2 + 4, 
this expression will be a Cartesian 
multiplier for f(x), which is thus 
shown to have no positive roots. It 
is directly apparent from the diagram that the only Cartesian multipliers 
of degree 2 correspond to the coordinates of points within or on the 
boundary of the triangle whose vertices are the three minimizing vertices 
just mentioned. There is no Cartesian multiplier of degree 1, otherwise 
there would have been a minimizing vertex on the 2, axis. 














We might search for the a-sequence having the least number of 
permanences of sign to obtain a superior limit for the number of nega- 
tive roots of the function. In the example considered this is 2, which 
does not decrease the limit given by Descartes’ rule for f(z); as a matter 
of fact, there are two negative roots. 

It may be noted that the search for minimizing vertices need extend 
only to the region defined by the inequalities 


420, 4+ 2Vz, > 0, 
i. e., to that part of the right half-plane (including the positive z,-axis) 
above the lower half of the parabola z,,=4z2,. For if (2,, 2.) is a point 


outside this region, then z+ 2,2 + 2, has at least ove positive root and 
can be factored in the form (x—-,) (w1—,), where 2,, 7, are real, and 
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z, is positive. If x, is also positive, the product (#—-,) (a—a,) f(x) has 
at least two more variations of sign than f(z), while if z, is negative 
this product has at least one more variation of sign than (x—~z,) f(z), 
or, what is the same thing, than (7*—2z,2)f(x). This last multiplier, 
x*— x,x, corresponds to the point (— z,, 0) in the region first mentioned. 
In fact the argument is here easily generalized to show that a multiplier, 
v(x), of any degree, must have no positive roots if the product w(x) f(x) 
is to present the minimum number of variations of sign, and there is a 
corresponding geometrical interpretation. 

It might have been supposed that we would in some cases obtain a 
number less than that given by the a-sequences for the region indicated 
at the beginning of the preceding paragraph, if we subtracted two from 
the number of variations of sign in the coefficients of the product 
(a? + 2,2+ 2,) f(x) when (¢,, 2.) is in the region where (a? + 2,2 + 2.) has 
two positive roots, i.e. in the right half plane on or below the lower 
half of the parabola z,7=4z2,. The argument of the preceding paragraph 
shows not only that this is not true, but also disposes of the possibility 
of obtaining a lower limit by subtracting one when (¢,, 2.) is in the left 
half-plane. It is not true, however, that minimizing vertices are in all 
cases confined to the first quadrant. In the case of the polynomial 
4a° + 42° —22°— 2*+2+1, mentioned on page 425, the only minimizing 


vertex is (-+, 3) and in fact no other point gives a Cartesian mul- 


tiplier of degree as low as two. 


28* 














Uber Kerneigebiete. 
Von 


Hermann Bruyn in Miinchen. 


1. Im folgenden bedeute M immer eine ganz im Endlichen liegende 
abgeschlossene Punktmenge. Sie spanne einen Raum R von m Dimensionen 
auf, d. h. sei in keinem linearen Raume von weniger Dimensionen voll- 
kommen enthalten. 

Ausdriicke wie ,ein beliebiger Punkt“ oder ,,jede Gerade“ sollen in 
dem Sinne ,ein beliebiger Punkt in R“, ,,jede Gerade in R“ verstanden 
werden. 

Wenn jede durch einen Punkt k gehende Gerade ein und nur ein 
Stiick — d. h. einen Punkt oder eine Strecke mit einer Menge M gemein 
hat, heiBe k ein Kernpunkt von M. 

Durchaus nicht jede Menge M hat Kernpunkte; sie fehlen z. B. stets 
bei durchlécherten oder aus getrennten Teilen bestehenden Figuren. 

Falls aber wenigstens ein Kernpunkt vorhanden ist, gilt folgender Satz: 

Die Kernpunkte einer Menge M, die einen Raum R von mehr als einer 
Dimension aufspannt, bilden ein Eigebiet K. 

K werde als Kerneigebiet oder kurz als Kern von M bezeichnet. 

Man erkennt sofort, dab jedes Eigebiet mit seinem Kern zusammen- 
fallt. Beispiele von Punktmengen, die einen Kern besitzen, aber nicht mit 
ihm zusammenfallen, werden in Nr. 5 gegeben werden. 

Der eindimensionale Raum fF ist in unserem Satze auszuschlieBen. 
Er wiirde nur eine Gerade G, sich selbst, enthalten; eine Menge M, die 
G aufspannen und mit G nur ein Stiick gemein haben sollte, miiBte aus 
einer Strecke oder einem Punkte in G bestehen. Dann wiirde jeder Punkt 
von G als Kernpunkt von M sich erweisen; der Kern von M wiirde aus 
der vollstiindigen Geraden G selbst bestehen, die wegen ihrer Unendlich- 
keit unserer Definition der Eigebiete sich nicht einfiigt. Der Raum R habe 
also mindestens zwei Dimensionen. 

2. Um den Kern von M als Eigebiet — oder, wie andere sagen, 
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als konvexen Kérper — zu erweisen, haben wir zu zeigen, daB jede Ver- 
bindungsstrecke zweier Kernpunkte aus lauter Kernpunkten besteht, daB 
der Kern endlich, und daB er abgeschlossen ist. 

Ich beweise zuniichst einen Hilfssatz: 

Unter den gegebenen Voraussetzungen ist jeder Kernpunkt k von M ein 
Punkt von M selbst. 

Wenn k nicht zu M gehérte, und wir legten durch k& irgend eine 
Gerade G, so wiirde offenbar das Stiick 3, das G mit M gemein haben 
mu, ganz auf einem der beiden Strahlen liegen miissen, in die G durch 
k zerfallt. Er heiBe der ,,belegte* Strahl H’, der andere de r,unbelegte* H. 
Wir legen nun durch G eine Ebene £, 

Es zeigt sich dann zuniichst: 

Jeder Grenzstrahl belegter Strahlen, die in E von k ausgehen, ist 
selbst belegt. 

Beweis. Es sei H’ Grenzstrahl der belegten Strahlen H,, H,,---,H,,--:, 
und auf jedem H, werde ein Punkt von M herausgegriffen. Die unendlich 
vielen p, liegen mit M in einem endlichen Gebiete, besitzen also min- 
destens einen Hiufungspunkt py. AuBerhalb eines noch so kleinen Winkels g, 
der H’ im Innern hat, liegen stets nur endlich viele H, und p,; p kann 
also nur auf H’ liegen, und da p wegen der Abgeschlossenheit von M zu 
M gehort, so erweist sich H’ als belegt, und zwar — unter unseren gegen- 
wirtigen Voraussetzungen — durch einen von / verschiedenen Punkt. 

Hiernach kann ein unbelegter Strahl H, der in E von H ausgeht, nicht 
Grenzstrahl von belegten Strahlen sein, sondern der niichste belegte Strahl 
nach rechts wie nach links mu8 mit ihm einen endlichen Winkel bilden, 
H mu also innerer Strahl eines unbelegten Winkels g >0 mit belegten 
Schenkeln sein. Nun ergibt sich aber der Widerspruch, dab g weder 
kleiner, noch gleich, noch gréBer als x sein kann. Wire » < a, so wiirde 
der Scheitelwinkel g’ lauter belegte innere Strahlen und unbelegte Schenkel 
haben; letztere wiirden also Grenzstrahlen belegter Strahlen sein, gegen 
unseren obigen Hilfssatz. Wire aber g >, so wiirde die Verlingerung, 
der Scheitelstrah| jedes Schenkels selber belegt sein, man wiirde auf jeder 
Schenkelgeraden zwei durch k getrennte Stiicke von M liegen haben, ent- 
gegen der Definition eines Kernpunktes k. 

Die Annahme, daB k nicht zu M gehért, hat uns auf unlésbare 
Widerspriiche gefiihrt, k mu8 also zu M gehéren, w. z. b. w. 

Beim Beweise hat die Abgeschlossenheit von M die wesentlichste Rolle 
gespielt. Wollte man sie fallen lassen, so wiirden Kernpunkte von M 
auBerhalb M méglich sein, z. B. ist fiir eine halbe Kreisringfliiche der 
Mittelpunkt der Begrenzungskreise Kernpunkt, wenn man das eine Stiick 
des begrenzenden Durchmessers nicht mit zur Figur rechnet. 
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3. Nun zum Beweise des Hauptsatzes. 

Der Satz ist jedenfalls richtig, wenn nur ein Kernpunkt von M vor- 
handen ist, da ein Punkt als besonderer Fall eines Eigebietes zu betrachten 
ist. Sind zwei Kernpunkte k, und k, vorhanden, so gehért die ganze Ver- 
bindungsstrecke k,k, za M. Denn wenn ein Punkt p zwischen k, und k, 
nicht zu M gehirte, wiirde die Gerade k,k, zwei durch k, und k, repriisen- 
tierte oder in ihrer Umgebung sich noch weiter ausdehnende und durch p 
voneinander getrennte Stiicke mit M gemein haben, was fiir eine Kern- 
punktsgerade doch ausgeschlossen ist. 

Es sind aber alle Punkte der Strecke k,k, nicht nur zu M gehdrige, 
sondern auch Kernpunkte. Wiire es einer derselben, m, nicht, so miiBte 
durch ihn eine Gerade G — und offenbar von anderer Richtung als k,k, — 
hindurehgehen, auf der zwei getrennte Sticke von M liigen; ein Stiick 
von M ist ja mit m auf G bereits gegeben. Es sei dann p ein Punkt 
jenes Stiickes von M auf G, welches m nicht enthilt. Zwischen m und 
p liegt auf der Strecke mp sicher ein nicht zu M gehériger Punkt r, 
der offenbar ins Innere des Dreiecks k,pk, fallt. Der von k, aus durch r 
gehende Strahl miiBte die Dreiecksseite k,p schneiden, etwa in s. Fiir s 
ergibt sich aber ein Widerspruch. Als Punkt der Kernpunktsgeraden k,p 
muB s zu M gehéren, weil diese sonst in, bzw. um k, und p zwei durch 
s getrennte mit M gemeinsame Stiicke aufweisen wiirde. Als Punkt der 
Kernpunktsgeraden k,s darf s nicht zu M gehéren, weil diese sonst in, 
bzw. um k, und s gwei durch r getrennte mit M gemeinsame Stiicke ent- 
halten wiirde. 

Es gibt also keinen Punkt r und keine Gerade durch m, die mehr 
als das eine, durch m gesicherte Stiick mit M gemein hitte; m, d. h. 
jeder Punkt der Verbindungsstrecke zweier Kernpunkte ist also selbst 
Kernpunkt. 

DaB der Kern K im Endlichen liegt ist sicher, weil er ganz zu M 
gehért, und M im Endlichen liegt. 

4. Bleibt also nur noch die Abgeschlossenheit von K zu erweisen. 

Der Grenzpunkt k einer Folge k,, k,, k,,--- von Kernpunkten ist 
nach friiherem ein Punkt von M. Als Nichtkernpunkt kénnte er also nur 
dadurch sich erweisen, daB durch ihn eine Gerade 7 ginge, die mindestens 
noch ein von k vollig getrenntes Stiick mit M gemein hitte. Wenn p 
ein Punkt dieses Stiickes wiire, so miiBte die auf 7’ liegende Strecke kp 
einen nicht zu M gehérigen Punkt 7 enthalten. Um / als Mittelpunkt 
wiirde ein innen villig ,unbelegtes“ Aquiradial (oder eine ,,Sphire“) A 
des von M aufgespannten Raumes mit endlichem Radius @ sich schlagen 
lassen, da bei der Abgeschlossenheit von M die M-Punkte nicht in be- 
liebige Nahe an 7 herandringen kénnen, ohne / selbst als M-Punkt zu 
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kennzeichnen. Es wiirde sich dann weiter aus der Folge der Punkte k, 
einer, k,,, auswiihlen lassen, dessen Entfernung « von k so klein wire, daB 
die Strecke k,, p durch das Innere von A hindurchginge und also zwischen 
k,, und p (mehr als) einen nicht zu M gehérigen Punkt l’ enthielte; man 
wiirde zu diesem Zwecke nur 


selec FZ -s 
lp 


zu setzen haben. Somit wiirde die Gerade k,,p zwei durch U getrennte in 
oder um k,, und p liegende Stiicke von M aufweisen, was der Kernpunkts- 
natur von k,, widersprechen wiirde. 

Wir kénnen also unsere Vorannahme nicht aufrecht erhalten, sondern 
k muB selbst Kernpunkt sein; K ist eine abgeschlossene Punktmenge. 
Das Gebiet der Kernpunkte ist hiermit als Eigebiet nachgewiesen. 

5. Beispiele von Nicht-Eigebieten, die einen Kern besitzen. — Bei den 
geschlossenen Linien mit vier Wendepunkten, wie sie als Nachbarn der 
Lemniskate auftreten in der Schar von Kurven, fiir welche das Produkt 
der Entfernungen eines Kurvenpunktes von zwei festen Punkten konstant 
ist, ist der Kern — wie man sich leicht tiberzeugt — das durch die vier 
Wendetangenten gebildete Parallelogramm. 

Bei einem aus zwei Kreisbégen ungleicher Kriimmung gebildeten 
Monde, der den Schnitt der Endpunktstangenten des flacheren Bogens im 
Innern enthilt, ist der Kern das dreieckige, durch die genannten Tangenten 
und den krummeren Bogen begrenzte Flachenstiick. 

Leicht vorstellbare Beispiele fiir den Raum liefert folgender Satz; 

Ist E ein ebenes Gebiet mit einer Symmetrieachse A, und K sein 
— ebenfalls gegen A symmetrischer — Kern, so ist der durch Rotation 
von K um A erzeugte Kérper K’ der Kern des durch die Rotation von 
E erzeugten Kérpers EF’. 

Beweis. E bedeute jetzt den Schnitt einer festen durch A gehenden 
Ebene P mit EZ’. Die innerhalb K’ gelegenen Achsenpunkte sind offenbar 
Kernpunkte von FE’. Untersuchen wir nun einen beliebigen Punkt ¢ von 
K’ au®erhalb A auf seine Kernpunktseigeuschaft. Fiir gewisse durch é 
gehende Gerade erkennt man schnell, daB sie nur ein Stiick mit E’ ge- 
mein haben: Es sind die die Achse A schneidenden*) und die zu A senk- 
recht laufenden Geraden. Aber auch fiir jede andre durch i gehende Ge- 
rade G laBt sich das nimliche nachweisen. G schneidet bei einer Rotation 
um A aus P eine durch i gehende Hyperbel aus mit A als der Achse, 
die ganz auBerhalb, d. h. auf der konvexen Seite der Kurveniiste liegt. 
Die in P von é aus auf A gefillte Senkrechte schneide den andern Hy- 


*) einschlieBlich der Parallelen zu A. 
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perbelast in j. Die Sehne ij besteht ersichtlich aus lauter Kernpunkten 
von E. Es seien nun a und Bb’ auf G die fduBersten Punkte zu beiden 
Seiten von i, die noch zu E” gehéren. Zufolge der Natur eines Rotations- 


kérpers gehért die Strecke a’ib’ dann und nur dann ganz zu FE’, wenn 
‘der von a’ib’ bei der Rotation auf P ausgeschnittene Hyperbelbogen aid 


ganz zu FE gehért. Nehmen wir nun auf aib einen Punkt J als nicht zu 
E gehorig an. Dann wird die Sekante al die Sehne ij in einem Punkte ¢ 
schneiden miissen nach dem nicht schwer zu erweisenden Satze: 

Eine Kurve zweiter Ordnung und eine Sekante trennen sich gegen- 
seitig in je zwei Teile. Eine zweite Sekante, die nur den einen Kurventeil 
schneidet, trifft stets den iiuBeren, d. h. auf der konvexen Seite der Kurve 
liegenden Teil der ersten Sekante. 

Es ist nun g, das von a@ gesehen iiber / hinausliegt, wie jeder Punkt 
von 7j, ein Kernpunkt von FE. Damit ist aber unvertriglich, dab auf dem 
Strahl gla zwei zu E gehérige Punkte gq und a durch einen nicht zu E 
gehérigen Punkt / getrennt liegen. Hieraus folgt, daB der ganze Hyperbel- 


bogen aib zu E, die ganze Strecke a’ib’ zu E’ gehdrt, daB also auch 
jedes G nur ein Stiick mit E’ gemein hat; somit ist i Kernpunkt von EF’; 
w. z. b. w. 

Die oben als Beispiele gegebenen ebenen Figuren ergeben bei der 
Rotation um ihre Symmetrieachsen Kernkérper, die, der eine durch zwei 
Kegelmiintel, der andere durch einen Kegelmantel und eine Kugelhaube 
begrenzt sind. 
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Periodic oscillating satellites in the problem of three bodies. 
By 


F. R. Moutron*) of Chicago (U. 8. A.). 


1. Introduction. 


In 1775 Lagrange proved in one of his most beautiful memoirs**) 
that the problem of three bodies admits of two types of exact solutions. 
In both of them the ratios of the mutual distances are constants, and 
the orbits described are conic sections. In the first type the three bodies 
are always collinear, and in the second they lie at the vertices of an 
equilateral triangle. 

Suppose one of three bodies is infinitesimal and that the masses of 
the other two are distinct from zero. If the infinitesimal body is displaced 
slightly from one of the Lagrangian solution points it oscillates about it, 
or departs from it, according to circumstances. If it oscillates in the 
vicinity of the solution point, it’ seems to move slightly to and fro as 
seen from one of the finite bodies, and for this reason it is called an 
oscillating satellite. In this paper the existence of certain oscillating satel- 
lites, in both two and three dimensions, in which the motion is periodic 
is established, and the general properties of the orbits are discussed. Only 
those orbits are considered which are near the Lagrangian collinear solu- 
tion points, though the same methods apply to those which are near the 
equilateral triangular points. 

The case in which the orbits of the finite bodies are circles is 
relatively simple, and was given a general treatment by the writer 
for the collinear points by two distinct methods more than twelve 
years ago***) One of these methods has beeu applied in detail by 


*) Research Associate of the Carnegie Institution of Washington. 
**) Collected Works, 6, p. 229—324. 
***) Paper read before the Am. Math. Soc., June 28 (1900); abstract in Bull. Am. 
Math. Soc., 7 (1900), p. 12. 
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Dr. Thomas Buck*) to the case of the equilateral triangular points; and 
the same method by Dr. H. E. Buchanan**) to the collinear case in which 
all three masses are finite. The method employed in these investigations 
is not applicable to the case where the orbits of the finite bodies are 
ellipses. 


The collinear case in which the finite bodies describe circles has 
attracted considerable attention in the last few years. Poincaré made a 
few remarks***) upon the subject, relating his methods to the equations 
of Hill which lack the parallactic terms. Burrau discovered several orbits 
in the special case where the finite bodies are equal by mechanical 
quadratures}). Perchot and Mascart gave an analytical treatment?}7;) of 
the special case where the finite masses are equal. Sir George Darwin 
found examples of these orbits about two of the points of equilibrium7+++). 
His methods, like those of Burrau, were purely numerical. Under the 
assumption that the orbits exist, Plummer has given a convenient literal 
method of finding their coordinates.*+) 


The case in which the finite bodies revolve in ellipses heretofore 
has not been given any consideration, and a rigorous treatment of it is 
very much more difficult than of that where the orbits of the finite bodies 
are circles. When the finite bodies move in circular orbits, the oscillating 
satellite orbits form a continuous series in the vicinity of the Lagrangian 
solution points, the periods vary continuously with the linear dimensions 
of the orbits, and the orbits all re-enter after a single revolution. When 
the finite bodies move in elliptical orbits, the oscillating satellite orbits 
form a geometrically discontinuous series in the vicinity of the Lagrangian 
solution points, the periods vary discontinuously with the linear dimen- 
sions of the orbits, and the orbits re-enter only after many revolutions, 


*) Formerly a student at the University of Chicago, now in the University of 
California. 
**) Formerly a student at the University of Chicago, now in the University of 
Tennessee. 
***) Les Méthodes Nouvelles de la Mécanique Céleste, 1, p. 159. 
+) Recherches Numériques concernant des Solutions Périodiques d’un Cas Spécial 
du Probléme des Trois Corps, Astronomische Nachrichten, Nos. 3230, 3251 (1894). 
++) Sur une Classe de Solutions Périodiques dans un Cas Spécial du Probléme 
des Trois Corps, Bull. Astronomiqne, 12 (1895), pp. 329—352. The analysis of this 
paper is apparently vitiated by assuming that the equation which defines the solutions 
is solvable by series in the square root of one of its parameters. The practical con- 
struction of the solutions in the derived form can not be carried out. 
+++) Periodic Orbits, Acta Math., 27 (1897), pp. 99—242. 
*+) Monthly Notices of the Royal Astronomical Society, 63 (1903), p. 436 and 
64 (1908), p. 98. 
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the periods being multiples of the period of the finite bodies. The solutions 
in the former case are found from relatively simple differential equations 
which, at the successive stages of the integration, are linear with constant 
coefficients, and the determination of the arbitraries so as to satisfy the 
conditions for periodicity presents no difficulties. The solutions in the 
latter case, at every stage of the integration, depend upon linear equations 
with periodic coefficients, and the determination of the arbitraries so as to 
satisfy the periodicity conditions is involved with the properties of the 
solutions of such linear equations having right members which are the 
products of exponentials and periodic functions. In the former case, there is 
but a single orbit in the vicinity of one of the solution points having a 
given period; in the latter case, there are two for each period. In the former 
case, it is possible to prove the existence of the periodic orbits, at least 
when the infinitesimal body moves in the plane of motion of the finite 
bodies, by numerical processes, and to find their properties; in the latter 
case, it is altogether impossible by numerical processes to prove the 
existence of the periodic solutions. 

When the finite bodies describe circular orbits an integral exists. 
It is shown how this integral can be used in the practical determination 
of the solutions in place of the z-equation, where the xy-plane is the 
plane of motion of the finite bodies, or can be made to serve as a 
control of the algebraic and numerical calculations. When the finite 
bodies describe elliptical orbits the integral does not exist, but it is 
shown how the corresponding indicated integral can be used for the same 
purposes. *) 


2. The differential equations. 


The differential equations will be developed for the general case 
where the finite bodies move in ellipses, and they will reduce to the 
simpler case by putting the eccentricity equal to zero. On taking the 
finite masses as 1—w and uw, using canonical units, and referring the 
motion to axes rotating in the plane of motion of the finite bodies and 
with their mean angular speed, the differential equations are 


*) The first example of the use of an integral for these purposes appears 
in a paper by the writer, A Class of Periodic Solutions of the Problem of three 
Bodies with application to the Lunar Theory, Trans. Am. Math. Soc., 7 (1906), 
pp. 5837—577; and the development of an indicated integral for these purposes 
was first made by the writer and Professor W. D. MacMillan in a paper, as yet 
unpublished, on periodic infinitesimal satellite orbits when the finite bodies move 
in ellipses. 
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r= (5-8)? + (n—m)? +O, 1? = (E—8,)? + (9Q—m)* + 8, 


where &, 7, € are the coordinates of the infinitesimal body, &, 7,, 0 of 
the finite body 1 —u, and &, 7,, 0 of uw. If e,, v, and g,, v, are the polar 
coordinates of 1 — yu and uw respectively referred to fixed axes with the 
origin at the center of gravity, it follows from the theory of elliptical 
motion that 


&. =—o,cos(v,—t), , =— @, sin(v,—?), 
&,=+ 0, cos(v,—t), = + 9, sin (v,—t), 
e? 
(2 0, = + ull—ecost+ { (1—cos2t) +---], 
Z) ry 
0, =(1—)|1—ecos t+- vd (1 —cos2t) +--+], 
v, = 





; v, =t+ 2esint + >e*sin2¢+---, 
where the initial value of ¢ has been determined so that the bodies are 
at their nearest apses at ¢ = 0. 

The Lagrangian solutions are those in which the ratios of the 
coordinates are constants. Let the coordinates of such a solution be 
represented by &, 4, 0. Then 


( gop-Bob-¥, 
(3) & — & No — 
le, _ § + Mé, y = ™+ Mn, 
e 1 + M’ /0 1 os M 


Consequently equations (1) become 


” (1—n) M*—ul{[i—wi+t DM)? é 

ie ie en et i ‘ — Se 

& 7 No Eo M? r,*? 

(4) “4 OE? _— __—((ai—a) M*— pl) [(1—# +)? 1 
No + 2& oe MM? 73? 
?" —_ 5° + %- 


These equations have the form of the equations of the two-body problem 
referred to rotating axes, the only difference being in the constant factor 
in the right members. On comparing this constant with that appearing 
in the two-body problem, it is found their solution having the period 27 
and the eccentricity e is 








Periodic oscillating satellites. 445 


E,=r7r,cos(v—t), =r, sin (v—t), 





(a-—w)M*— wy (1—pa+ any} 
0 {1 


e 
= —ecost + —-(1—cos2t)+---], 


(9) 
v=t+ 2esni+ : e* sin 2¢+.-.-. 
On comparing these equations with (2) it is found that 


& tm (d—w) M*—a)) (1 —na+ ayy 
um ; 


£ 
"1 " 


and from (3) it follows that 


" u(i+ M) 


Upon equating these two expressions for the ratios and rationalizing, it 
is found that M must satisfy the quintic equation 


(6) (1—a)M*®+ 3(1—u) M*+ 3(1—a) M*— 38uM*— 3uM—pu=0. 


This is Lagrange’s quintic in the case where one of the three masses 


& _ %  __[1—#(1+ M)) 
1 


is infinitesimal. The same equation is found from the ratio : - Equation 


(6) has three real roots, giving three real solutions. One point is between 
the position of uw and + oo one is between the positions of 1 — w and u, 
and one is between the position of 1—w and — oo. In this order they 
will be called the solution points (a), (b) and (c). 

In order to investigate the oscillations in the vicinity of the solution 
points, equations (1) will be transformed by 


(7) S=h +2, w=m+ty, S=O+e. 

The right members can be expanded as power series in 2, y and ¢ which 
converge for the moduli of these arguments sufficiently small. The precise 
real domain of convergence is easily found. After the transformation (7) 
and the expansion, let 


(8) = My +4 

in those places where it appears explicitly in the right member of (7), 
leaving it unchanged as it enters implicitly through & and 4. These 
particular restrictions on the substitution for uw are not necessary, but are 
made because they simplify the equations. Logically this artifice amounts 
to a generalization of the parameter u. The solutions of the differential 


1 

equations will be developed as power series in A* and they will converge 
for |4| sufficiently small, but they will belong to the physical problem 
only when 4 = 4 — uy. Equations (1) become after these transformations 
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OF — 294 [142446 Accost — 3.Ae%(1—5eos2t) +++ -Ja 
—| 6 Aesint + ** Ae sin 2¢ +-+-Jy= X, 
(9) oa +23-[ 6 Aesint += Ae sin 2¢ +++]x 
—[1-- A—8Aecost + 5 Ae*(3—Tcos 24) + -- Jy = Y, 
aA + | A+3Aecost + ; Ae*(1+3cos 2t)+---Jze=—Z, 
where 


Aw*Sh+R, £-4+5- 
7?) ro ? ro re” ’ 


r —é,)? =, (1—p)M*— yy? 
r\°) = constant part of V(E,—§,)? +(m—m) — feces : 


- — 
r= constant part of V(&,—§,)*+(N—)* = mu [¢ u) M* 4 


1—w(1+ M) 
“se ee - for points (a), (b), (c) respectivel 
— + Fo — jo ‘cs +, +—, —— for points (a), (b), (c) respectively ), 
(10) X=[— A — 6A’ecost+---|x1 +| — 6A’esint+---|yA 
+ {|—3B—12 Be cost+---|z*? +| — 24 Be sint+.---|xy 


+| >» B+ 6 Becost +---|y* +[>B+ 6 Be cost +---|z?+--,, 


Y=([— 6A esint+---]4A+[ A'+ 3A’ ecost+---lyd 
+[—12Besint+---J2 +[3B+4 12 Be cost+---|xy 
+[ 9%Besint+---]y®? +[3Be snt+---je2+--., 

Z =[(A'+ 3A ecost+---]z24 + (3 B+ 12Be cost +.---|xz 

+ [6Besint+---|yz+---. 

Equations (9) and (10) have the following properties: 

1) The coefficients of z and y in the left member of the first equa- 
tion of (9) are cosine and sine series respectively in which the coefficients 
of even and odd powers of e involve even and odd multiples of ¢ 
respectively. 

2) The coefficients of z and y in the left member of the second 
équation of (9) differ from the first equation in that cosines and sines 
are interchanged. 

3) The coefficient of z in the left member of the third equation of 
(9) is a cosine series in which the coefficients of even and odd powers 
of e involve even and odd multiples of ¢ respectively. 
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4) In X there are only even powers of z, and the coefficients of 
even powers of y are cosine series, while the coefficients of odd powers 
of y are sine series. 

5) In Y there are only even powers of z, and the coefficients of 
even powers of y are sine series, while the coefficients of odd powers of y 
are cosine series. 

6) In Z there are only odd powers of z, and the coefficients of 
even powers of y are cosine series, while the coefficients of odd powers 
of y are sine series. 


7) There are no terms independent of z, y and ¢. For e=0 equa- 
tions (9) do not involve ¢ explicitly. 


3. Symmetrical orbits. 


It will be shown that if the infinitesimal body crosses the z-axis 
perpendicularly when the finite bodies are at their apses, then az is an 
even function of ¢ and y and z are odd functions of ¢. Suppose the initial 
conditions are 


(11) «(0)=—a, «(0)=0, yO)=—0, ¥(O)=—6, 2(0)=0, 2 (0) —y. 
Then the solutions of equations (9) are 
a = f(a, 0, 0, B, 9, 7; ¢), a’ =f’ (a, 0, 0, B, 0, ; #), 
(12) y =9(«, 0, 0, B, 9,7; t), wy =g'(a, 0, 0, B, 0, 7; #), 
l, = h(a, 0, 0, B, 0, 7; t), 2 =h'(a, 0, 0, B, 0, y; #). 
It follows from the properties (1), ---, (6) that if the transformation 
a=+8,e=—2,y=—-9, Y=4+ 7, e=— 7,’ =47,t=—-t 
is made in equations (9), their form will be unchanged. Therefore with 
the identical initial conditions 
#(0) =a, #(0) =0, ¥(0) = 0, 7 (0) = B, 7(0) = 0, 2 (0) = y 
the solutions are 
E = f(a, 0, 0, B, 0, y; £), «++, 7 =W (a, 0, 0, B, 0, 7; #). 
On comparing these results with the equations of transformation and (12), 
it is seen that 


(13) a(t)—+a(—t), y(t)——y(-t), #¢)=——4(-9), 
v(t)=—a(-t) ¥H=+y¥(-*), “OH=+4(—%). 
Equations (13) have been obtained under the hypothesis that the 
infinitesimal body crosses the z-axis perpendicularly when the finite bodies 
are at their nearest apses. The equations with ¢=0 when the finite 
bodies are at their farthest apses can be obtained from (9) by simply 
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changing the sigh of ¢. Consequently the conclusion holds equally for 
perpendicular crossing at these apses. When e=0 the orbit of the in- 
finitesimal body is symmetrical with respect to the z-axis if it crosses it 
perpendicularly at any time. It will be shown that the initial conditions 
for symmetrical orbits can be so determined that they will be periodic.*) 


4. Integration of equations (9). 


The initial conditions will be taken so that the orbit of the infini- 
tesiinal body will be symmetrical, but they will be left otherwise arbitrary. 
Then the solutions will be expanded as power series in the initial values 
of x, y', 2 (viz. «, B, y) and 4. By the Cauchy-Poincaré theorem**) the 
moduli of these parameters can be taken so small that the solutions will 
converge for 0<t< 7’, where in the case of equations (9) 7’ is any 
finite constant chosen in advance. 

Terms of the First Degree. It follows from (9) that the terms 
of the first degree are defined by 


, 


a“, — 2y,—[1+2A+6Ae cost+---|a,—[6Ae sint+---]y, = 0, 
(14) % + 22, —[6Aesint +---|xz,—[1—A — 3Ae cost +---|y,=0, 


4+ |A+3Ae cos ¢ + » Aet(1 + 3eos 2t) +---|4, = 0, 


where the accents indicate derivatives with respect to ¢. These equations 
belong to the class of those treated in a memoir by Professor W. D. 
MacMillan and the writer.***) It was shown in that paper that the char- 
acter of the solutions of the type of (14) depends upon the nature of 
the roots of the characteristic equation of the differential equations ob- 
tained by putting e= 0 (the parameter was denoted by wu in the original 
paper). The general, and simplest, case is that in which the roots of the 
characteristic are distinct and in which the difference of no two of them 
is congruent to zero mod V— 1. 

For e=0 the first two and third equations of (14) are mutually 
distinct. Their characteristic equations are seen to be 


(15) A,=—s'+ (2—A)s*+ (1—A)(1+24)=0, A,=—s?+ A=0. 
1 ) 2 


*) In a book on Periodic Orbits which will be published by the Carnegie In- 
stitution of Washington it will be shown that when ¢e=0 the only orbits of the 
types under consideration which are periodic are symmetrical. Many other properties 
of these orbits which cannot be developed here will be treated in that volume. 

**) Les Méthodes Nouvelles de la Mécanique Céleste, I, p. 58. 

***) On the Solutions of Certain Types of Linear Differential Equations with 
Periodic Coefficients, Am. J. of Math., 33 (1911), pp. 63—96. 
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The values of A for each of the three points and for all values of uw 
from 0 to s are greater than unity. Therefore two of the roots of A, =0 
are conjugate pure imaginaries, and two are real and opposite in sign. 
Let them be represented by + 6,V—1, —o,Y—1, 9 and — 9 where 
6, and g, are real positive quantities. The roots of A,=0 are + V~AV—1 
and —VYAV—1. A detailed discussion shows that values of w and u, 
exist for which + 6/—1 and —o/—1 differ by an imaginary integer, 
but they are quite exceptional. These special cases will be omitted here. 


It is proved in § 5, p. 72, loc. cit. that in the general case the solu- 
tions of (14) have the form*) 


Hy = aeV—* u(t) + aye? V1! u(t) + aye! u(t) + agen eu, (8), 
y, = a,e°V—""v, (t) + age~?V—"* v, (8) + ayet' v, (t) + a,e-¢'v, (0), 


4, = c,e°—-*w, (t) + ce” V-! ww, (8), 


(16) 


where 


Ay, ** *y GU, Cy, G are arbitrary constants, 


uy Sue, wP2x+s) =u) (i=1,--4 45 j=0,--- 00), 


j=0 


(17) y= DSP, oM2ax+t)=v(t) (i=1,--, 4; j= 0,-+- 00), 


j=0 

= 6+ 6,e+ o,¢e7+---, 
C= Mt Met oe+---, 
oa=VA+oa,e+a,e2+--:, 


u,, of, w are constants. 





The initial values of the v, and w; can be taken equal to unity without 
loss of generality, and will be so chosen. The u,”, v9, w), 6;, 9;, and 
wo, can be determined sequentially by substituting (16) and (17) in (14) 
and making use of the identity relations which exist. The parts of the 
solutions which are independent of are found to be 

£0 = — V-1 

No 

(18) yy, = ae7V—1* 4 aye-°V- 14 4 ayet!+ ayeme', 


2, = c,erV-1t + ee oV-1, 


(a, e*) —1¢__ a,e~*" —1t] we x [a,e¢! — a,e~@'], 





*) The fact that the exponents differ in sign depends upon the particular form 
of the differential equations. See Les Méthodes Nouvelles de la Mécanique Céleste, |, p. 193. 
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where 

6,2+1+24 @*—1—2A4 
(19) % = -— i. > = : a . 


The a, and ¢, can be expressed linearly in terms of a, B and y because 
the determinant of their coefficients, which is made up of the elements 
of a fundamental set of solutions, is distinct from zero. 

The quantities 6,, 9, and YA are real. It will be shown that 6, 0 
and @ are real for e sufficiently small. These quantities are the roots of 
an equation of the form*) 


D(s, e) = D,(s, 0) + eD,(s, e) = 0, 


where the coefficients are real. Since the roots occur in pairs which 
differ only in sign, D, and D, are even functions of s. The roots of 
D,= 0 are distinct; therefore the roots are real or purely imaginary for 
e sufficiently small according as they are real or purely imaginary for 
e= 0. It follows that for ¢ sufficiently small the 6,, 9, and a, are all real. 

Since 2, (¢) =+ 2,(—?), y,( =— »,(—9), 2,(8) = — 2,(— 9), it follows 
from (16) that 


u,(¢t) = — u,(— 2b), 
u,(t) = — u,(— 8), 


v, (¢) =+ v;(— t), 
v,(t) = + v,(—?). 
It follows from the periodicity properties of (17) and these relations that 
the u,, v, and w,; have the form 


w,(t) = + w,(— 0), 


“= + S[A, cos jt + B, sin jt], 
u, = —>|[A, cos jt — B, sin jt], 
u; = +16, cos jt + D; sin jt|, 


vY%, =S(E, cos jt + F, sin jf], 
Us =DS([E, cos jt — F’, sin jt}, 
Vs =D(6, cos jt + H,; sin jt], 





(20) : z 
u,= —D[C, cos jt — D, sin jt], v,=>[G,cos jt — H, sin jt], 


w, = + S[K,cos jt + L, sin jt], 
ly = + >[K, cos jt — LE, sin jt}. 





Terms of the Second Degree. It follows from (9) that the terms 
of the second degree are defined by 


(> — 2y, —[1+2A+6Ae cost+---]z,—[6Aesint+---]y,— Xy, 
(21) ~* 2a,'— [6 Ae sint+---]z,—[1—A—3Ae cost+---|y,= Y,, 
2, +[A+3Ae cost+---]z,= Z, 


where 


*) Moulton and MacMillan, loc. cit. § 5. 
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[X,=[-2A’— 6A’ecost+---]z,4+[— 6A’esint+---]y,d 
+ [{—3B—12Be cost+---]a,? + [—24Be sint+---|z,y, 
+[+ 5 B+ 6 Be cost +--+] y,? + [$B +6Becost+---|z,’, 
(22) Y,=(— 6A esint+---]4,4+[ A+ 3A'ecost+---]yd 

+ [—12Besint+---]a,? +[3B+12Be cost+---]a,y, 

+[+ 9Besint+---]y,? + [3 Be sint+---]z,?, 
Z,=(+A'+3A'e cost]z,4 +[3B+12Be cost+---]a,2, 

+ [+6 Be sint+---|y,4,. 





The solutions of these equations have the following properties: 

A) The solutions contain complementary functions which are identical 
in form with (16). The arbitrary constant coefficients are uniquely deter- 
mined by the conditions z,(0) = x,'(0) = y,(0) = y,'(0) = 2,(0) = z,'(0) = 0. 

B) There are terms in the solutions arising from those parts of the 
right members which have 4 as a factor. These parts of the right members 
consist of sums of terms which are periodic with the period 2a multiplied 
by one of the fundamental exponentials e’V~1‘, e~°V-1", e@!, e-¢!, e°V-1¢ 


e-°V-1" to the first degree. The corresponding parts of the solutions*) 
' consist of sums of periodic terms whose period is 2a multiplied by these 
same exponentials, plus ¢ times the corresponding parts of the complemen- 
tary function. 

C) Those parts of the right members which are independent of 4 
consist of sums of periodic terms having the period 2a multiplied by the 
squares and second degree products of the fundamental exponentials. The 
corresponding parts of the solutions consist of sums of terms which are 
periodic with the period 22 multiplied by the same squares and second 
degree products of the fundamental exponentials. There are no terms 
containing ¢ as a factor. All terms are homogeneous of the second degree 
iM G,, +++, @, ¢, and ¢. 

There is no difficulty in working out explicitly the solutions of (21), 
and of the equations defining the terms of higher degree in the a, and ¢,. 
Certain of the results up to terms of the third order will be needed in 
proving the existence of the periodic solutions. They will be omitted 
here, but will be given in full, so far as they are needed, in the book 
which will be published by the Carnegie Institution. 


*) Moulton and MacMillan, loc. cit. § 15. 
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5. Conditions for the existence of symmetrical periodic orbits. 


The differential equations (9) involve ¢ explicitly, and they are 
periodic with the period 22. Consequently if periodic solutions exist 
their period will be 7 = n2z, where n is an integer. If e = 0 equations 
(9) are independent of ¢ and it is not necessary that the solutions should 
be a multiple of 2x. When the initial conditions are such that the orbits 
are symmetrical, it follows from the symmetry that sufficient conditions 
that the orbits shall be periodic with the period 7’ are 


(T , T Zz 
(23) 2'(;) —2'(0)=0, y(=)—¥@ =9, (3) — 2(0) =0. 
These equations are power series in @,,---, 4, ¢,, ¢, and 4, vanishing 
for a, =---=a,=c,=c,=0. It follows from property (6) that the third 


equation of (23) is satisfied by c,=c, = 0. 

The constants a,,--:, @, ¢, and ¢, are subject to the conditions 
that the orbits shall be symmetrical. It follows from «2(t) = + «(—?), 
y(t) = — y(—?), 2(t) = — 2(—?#) and u,(¢t) = — u,(—?) ete. that 
24) a,+a,=—0, a,+a,—0, ¢,+¢=—090. 

In order that equations (23) and (24) shall have any other solution 
for a,,---, @, ¢ and ¢, in terms of 4, vanishing with /, except the trivial 
one @,=-+--=a@,=—¢,=—¢c,=0, which leads to the Lagrangian solution 
2=y=2z=0, the determinant of the coefficients of the linear terms in 
y,,***, Gy, ¢, and c, must be zero. This determinant can be formed 
from (16). Upon making use of the properties given in (20), it is found to be 


(25) 4=A,A,, 
1 ; 1 : 0 : 0 
WH) ? 0 ? 1 ’ I 
26) Ay=  ov=i; -oy-iz ez =oe 
mie’ TA—B.¢ ?A,—B,, e*A,—B,,¢ °?.4,—B, ’ 
T T rT rT 
"te awe” 5, f 9G =, TO—D 
il 1— 1, € 1 1, € g— 4%; ¢ 3" 
1 : 1 
97 —_— 4 _ 
(27) 4, = wy=it Y ~oy=82 T 
e . w, (5) —w,(0), e . w, ( >) — w,(0) 
where 


A,= 6V—1u(2) +0 (2), 4s—em(a) +4 (2), 


B, = 6V—1u,(0) +40) , By=ou,(0) +50) , 
i - v, ( >); D, = v,(9), (= (5) » D,=»,(0). 


.2 2 
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The determinants A, and A, easily reduce to 


T T y T — 7] 
A A,, As [ »” -ey | [#V-15 -0V-15 
i C C0 ~~ " é ere ’ 
5 1? 3° J 
(28) 


T T 
; oV-1— —wV—1 
|a, = w,(2) E —e |. 


It will be shown that w,( >) and the determinant 


ro! 


A,, A, 

G,, ©, 
are distinct from zero. Let D, represent the determinant of a fundamental 
set of solutions of the first two equations of (14), and D, that of the 


third at ¢ = = They are respectively 


+ u, (5), —u(5); + u(5), _ u,(5) 
Ra |tS 2 FH tH tH) 
+u(z), +u(9), +a(3), +a(3) 


+E, , -E£, , +, , —£, 


2 W, (5) . w, ( 5 
7 sisi, (3) + (3) , -oV—-1wy, (>) - w,'(5) 





where 
E,=«V—1», ( >) + v,'( =) , E;=e v5 ( >) + v;'( *): 
The determinants D, and D, easily reduce to 
E, , &, A,, A; 
u, ( =), us(5) 0,, G |’ 
D,=— 2 oV—1 Ww, (5) — w,'( =) jes ( ) 


These determinants are distinct from zero because they are determinants 


of fundamental sets of solutions at a regular point; therefore the quantities 
in question, which are factors of them, are distinct from zero. 
In order that A shall be zero either 


ri? T- — — T- 
ay -1 —oaVy-1— oV—1 —wV—1 
(29) le Pang” *|=0 or E , 2_ ¢ )’ *|=0 


must be satisfied. The quantity 7 is limited only by the condition that 


Dw 
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it shall be a multiple of 22. The quantities 6 and @ are power series 


in e, reducing to 6, and YA for e equal to zero. In order that A shall 
be zero either 6 or w must be a rational member of the form 


” N; N; 
(30) 6=-', a=-— 
ny Ns 


where N,, ,, N, and m, are integers. Therefore the necessary conditions 
for the existence of symmetrical periodic solutions can be satisfied only 
if 6 or @ is rational. These quantities depend upon e, u, wu), and the way 
uw is generalized when the transformation u = u,+ A is made; and since 
they are continuous functions of these parameters the latter can be assigned 
such values that rationality of at least one of them at a time is assured. 


6. The existence of three dimensional symmetrical periodic orbits. 


Suppose @ = as where N and » are relatively prime integers, and — 
take 7’=n2z. Suppose 67’ is not a multiple of 2a, a condition which 
could fail to be satisfied only exceptionally, if at all. Then A, +0, and 
the first two equations of (23) and the first two of (24) can be solved 
uniquely for a,,---,@, as power series in C,, C, and 4, vanishing, by 
property (7), for c,—c,—0. The a, are even functions of ¢, and ¢,, by 
properties (4) and (5). When the series for a,,---, a, are substituted in 
the third equations of (22) and (24), the results are power series in 
¢,, & and 4. It follows from the fact that a,,---, a, are even in ¢, and 
¢,, and from property (6) that these series are odd im ¢, and ¢,. 

Suppose ¢, is eliminated by the last equation of (24); the result has 
¢, as a factor and has the form 


¢ 4 o 

(31) O = [05,4 + Gg¢,? + ---] 

where &,, @5,--- are constants independent of c, and 4, but power series 
in e. The solution c,=0 carries with it ¢;=a,=—---=—a,=—0, which 


gives x =y=2=0. This is the original Lagrangian solution. If a), is 
distinct from zero, the solution for ¢c, in fractional powers of 4 exists. If 


@_ is distinct from zero, the solutions are in + 22. It remains to examine 
these two coefficients. 

The coefficient a, depends upon the solution of the third equation 
of (14) alone. It is found by direct computation that this coefficient is 
distinct from zero for e=0; therefore it is distinct from zero for ¢ 
sufficiently small. The value of a, depends upon the series for a,,---, 4% 
in terms of ¢,, c, and 4. Hence it is necessary to carry the integration 
of the z and yequations to terms of the second order. Since a, is the 
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coefficient of ¢,°, it is necessary to carry the integration of the z-equation 
to terms of the third order. The details of this computation will be 
omitted here,*) but the complete discussion shows that a, is distinct 
for zero for e = 0, and therefore also for e sufficiently small. 


1 
Equation (31) can be solved for c, as a power series in +A?, 
vanishing with 4. Since it is an even series in ¢,, the solution will contain 


1 
only odd powers of 4*, and has the form 


1 
(32) —¢,=¢,=+ 4? p(d), 


where p is a power series in 4 having a term independent of 4. Since 
@%, and @, are both distinct from zero for e= 0, it follows that p can 
also be expanded as a power series in e having a term distinct from 
zero for e = 0. 

Let the series (32) be substituted in the expressions for a,,---, a, 
in terms of ¢,, c, and 4, obtained by solving the first two equations of 
(23) and of (24). Since these series are even in ¢, and ¢,, the results 
have the form 
(33) = Ap,(A) ((=1,--, 4), 
where the p, are power series in 4, and where they can also be expanded 
as power series in @. 

The «, 6 and y of (12) are expressible linearly and homogeneously 
in terms of a,,---, a, ¢, and c,. Therefore 2, y and z in the periodic 


1 
solutions in question are expansible as power series in A* of the form 


a= Pia; t)=4 > P(t) 4, 


j=0 


j=0 





1 Sa 
z= 2? Py(a; t) = 4? SS PL(t) a, 
j=0 


The P,, P,) and P, can also be expanded as power series in e. Since 
the series (34) converge for 4| sufficiently small, the coefficient of each 
power of 4 separately is periodic, or 

(35) P\N(T+t) = Pit) (i=1,2,3; j= 0,--- 00). 


*) They will be given in the volume on periodic orbits. 














456 F. R. Mouton. 


7. A question of convergence. 


The existence of three dimensional periodic solutions has been 
established for sufficiently small values of the parameter 4. But these 
solutions do not belong to the physical problem unless 4 = — wy. At 
first thought it would seem to be sufficient to take w — mu, small, but 
there is a difficulty which arises from the fact that 7’ is a discontinuous 
function of mu, mu, and e. In the course of the demonstration of the 
existence of the solutions it is necessary to limit the moduli of the para- 
meters in terms of which the solutions are expanded so that they will 
converge for O<t< 7/2. It is not self evident that for an arbitrary 7’ 
values of uw, #, and e exist such that 7 is a multiple of 2a and 22/a, 
and such that all the conditions for convergence can be satisfied for 
A= Ul — My. 

Suppose the ratio of the finite masses is given, that is, that mu is a 
fixed number. Suppose also that the mode of generalizing u has been 
adopted. It will be shown that values of uw, and e exist such that all 
the series converge for 4=—yp,. The expression for @ is a power 
series in e has the form 

a=-VA+o,e+a,e2+--- 

The YA and @, are uniformly continuous functions of a, in the vicinity 
of uy=«u. Therefore is a continuous function of u,- Suppose for any 
fy such that «—,|<<« the series for m converges for |e] < 4, where 
is a positive constant depending on ¢, but which does not become zero 
for «=O. Take any particular value of u,, as u,, and suppose e takes 
all values from 0 to 7. Let the greatest and least values of @ for 
Hy = uo”) and these values of e be wo and @® respectively. Since the a, 
are not all zero, as a direct examination of the solution shows, ao —o>0. 
Now let mw, take all values for which w—p, <<«, and let the smallest 
value of @” be w, and the greatest value of @ be o. The value 
of ¢ can be taken so small that o — o > 0. Then, whatever value a, 
has such that .4—wu,|<«, the value of e can be determined so that 
oa <a<o for e| <x. 

Now take any rational value of @, say @, = N,/u, lying between 
o and a, and determine 7 = 7, by the equation 7,—u,21—N,22/@p. 
The moduli of a,,---,a,, ¢, and c, can be taken so small that equations 
(23) converge for all |e| <4 and |u—u,.|<« when 7 is replaced by 7). 
The moduli of ¢,,¢, and 2 can be taken so small that the solutions of 
the first four equations of (23) for a,,---, a, converge for all e| <y 
and |u—)|<e, and the moduli of ¢, and ¢, can be taken so small 
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that the moduli of a,,---,a, shall satisfy the inequalities to which they 
are subject. Finally, the modulus of 4 can be taken so small that the 
solution of (31) is not only convergent, but also so that the modulus of 
¢, shall satisfy the inequalities to which it has been subject in the several 
steps of the solution. These results substituted back in the earlier steps 
of the solution give equations (33) and (34), and the modulus of 4 can 
be taken so small that they converge for all e|<y and |u—m, <e. 
Now let 4, =4—A, where / satisfies the inequalities which have been 
imposed upon it. Then determine e so that @=«@,. This is possible, 
and the periodic solutions belonging to the physical problem therefore exist. 

The question might be asked whether the solutions exist if both u 
and e are given in advance. It is not easy to make an answer in general, 
but it is clear that the mode of generalization of w into uw, and 4 opens 
a wide range of possibilities. 

When e = 0 it is no longer necessary that 7 should be a multiple 
of 2a, and solutions exist whose period is 22/@. They also exist with 


the period j 22/@, where j is an integer. In both cases they are expansible 
1 


in 4* and are two in number. Since those for which j is greater than 
unity include those for which j= 1, the periods of all the orbits are 


2a. The orbit in + 2 does not differ geometrically from that in — 7, 
the infinitesimal body in one is ahead of its place in the other by half 
a revolution. 


8. Some properties of the solutions. 


There are two cases to be considered depending on whether » is 
even or odd, where a= N/n. The case where » is even will be con- 
sidered first. 

When » is even the period is n2a = 2n'2z, where nm’ is an integer. 
The infinitesimal body crosses the z-axis perpendicularly at ¢ = 0 and at 
the half-period t= 7/2 = n’2a. Since the latter is a multiple of the period 
of revolution of the finite bodies, the infinitesimal body crosses the z-axis 
perpendicularly only when the finite bodies are at their nearer apse. This 
means that the infinitesimal body crosses the z-axis at the same place 
but in opposite directions at ¢=0 and at ¢= 7/2, for if it were not 
so there would be four symmetrical periodic orbits of the type in question, 
and it has been proved there are but two. 


In the case in which n is even the orbit for + 2 is not geometrically 
distinct from that for ee For, consider the orbit defined by the 
positive sign before 2 . Att=—7'/2 the infinitesimal by crosses the z-axis 
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perpendicularly where it crossed at ¢ = 0, but in the opposite z-direction. 
Now 7/2 may be taken as an origin of time for defining periodic orbits, 
having the period 7’, which cross the z-axis perpendicularly. There is but 
one with the given z-direction of motion, and at the end of another half 
period it again crosses the z-axis perpendicularly and with the direction 
of motion it had at ¢=0. Since this orbit is unique, it follows that the 


a. 
two orbits corresponding to the two signs before 4*, and which have 
opposite z-components of initial velocity, are geometrically identical, but 
that in one of them the infinitesimal body is half a period ahead of its 


1 
position in the other. That is, changing the sign of 4* is equivalent to 
adding 7'/2 to ¢. 

When the solutions are constructed and reduced to the trigonometric 
form they will involve sines and cosines of (j@+k)t, where j and k are 
integers. Since x,y and 2 are even functions of ¢ they will involve only 
cosines; and since x,y and ¢ are odd functions of ¢t, they will involve 
only sines. 


1 
Since x and y are even functions of 4*, it follows that in their ex- 
pressions 
sin 


om [jot bt] = = [(jo+-®) (t+ 5)]: 


cos 
Since 7'/2 = n’2z, these identities are satisfied only if 
cos (ja+k)n’'2a = 1; 
whence 
(36) jotk=j = +k =p —an integer. 
Since N is odd in this case, j is even in the series for x and y. 


1 
Similarly in the case of the series for z, which is odd in 4’, 


sin [((jo +k)t] = — sin | (jo +k) (¢ + >) , 


from which it follows that j is odd in the series for z. 

The orbits which have been considered intersect the x-axis perpen- 
dicularly only when the finite bodies are at their nearer apse, and for a 
given 7’ and parameters uw and u, there is but a single orbit, geometrically 
considered. There are other analagous periodic orbits which cross the 
g-axis perpendicularly when the finite bodies are at their more remote 
apse. Suppose uw, uw, and e are the same as for the orbit crossing the 
z-axis perpendicularly when the finite bodies are at their nearer apse. 
It will be shown in section 9 that @ is an even function of ¢; therefore 
@ and T are the same for both cases. That is, when n is even there are 
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two orbits with a given T, u and wu, which are geometrically distinct, one 
crossing the x-axis perpendicularly only when the finite bodies are at their 
nearer apse, and the other when they are at their more remote apse. 

It can be shown by a somewhat similar discussion that when n is 
odd each periodic orbit crosses the x-axis perpendicularly both when the 
finite bodies are at their nearer apse, and also when they are at their 


more remote apse. In this there are also two geometrically distinct orbits, 


i 1 
because the one for + 4? is not identical with the one for — 4?. 


There are, of course, periodic orbits which cross the «z-axis perpen- 
dicularly every time the finite bodies are at an apse, for any of these 
times can be taken as the origin. Therefore, there are in all 2m distinct 
periodic orbits having a given period which cross the z-axis perpendicularly 
when the finite bodies are at their apses. 


9. Direct construction of three dimensional periodic solutions. 


The periodic solutions have been proved to be expansible in the form 


oo oo oo 2j-1 
(37) r= > a5¥, y= Sy, = DS yd? . 
j=1 j=l j=l 


Since these expressions are periodic with the period 7 = N2z/q@ for all 
4| sufficiently small, it follows that each 2,,, y,, and 2,,_, separately 
is periodic with the period 7. Moreover 2’(0) = y(0) = 2(0) =0, from 
which it follows that 2,,(0) = y,,(0) = 4,_,(0)=90 (j=1,--- 00). In 
constructing the solution only the initial condition z(0)— 0 will be imposed, 
and it will be shown that this and the periodicity conditions lead to 


x (0) = y(0)= 0. 
a 
It follows from equations (9) that the coefficient of 2° is defined 
by the equation 
(38) 4,"+ [4+ BAe cost + > Ae(1+3 cos 2t) +---]4,—0. 


This equation belongs to the class of those treated by MacMillan and 
the writer in the American Journal of Mathematics, and it belongs 
precisely to the form discussed in another paper*). It was shown there 
that the general solution of an equation of (38) has the form 


(39) 2, = €MerV -1 "Ww, (e; t) + ce °V—1 wo, (e; t), 


*) F. R. Moulton: The Problem of the Spherical Pendulum from the Standpoint 
of Periodic Solutions. Rend. Circ. Mat. Pal., 32 (1911), pp. 3838—364. 


30* 
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where 
a =VA+oae+o,e +---, 
w,=1+ 0,%e + w,%e? +---, w,A(0) =0, 
we=1+u,%e+ w,%e? +---, w,(0)=—0, 


2,(0) = 0 =e, + 6. 


The expressions for w, and w, differ only in the sign of Y— 1, and each 
w,” separately is periodic with the period 22. The details of the methods 
of finding the w, and the w,” were given in the paper in the Rendiconii. 

The right member of (39) has some special properties, depending on 
the properties of (38), which are worthy of note. Since (38) is unchanged 
if the sign of both ¢ and Y— 1 ‘are changed in it, the same thing must 
be true of the solution (39). Therefore, in the expressions for w, and w, 
the coefficients of the cosine terms are real, and of the sine terms purely 
imaginary. 

It will be shown that is an even series in e. It follows from 
property (3) of the third equation of (9) that this equation is unchanged 
if in it e is replaced by —e and ¢ by ¢+ 2. The same thing is also 
true of (38). Consequently, if ¢°’~-*‘'w,(e;¢) is a solution of (38), then 
e?(-9OV-1+ wo (—e;t-+ 2) is also a solution. Now, any solution of (38) 
can be expressed linearly in the two of (39). The two solutions under 
consideration hold for all e sufficiently small, and for e=O differ only 


by the constant factor e”’-'**; therefore for any e they differ only by 
a constant factor. Therefore 


erOV—ltwy (e: t) — Cer-9 =i (t+ 7) w,(—e; t +2) =0, 
and, since w, in periodic with the period 22, 
eV —184 gm(V—-1 tap, (e: t) — e(-)V-127 (er(—e)) “16+ yp (— e:t+a)=0. 


These two equations can be satisfied only if 


1 , 1 . _ 
= e(-)V—-1224 __ gw(e)V-122 _ (). 
PRT -s. e(-)V—-124 


Since @ = VA for e=0, it follows that o(—e) = /(e); that is, o is an 
even function of e. 


The computation shows that the first terms of the expressions for 
@ and w, are 
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S 3YVA(1— A) , 
o =VA+0-e— a 4d) e+0-e+---, 


iy— 
w,=1 —| 24, (1 cos) + <r" sin te 


| 9A(—15.A+184?+8 4% 9 A* 184? y—i .. 
* |- 8(1— A)(1—4.A)? Baar (1—4.A)? cos t + (1—4.4)* sin t 


3 
—3A—2A? 7711 —5 set 
9A(I—3A—24%) og, 9.AF(1—5.A)V—1 


+ 8(1— A) (1—4 A) 8(1— A) (1—4 A) sin 2¢ | ef-+..., 


The coefficients of cos jt and sin jt in (9) are multiplied by e’, and it is 

not difficult to show that the expression for w, has the same property. 
It follows from (9) and (10) that the coefficients of 4 in the solution 

satisfy the equations 

%— 2y,’ —[1+2A+6 Ae cost+ ---]”,—[6 Aesint+ ---|y, = X,, 

Y. + 2x,'—[6 Aesint+ ---]a, —[1—A—3 Aecost+---|y, = Y,, 


X,= 5 B+6Becost +---|2,%, Y, = [3 Besint + ---]4,’. 





(41) 


The solutions of general equations of the type to which these belong 
were discussed by MacMillan and the writer in loc. cit., § 15. It was 
there shown that they consist of the complementary functions plus terms 
of the same type as X, and Y,. The constants of integration by which 
the complementary functions are multiplied must be put equal to zero 
because they are not periodic with the period 7. The particular integrals 
of (41) have certain properties which will be needed. They are homogeneous 
of the second degree in ¢,¢”V-1' and ¢,(e-°Y-"*; those terms which are 
multiplied by (¢,”)* differ from those multiplied by (c,)* only in the 
sign of /— 1; in the expression for x, the coefficients of the cosine terms 
are real, and of the sine terms purely imaginary; the opposite is true 
in the expression for y,; the terms multiplied by ¢,c¢, are independent 
of e’V-1' and e~°V-4*; the expressions for «, and y, which are multiplied 
by ¢,%c,@ involve only cosines and sines respectively. It follows from 
these properties and ¢,“) + ¢,) =0 that 2,'(0)=y,(0)=—0. Since in 4, 
the coefficients of cos jt and sin j¢ carry e’ as a factor, it is also true in 
the expressions for z, and y,. 

It is worth while to consider briefly the divisors which appear in 
the solutions of (41). If the particular solutions are obtained by the method 
of the variation of parameters, it is clear that they will involve quadra- 


tures of the form 
a, - { %0 dt Gan he 
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where F’ is linear in X, and Y,, and A is the determinant of the funda- 
mental set of solutions of the left members of (41) set equal to zero. 
It follows from the form of A, as developed by MacMillan and the 


writer loc. cit. § 2, and of equations (41) that A is constant. Therefore 
the a, contain terms of the type 


Aa, = (c,%)? [e’¥" A, cos jt + V—1 B, sin jt] dt 
+ (e)? f e-2°V=1L.4, cos jt —V—1 B, sin jt} dt 
+ ee f C, cos jt dt 


(q")4, vs ' 
= Wis eV-1'(2@Y—1 cos jt + 7 sin jt] 
oS R. ia 
«ae eV-1t( 7 V¥—1 cos jt + 2a sin jt] 
(Q)*4, 


pee e~2V-1'7_2@ Y—1 cos jt + j sin jt] 


(oY)? B, — ; ; , : (1) ,{1) . . 
7 re e~ 2V-14 | Y—1 cos jt + 2@ sin jt] + © 7 C, sin jt. 


3 
The coefficient of 4* is defined by the equation 
2, +[A+ 3Ae cost + ---|z, = Z,, 
(42) Z, = [A + 3A’e cost +---]z, + [3 B+ 12Be cost + ---|a,2, 


+ [6 Be sin t + - - -]y.2, + [3 (Fa + or) es | z,°. 


The general solution of the left member of this equation set equal 
to zero is 


(43) 5 = C,e°V-1*w, + C,e-°V-"'w,, 


where C, and C, are constants. In order that an expression of the form 
(43) shall satisfy (42), the C, and C, must satisfy the conditions 


e°V—\w, C,' + e-°V-1'w, C,’ = 0, 
eV'"|oY—1 Ww, + w,'| CG,’ + e~ °V—-1t(_@/— 1 Ws + w,’| CG,’ =a z 


The solution of these equations for (,’ and C,' gives 


(44) AC,’ =— W, Z,¢~ oV—1 . AC,’ — + w, Z,e°V-" . 
where 
w, : Ws 


wV¥—lw, +,, —oaV—1lw, +,’ | 
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This determinant is that of a fundamental solution of (42), and it follows 
from the form of this equation that it is constant, a power series in e. 
In order that the solutions of (42) shall be periodic the right numbers 
of (44) must contain no terms independent of ¢. That is, the coefficients 
of e’V-!* and e~°V—' in —w, Z, and + w,Z, respectively must be zero. 
Consider the terms in these expressions coming from | A’ +3 A’e cost +---]z,. 
The quantities to be put equal to zero are the constant parts of the 
products 
— ¢,{Yw,w,[A'+3A’e cost +---], + ¢w,w,[A’'+3A’e cos t +---]. 
Since w, and w, differ only in the sign of Y—1, which is a factor of 
all the sine terms, the constant parts of these expressions are 
(45) —¢,% A+ PO], ¢[A'+ Pe], 
where P(e) is a power series in e. 
Now consider the constant parts of the coefficients of ¢”Y-"' and 
e-°V-1t in 
— w,[3B+12Becost+---|a,2,, + w,[3B+12Becost+---|a,2,. 
It can be shown from the properties of z,, 7,, w, and w, that the constant 
parts of the coefficient of ¢’Y-!‘ and e~@V-'' in these expressions are 
respectively of the form 


(46) GE, Q+ Get], +4 GC + Cet. 

The form of the corresponding terms coming from the remaining 
parts of Z, is the same as (46). Therefore in order that the solutions 
of (42) shall be periodic the equations 

0 = Ke, + L(g, 0 = Ke, + Le,” (e,)* 
must be satisfied, where K and L are power series in e. They are satisfied 
by ¢,“) =e, = 0, which leads back to the Lagrangian solution z= y=2=0. 
Since ¢,) = — ¢,, they are also satisfied by 


os K 
(47) %—+ VE. 


A detailed discussion shows that the part of Z which is independent of ¢ 
is distinct from zero. Consequently c,) is determined, except as to sign, 
as a power series in e. 

After the condition (47) is satisfied, the solution of (42) has the form 


(48) 2, = ¢,%e°V-'w, (6; t) + e%e-°V-"'w,(e; t) + Pit) + P(e), 


where P,)(#) is homogeneous and linear in ¢,“¢°V-"* and ¢,(e-°V-"4, and 
where P,®(#) is homogeneous of the third degree in the same quantities. 
It follows from the properties of the right member of (42) that the 
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coefficients of the cosine terms in P,® aud P, are real, and that the 
coefficients of c,"), (c,)*® and ¢,(¢,)* differ from those of ¢,, (¢,)§ 
and (¢,)*¢, respectively only in the sign of Y—1. Therefore, since 
e) = — ¢,, it follows that P,“(0)= P,%(0)=0. The constants ¢,% 
and ¢, are subject to the condition 


(40) 2, (0) = ¢,% + 6, = 0. 
There is, therefore, but one undetermined constant at this step. The 
divisors introduced in P,® and P,® are j*? — * and j? — 9@*. The coef- 
ficients of sin j¢ and cos j¢ contain e’ as a factor. 

The coefficients of 4? are defined by the equations 


a, —2y, —[1+2A+6Aecost+---]x,—[6Aesint+---|y, = X,, 


(60) y, + 22,—[6Aesint +---)4,—|[1—A—3 Aecost+---]y,— Y,. 


The X, and Y, are of even degree in ¢”Y-'* and e~°V-"*; in X, the 
coefficients of the cosine terms are real, and of the sine terms, purely 
imaginary; the opposite is true in Y,; the coefficients of c,“ ¢, and 
(c,”)* differ from those of ¢,“) c,® and c,"* respectively only in the sign 
of Y—1. The coefficients of (c,”)* (c.%)* are real, independent of ¢’V—** 
and e~’¥~"* and involve only cosines. The solutions of (50) have the 
same properties. It follows from these properties and ¢,“) = — ¢,” that 
2, (0) = y,(0) = 0. The divisors introduced in the solution are j* — 4’, 
jf —16@* and j. The coefficients of sin j¢ and cos jt contain & as a factor. 
It is necessary to carry the integration one step further in order to 
be able to make the induction to the general term. The coefficient of 
5 
A* is defined by 
(51) 2, +[A+3Ae cost+---]4, = Z,, 
where, because of the properties of equations (9), Z, is made up of real 
cosine series multiplied into 2,, 7425, %,2,, %°4,, Yo"%,, 2,72, and 2,°, and 
of real sine series multiplied into y,7, and y,z,. It follows from the 
properties of 2,, 25, %, Y,, Z, and y, that Z, is of odd degree in ¢”’-'‘ and 
e~°V-1*. that the coefficients of the cosine terms are real, and of the 
sine terms, purely imaginary; that c, and c,® enter linearly; that the 
coefficients of ¢,, (c,)*c,, eee, and (¢,%)*(c,)® differ from the 
coefficients of ¢,), (c,)*%¢,, eee, and (¢,%)*(c,)* respectively only 
in the sign of Y~—1; and the terms which involve sin j¢ and cos jt have 
@ as a factor. 


Now consider the solution of (51), the discussion of which proceeds 
similarly to that of (42). In order that the solution shall be periodic 
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the constant terms in — w,Z,e~°V-!* and + w,Z,e°”—'* must be zero. 
It follows from the properties of Z, that these conditions have the form 
[LAy + Agq%e,M]e, + Ag (e)?e, + A,(e,%)*(G)? = 0, 
[Ay + Age eq Je + Ag(c,)*e, + A,(e,)*(c,()* = 0 


where A,,---, A, are power series in ¢. Since 


j 
age K , 
6) = —¢,0 = + Vz , ¢°) = — ¢,%, 
these equations become 
A,K  A,K* A, K* 
(52) [4-4 — “ge Jam + Sa =0, 


2 
which defines ¢, if [A, ~ 45 a is distinct from zero. A direct 


computation shows that the part independent of e is distinct from zero; 
therefore the coefficient is distinct from zero for e sufficiently small. 

After c,® has been determined by (52), the solution of (51) has 
the form 
(53) 4,=¢,eV-"*w, (e; t) +¢,%¢e- °V-1"w, (e; t) + P(t) + P,(t) + P(E), 
where P,®, P,® and P; are homogeneous and of the first, third and 
fifth degrees in e”V-!' and e~°V-1", Since Z, is unchanged if ¢,, ¢, 
and + Y—1 are interchanged with ¢,®, ¢, and —Y—1, the solution 
bas the same properties. The cosine terms are real in Z, and also in the 
solution. Since ¢, = — ¢,, ¢, = —¢,, it follows that 

P,(0) = P4(0) = Px(0) = 0. 
Therefore ¢,© and ¢, are subject to the condition 
#,(0) = ¢, + ¢ = 0, 

leaving one undetermined constant at this step of the integration. 

The general step in the integration of the z- and y-equations will 


now be considered. Suppose 2,, 72, Y.,°**; 22,~1) %y-9 and y%,_,» have 
been computed and that they have the following properties: 

a) The z,, and y,, are even functions of ¢”Y-'' and e~°V-1', and 
the #,,,, are odd functions of these exponentials. 

b) In the a, and the z,,,, the constant parts of the coefficients of 
the cosine terms are real; and of the sine terms, purely imaginary. 

c) In the y,, the constant parts of the coefficients of the cosine terms 
are purely imaginary; and of the sine terms, real. 

d) In the z,, and the y,, the highest powers of e”Y-!‘ and e~”) =16 
are 2j; and in the z,,,,, they are 2j +1. 
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e) The coefficients of (¢,\) (e,%y> -- - (ee (eg (es - « - (c,(™))hm 
in the expressions for the x,,, y,, and the z,,,, differ from the coef- 
ficients of (c,% (es --- (et (6,@)4 (ce, - - - (6, Fm only in the sign 
of YV—1. 

f) The constants of integration arising at the step 2) + 1, viz. ¢,@/ +? 
and ¢,°/+), must satisfy the relation ¢c,°/+" + ¢,@/+ =O in order that 
,;,,(0) shall be zero; and also the equations 


¢,25+2) = — 623+) = M, 


» (1) 
_ 2j+1% » 


where M,,,, is a power series in ¢, in order that z,,,, shall be periodic. 
g) The divisors introduced at the step 2j in the solution of the z- 
and y-equations in the coefficients of sin kt and cos kt are 
k, Ph —4o', k* — 160%, -- -, k? — 47? o; 


and at the step 27+ 1 in the solution of the z-equation in the coefficients 
of sin kt and cos kt they are 
k*, BP — w*, kh? —9o3, ---, B® — (27+ 1)? o?*. 
The differential equations defining z,, and y,, are 


x, —2y,, —[14+2A+6Aecost+---]z,,—[6Aesint+---]y,, = X,, 


y,, + 2a,,—[6 Aesint+---]a,,—[1— A— 3Aecost+---]y,, = Yj,. 


It follows from the properties (1), ---,(7) of equations (9) and (10) that 
X,, and Y,, are sums of terms of the form 


(54) 


(65 Pept) a vets aetteate oat, 

where 

(56) 2Ay+--++2j4,, +26, +---+2hku.,+y, +--+ (21—1)m,_, < 2. 
It also follows that v,+---+,,_, is an even integer; that according 
as uy +---+ my, is even or odd in X,,, the P,,(t) is a cosine or a sine 
series; and that according as uw, +---+ m,, is odd or even in Y,, the 


P,,(t) is a cosine or a sine series. 

It follows from these properties and a),---, g) that X,, and Y,, 
are even functions of ¢””-' and e~”V-''; that in X,, the constant parts 
of the coefficients of all cosine terms are real, and of all sine terms, 
purely imaginary; that in Y,, the constant parts of the coefficients of all 
cosine terms are purely imaginary, and of all sine terms, real; and that 
the coefficients (¢,“): (eps - - - (et (6,4 (ce, - - - (e,™)'m differ from 
the coefficients of (¢,) (es - - - (eM) (e,)4 (Ee, - - - (e,™)'m only in 
the sign of Y—1- It follows from the form of equations (54) that their 
particular solutions have the properties a),---,g) so far as they pertain 
to z,, and y,,; and since ¢,°/-» = —¢,(*/-») (j=1,.--.,v), that 2, ,(0)=y,, (0) =0. 
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That is, so far as the x and y are concerned the properties found in the 
computation of the first terms are general. 

The differential equation defining 4,,,, is 
(57) 3441 + [44+3Ae cos t + «+ -Je,45 = 2,41. 
It follows from properties (1), ---, (7) of equations (9) and (10) that 
Z,,4; 18 odd im 4,, 2,°++, 2,443 that it contains z,,,, linearly; that the 
coefficients of its terms which are of even degree in %,---,¥,, are 
cosines of integral multiples of ¢; and that the coefficients of its terms 
which are of odd degree in y,---, y,, are sines of integral multiples of ¢. 
It follows from these properties and a),---, g) that Z,,_, is an odd 
function of e’’-" and e~°-1*; that the highest power of ¢”Y-!* and 
e~°V-!* ig 2v + 1; that ¢,@’-” and ¢,@"-" enter linearly; that the con- 
stant parts of all cosine terms are real, and of sine terms, purely imaginary; 
and that the coefficients of (¢,“))s ---(¢,@)' (ei --- (e,™)'m differ from 
the coefficients of (¢,{) --- (er (Yh --- (e,™)'m only in the sign 
of V—1. 

Now consider the solution of (57). The conditions that it shall be 
periodic with the period 7' are that the constant parts of the coefficients 
of e”¥-"' and e~°V—* in —w,Z,,,, and +,Z,,,, respectively shall 
be zero. An examination of (9) and (10) shows that z,,_, not only 
enters Z,,,, linearly, but its coefficient is identical with that of z, in Z,; 
and from the properties of Z,,,,, w, and w, it follows that these con- 
ditions have the form 


[A, + Age, Me] e,2"- 4+ A, (e,)*e,2"-9 + Ps, (GQ, o) = 0, 


58 
68) [A, + Aye, Me] e,@7- + Ay (o,)%e,0"-) + Py, (eg, ,) = 0, 


where P,,,, is a polynomial of odd degree in ¢,“) and ¢,. In the 
general term (c,))/ (c.)' in P,, ,, the exponents satisfy the relation j =k + 1, 
where the positive sign belongs to the first equation and the negative 
sign to the second equation. Since ¢,°/-» = —¢,@/-" (j—1,---,v), it 
follows that these equations are equivalent and uniquely determine 
c{2"-) = —¢,@"-" as a power series in e. The particular solution of (57) 
then becomes periodic, and it follows from the properties of Z,,,, that 
it is zero at t=. Since z,,,,(0) = 0, the coefficients c,°”*+” and ¢,°"*") 
satisfy the relation c,@"+" = — ¢,@”*+». 

The 4,,,, has all the properties assumed for the terms having lower 
subscripts, and the discussion is complete except in one respect. Since 
@ = N/n, where N and m are relatively prime integers, terms in — w, Z, 


“2y 41 
and + w,Z,,,, which are the products of constants and the exponentials 
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e”V-'* and e~°V-1* respectively, other than those included in (58), can arise. 
The products — w,Z,,,, and + w,Z,,,, contain terms of the type 
— OM (e,MPr+1e2"+DoV-1t [|  g@.4a, cost +---+ a, coskt +--- 
—YV—16, sint —--- —Y—1}, sinkt —---], 
— CW (EP + te-@r+ Nore @ +a, sin t+ ---+ a,coskt+--- 
+Y—1b,sint+-.--+ Y—1}, sin kt +--+] 
respectively. Now 
e@+oV-1t — eV—-1tl eos 2v@t + V—1 sin 2vat]; 
consequently terms of the type in question arise if 2v@ =k, where k is 
an integer. Upon substituting the value of o, this relation becomes 
2vn =—kN, which is satisfied when 2y is a multiple of N. When terms 
of this type arise for a certain value of v they in general arise for all 
greater values of v. The discussion shows that the terms added to equations 
(58) do not modify their fundamental properties. Therefore when the sign 


of ¢, has been chosen, the conditions that the solution shall be periodic 


and that 2(0) = 0 can be satisfied, and they uniquely determine all the 
coefficients. 


10. Application of an integral relation. 
Equations (9) can be written in the form 
aU »  0U 
oy’ oy? 
where U is a power series in x, y and z*, and contains no terms in 2, y 
and z of degree lower than the second; and where it is of degree zero 
or one in 4. When e = 0 equations (59) admits the integral 


(59) e—2y—55, yt2r=— 


(60) 22+ y'2+ 2/2*— 2U—C; 
and when e is distinct from zero the corresponding integral relation is 
(61) a’? + y%4 22 = 2U — 2f (~) dt—O, 


where (=) is the partial derivative so far as ¢ enters explicitly in U. 


In the periodic solutions z, y and their derivatives are expansible 


as power series in 4, and z and its derivative are expansible as odd series 
1 


in 2*. Since z and 2’ enter in (60) and (61) only in even degrees, it 
follows that these expressions are expansible as power series in 1, which 
may be written 

(62) F= FiA+ Fv +-- ++ Ft+--- =O, 

where the F, involve the integral sign when F' represents equation (61). 
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The expression for F' in (62) converges and holds true for |4| suf- 
ficiently small; therefore 
(63) F,=C, (v=1,--- oo), 
where the C, are constants. 

The function F, is a polynomial in 


, , ’ , , , 
Le, Voy *yXey_99 Voy_95 Yor Yor** 2 Yav—29 Yor—93 919 849°" Say—19 Fey—-19 


and equation (63) can be written in the form 


> , , , 0Q, 
(64) P4412 YesrYesrFaserrFoseri) +) rT (2 4) Yo jr #95413 Edt = C,, 


where P, and Q, are polynomials in the indicated arguments with ¢ 
entering the coefficients in sines and cosines. The subscript j runs from 
0 to y—1. The partial derivative under the integral sign is with respect 
to ¢ only so far as it occurs explicitly; before the integral is formed the 
Za; Yg; and 2,,,, must be expressed in terms of ¢. 

The 2, ,;, yp; and 2,,,, have been shown to have the form 


+j +Jj 
(65) Ly ,= > aah) Fhe — g,= > st a, 


k= -j k=-j 
+j+1 
_ > (2k—1) ,(2k-Dw V—-st 
Vo 541 F544 é ’ 
kj 


2k) 2 (2k—-1 . . ° 
where the as, »Yg; and 4,,.,° are power series in e whose coefficients 


are periodic with the period 2z. In the a, and the #, ,” the coefficients 
of the cosine terms are er and the cocficiente of the sine terms are 
purely imaginary. In the %, ’ the coefficients of the cosine terms are 
purely imaginary, and the coefficients of the sine —. are real. It follows 


from these corel and those of F’, that P, and wee have the form 


(66) P= P(t) @tov-te oo S) R(t) ettoV= *, 
where the P(¢) and the R(t) are sibili with the period 2a. The 
coefficients of the cosine and sine terms in the P® and the R® respectively 
are real, and of the sine and cosine terms, purely imaginary. 

The integrals coming from S(% ) dt are of the type 


— _ 2kw V—1t 2kwV—it 
V=1 | e°V=i'cosjtdt—— "Ae" io? cos jt + ane sin jt, 


——e - 2kwV—it ; — 12k ykoVrit : 
fetovsin jtdt=— +—7iet cos jt +" j2 eee sin jt. 
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Therefore 


S() dt -> S(t) @toV=it, 
baae 


where the S“(¢) are periodic with the period 22. Moreover the coefficients 
of the cosine terms are real, and of the sine terms, purely imaginary. 

It follows from the properties which have been developed that 
equations (63) can be written in the form 


+9 
(67) F, — >) F(t) eto" — C,, 
k=-—? 
where the F(t) are periodic with the period 2a. The coefficients of the 
cosine terms are real, and the coefficients of the sine terms are purely 
imaginary. 
Equation (67) is an identity in ¢, and it is not difficult to show 
that therefore 
FO=C, FY =0 (k+0). 


And since the F“ are power series in e, it follows that 


oo oo 
FO ae F e — C a > 0 e’, 
¥ "J v "J 
j=0 


(68) oe 
|» -> FS e=0 (k=—y,- om 1, + 1,- *y +). 
j=0 
Since these relations hold for all e sufficiently small, it follows that 
+(0) Y (k one 
(69) Fr,=C, 5, F(t) =0. 


The FM" are sines and cosines of integral multiples of ¢ which, 


making use of the properties of the x,,, y,,; and #,,;,, upon which they 
depend, can be written in the form 
j 

Fro =>’ [a cos pt + V—1 . sin pt| =C, 5, 
(70) a 

Fr ->' CA cos pt + V—1 _® sin pt| =. 

p=0 

These relations are identities in ¢, and therefore 


a” 


(71) a (k) 
a =-0 , Wo =O (k+0). 


~=C,,, a ui” =f (p= 1,--43), 


J? *, JP "5,2 ra 








al 
V 
u 
b 
z 


— es fs 
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YIP 
and equations (71) can therefore be used as a check on the computations. 


When they are added to the conditions c{2/+) =— c(?/+» (j =0,---, 00) they 
uniquely determine the coefficients of the solutions of the z-equation step 
by step, alternating with the solutions of the differential equations for 
x and y. That is, in the actual determination of the coefficients of the 
solutions the integral relation can be used instead of the z-equation. The 
results are simple when e = 0, and considerably .complicated when e + 0, 
but this should really be expected because the problem depends upon an 
infinite system of sets of linear non-homogeneous differential equations 
having periodic coefficients.*) 


The a” and Cs are functions of the coefficients of the solutions, 


11. The existence of two-dimensional symmetrical periodic solutions. 


The last two equations of (23) are satisfied identically by c, = c, = 0, 
and then the orbits reduce to plane curves. The problem is the solution 
of the first two equations of (23) and the first two of (24) for a,,---, a, 
in terms of 4. Consider the solution of the first equation of (23) and 
the first two equations of (24) for a,, a, and a,. The determinant of the 
coefficients of the linear terms is found from (26) to be 


Pe Tr 
> ts 
D=—A,|é#—e ‘|, 


which is distinct from zero unless A, is zero. If A, were zero, the second 
equation of (23) and the first two of (24) would be used. The deter- 
minant of the coefficients of the linear terms in a,, a, and a is 


T - FF T 
ss —t; 
D, = — (5) le —e |, 


, — Ty . ; is 5 i 
which is distinct from zero unless v5( >) is zero. It was shown in section 5 


that A, and %5(3) can not both be zero. Therefore one or the other of 


these sets of equations can be solved uniquely for a,, a, and a, as power 
series in a, and 4. Since equations (23) and (24) are satisfied identically 
by a, = d,= 4,= a,= 0, these carry a, as a factor. If 7 in this case is 
put equal 2x/o, where 6 = N/n, there will be no ternr in a, alone when 
the results of the solutions of the three equations are substituted in the 
fourth. The resulting equation has the form 


(72) O = 4, (Bo 4 + Biot + Bya,4 + Boo 4,? + - **)- 


: *) The details will be given in the book on periodic orbits which will be 
published by the Carnegie Institution of Washington. 
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The solution a,=—0 is trivial for it leads to the Lagrangian orbits 
x =y =0. Consider the solution of the second factor for a, in terms of i. 
A direct computation shows that the part of #,, which is independent 
of e is distinct from zero. Therefore (72) has at least one solution for a, 
in terms of 4, vanishing with 4. A discussion of the properties of the 
solutions shows that £,, is identically zero. A direct computation shows 
that the part of 6,, which is independent of e is distinet from zero. There- 


1 
fore the solutions of (72) give a, as a power series in + A*. These re- 


sults substituted in the expressions for a,, a, and a, in terms of a, and 
1 

give all four a; as power series + 4*, vanishing with 4. These results 

substituted in the original solutions, which were power series in @,,---, a 

and A, give 


1 1 . 1 
(73) a= A? P,(4*;t), y=A*(P,; 8, 


4 


where P, and P, are periodic functions of ¢ having the period 
T = 22/6 = 2an/N. 
There are two cases to be considered according as m is even or odd, 


as in the three dimensional orbits. The discussion shows that when » is 


| 1 
even the orbit for + 2° is not geometrically distinct from that for — 2°, 
but that there is another orbit of the same nature which crosses the 
“£-axis perpendicularly when the finite bodies are at their more remote 


1 i 
apses. When » is odd the orbits for + 4? and — 2* are geometrically 
distinct, and each of the two orbits crosses the z-axis perpendicularly 
both when the finite bodies are at their nearer apses and also when they 
are at their farther apses. 


12. Direct construction of the two-dimensional periodic solutions. 


It has been shown in the preceding section that the solutions are 
1 


expansible in 2°. It is found from equations (9) that .the differential 
1 
equations which define the terms in 4? are 
(14) (x, — 2y,’—[1+2A+ 6Aecost+---]a,— [6Aesint+---]y, = 0, 
ly,” + 2a,'+ [6Ae sint + -+-]a, — [1 -A—3 Ae cost+---]y, = 0. 


The general solutions of (74) have the form*) 


*) Paper by Moulton and MacMillan, loc. cit., where the method of constructing 
the solutions is explained. 





(15) 


(76 
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a, = a, e7V-1 4g, (€; t) + a4e~ V1 4, (€; #) + ag CR, (€; f) +, em eu, (€3 f), 
Y= 4, DePV-"D, (65 t) + a, Mem Vly, (6; t) + ager" v, (6; t) + a,Ve-e*n, (654), 
(75) | u= u(t) + wu (fe + uM(He+--- (i=1,---, 4), 
v, = v(t) + oO (He + o He +--- (é=1,--+, 4), 
U9 (2a+t) =uP(, v0f)(2a4+ 8) =o (0). 





In order that the solutions (75) shall be periodic the arbitrary con- 
stants a,” and a,” must be put equal to zero. Then, if o is rational 
the solution at this step is periodic with the period 7. Since in the 
symmetrical orbits «’(0) = y(0)=0, it follows that 2,'(0) = y,(0) =0. 
In symmetrical orbits y, and therefore y,, is an odd function of ¢t; there- 
fore it is seen from (75) that 

a,v,(€) = — a,v,(—#), a, (t) = — av, (—2). 
Without restricting the generality, it may be supposed that 
v,(0) = v,(0) = v,(0) = v,(0) = 1. 
Therefore 
a= —a,™, a = —a,", 
x, = a, [e7V-1"u, (e; 2) —e- °V—-* uu, (e; #)| + ay [ee ug (e; ) —e-@u,(e; é)], 


y, = a,[e?V-1', (e; t) —e-°V-1 tv, (e; £)] + ag [e0* vg (e; t) —e-¢* 0, (e; 8]. 





(76) 





Equations (74) are unaltered by changing the sign of Y/—1; therefore 


u,(—V—1)=— us(V—1), u;(—YV—1) =u,(V— 1), u,(— V-1) =u,(V—1), 
o,(—V—1)=—»,(V—1), o(—V—1) = »,(V—1), »6(—V—1) =9,(V—1). 
Equations (74) are unaltered by changing the sign of both ¢ and y,; 
therefore 


(78) u,(—t) =—u,(#), u,(—t) =— u, (8), v,(—t) = + 0, (0), v,(—t) = + 0, (2). 


(77) 


Equations (74) are unaltered by changing the sign of Y—1, ¢ and 
y,; therefore 
u,(—Y—1, —t)=+4,(V—1, #, v,(—Y—1, —) =—»,(V-1, ), 
u(—V—1, —t) = +4,(V—1, t), »%4(—Y—1, —t) = — »,(Y—1, 4), 
u,(—Y—1, —t)=—u,(Y—1, #), »,(—Y—1, —t) =+,(Y—1, 2), 
u,(— V-1, —t)=— us(V—1, t), v(— V-1, —t)= + v,(V—1, t). 


It follows from (77), (78) and (79) that when the u, are expressed 
as Fourier series, they have the form 


(79) 
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u, = > [+ a, cos jt+V—1b,sinjt], »,= S[+ V—1«, cos jt + 8, sin jt], 
(80) uy = > [— a, cos jt + V—1b, sin jt], »,= [+ V—1«, cos jt— 8, sin jt], 
u;—= > [+ ¢, cos jt+ d, sin jt], v,— [+ y; cos jt+ d, sin jt], 
u= > [—¢, cosjt+ d, sin jt], 1.=D>|+ y,; cosjt — 0, sin jt]. 


where the a,,---, 0, are real constants and power series in e. 
The periodic solution at this step is 


x, = a, [e°V-"'u, (e; t) — e~°V-*tug(e; £)], 
a a,[e°V-"" v, (e; t)—e oV-It ys (e; t)]. 
It follows from (80) that in z, the constant numerical coefficients of cosine 
and sine terms are real and purely imaginary respectively, and that the 
opposite is true in y,. 

It is found from (9) and (10) that the terms in 4 are defined by the 
differential equations 


(81) 


x,” — 2y, —[1+2A+6Ae cost+---]a,— (6Aesint+---]y,=— X,, 
¥," + 22,'— [6Ae sint+---]a,—[1—A—3Ae cost +---]y,=— Y,, 
82) X, = [— 3B—12Be cost + ---]z,7+ [— 24Besint+---]z,y, 
(82 ' 
, + [B+ 6Be cost +---|y,?, 
Y, = [— 12Besint+ ---]z,?+ [3B+ 12Becost+ ---]a,y, 

+ [9Besint + ---]y,?. 
The solutions of these equations consist of the complementary function, 


which has the same form as (75), and particular integrals which are of 
the same character as X, and Y,. Hence the periodic solution has the form 





(83) dl a, %e"V=i'u, (e; £) + ay%e-°V=Hug (es #) + fe, 


¥3= a, e°V-1" y, (e; t) + a,e-7V-1ty, (e; 1) +9, 

where a,® and a,” are constants which are as yet undetermined. 

Certain properties of f, and g, will be needed. These functions are homo- 
geneous of the second degree in a,”, and also in e’V~1‘ and e~°V-""; there- 
fore they have the form 
R= (a,)*| f,etoV—18 + + f- %)g-20V—1"] R 
I = (a,)*[g.%e2*V—1 +9, +9,'- %)¢-20V—1"] ; 
where /,, ---, g,°-® are periodic with the period 2z. 

It follows from the properties of X, and Y, that equations (82) are 
unaltered by changing the sign of Y—1. Therefore 


(84) 





(85 


(8¢ 
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(f:(— V—1) =4-%(V—1), f(—V—-1) = fO(V—-1), 
I gg — V—-1) =9,-” (V— 1), 92 = V-1)= 9:°(V—1) . 
Equations (82) are not changed by changing the sign of both ¢ and y,; 
therefore 
AO —-)= +h ®, A%-)=+fO, 
92(— t) = — gg (8), gg(—t) = — g.(E). 
It follows similarly from changing the signs of Y—1, ¢ and y, that 
f(— V-1, as: t) — h(V— 1, t), 9:°(— V- 1, —t) = 9,°(V—1, t), 
i »(— V- 1, it t) 7 h-(V— 1, t), 92~ »(— V- 1, fie t) aioe 99 » (V— 1, t), 
A(-V-1,—)= fAV-1, 4, 9,°(-V—-1, -t) =— 9,(V—1, d). 
Therefore /,, --+, g, have the form 
f= S\a,cosjt+V—1b,sinjt], g.— S|+V—1 a, cos jt+ B,sinjtl, 
(85) {A = Sa, cos jt— Y—1 b, sin jt], g,- = S|— V—1 «, cos jt + B, sin jt, 
LO=-S c, cos jt; 9,°= S, sin jé, 
where the a,,---, y,; are real constants and power series in e. 
It follows from (84) and (85) that g,(0)=—0. Since y,(0) = 0, it 
follows that a, — — a,®), and equations (83) become 
at, = a, [e7V-1*u, (e; t) —e-°V-1"u, (e; 2)] 
+ (a,)*[f2 ete V—1t i, + f,- %)—- 20-18), 
4p = a, (e°V-1' 0, (e; t) —e- "V1 v,(¢; 8] 
4+ (a)? [g_e2eV-1! + 93 + g_(-%e-2°V—1 él. 


3 

In the coefficients of 4° the constant a,“ is determined by the 
periodicity conditions. The differential equations which define these terms are 
| v3” — 2y, — [1+2A+6Aecost+---]a,— [6Aesint+---]y,=— X,, 
ly,” + 2a,’— [6 Ae sint+---]a, —[1—A—3 Ae cost+---]y,= Y,, 
where X, and Y, are obtained from equations (10). They contain terms 
which are linear in 2, and y,, and others which are multiplied by the 
factors 2, %, L,Y_, LY, XZ, Yg, %°, 2,°y,, %,y,? and y,°. The coefficients in 
X; are cosines or sines according as the term contains the y, to an even 
or an odd degree; the opposite is true in Y,. 

The general solution of (87) when X, and Y, are zero is 


(86) 


(87) 


(88) {* = a, %e'V—1u, (6; £) + a e~ °V-1 tug (65 £) + aryl (6; t) + a, &u, (65 t), 
Y3= a,%e7V-1* y, (e; 4) +a,e- 9-1 v, (6; t) + a,Met' vg (e; #) + a,%e- ¢ v,(e; #). 
If the a{* are regarded as variables and the conditions are imposed that 
81* 
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equations (87) shall be satisfied by functions of the form of (88), it is 
found that the derivatives of the a;{*) must satisfy the relations 
u,e” y-1 (a) + u,e~” v—1t (a,) + usee*(a,) + u,e~?*(a,Y = 0, 
e°V—-**(6V—1u, + u,/] (a, + e- °Y—"*[—6 V—1u, + uy] (a.)’ 
(89) + €@*[ ots + us'] (a5) + e-¢*'[— ou, + u,'](a,%) = X,, 
; v,e"¥ —it (a,Y + v,e-° V-1t (gy + v,ee' (a) + v,e-¢! (a) = 0, 
Vio V—1o, +9,'] (a,%) + e-°¥-"*|— 6 V—10, + v,'] (a, 

+ &*[ov; + 05°] (a) + e-#'[— 9m + 0] a.) = ¥;. 
The solutions of these equations for the derivatives of the a, are 
A(a,)’ = | Dy; X;+ Drs Y,|e~°) —, A(a,)’ =| Ds, X;+Dss Y; Je", 
A(a,) = [Dz, X3+Dyy Yelet?Y-*, A(ay)’ = [Dg X5+ Des Ys )e*, 
where A is the determinant of the coefficients of (89), and since this is 


the determinant of a fundamental set of solutions of (87), it is constant 
and a power series in e; and where 





(90) 


Uy P Us Ms 
D,, = - Ug ? Uy » U4 ’ 
—— V- lo, +,, Qt; +%;, —9%+, 
uy , Us ? Ms 
dD, =-+ Vs ’ Vv; ? 4 ; 


a 6V—lu, + Uy, Qu; + uss — 9u, + uy 

and where D,, and D,, are obtained from D,, and D,, respectively by 
changing the subscript 2 to 1, and the sign of Y—1 and of the whole 
expression; D,, and D,, are obtained from D,, and D,, respectively by 
changing the subscript 3 to 1, and changing the sign of the whole deter- 
minant; and D,, and D,, are obtained from D,, and D,, respectively by 
changing the subscript 4 to 1, — 9 to + 6/—1, and changing the sign 
of the whole determinant. 

In order that the solutions shall be periodic it is necessary that the 
right members of (90) shall contain no terms independent of ¢. If these 
conditions are satisfied and the arbitrary constants which are added to the 
integrals of the third and fourth equations are put equal to zero, the 
solutions will be periodic. The right members of the last two equations 
of (90) contain no terms independent of ¢ because the parts in the brackets 
do not involve ¢&* or e~¢'. Constant terms appear in the right members 
of the first two equations, and it is necessary that they can be made 
equal to zero by means of a,"), which is the only arbitrary constant. That 





(9 
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is, it must be shown that the constant parts of the right members of 
these two equations differ only by a factor, and that a," can be deter- 
mined so that they shall be zero. 

Consider the constant parts of the right members of the two equations 
of (90) so far as they depend on X,. It follows from the properties of 
X, that it carries the exponentials e’’—'‘ and e~*V-"* to the first and 
third degrees. Those parts of the products X,e~?V-*' and X,e’V-1' which 
are independent of the exponentials are sums of cosines having real coef- 
ficients, and of sines having purely imaginary coefficients; the real coef- 
ficients in the two products differ only in sign, and the imaginary coef- 
ficients are identical. Hence these parts of A(a,) and A(a,™)’ have 
the form 


(91) D,,S|A,cosjt+V—1B,sinjt], D,,|—A,cosjt+ V—1B,sinjtl. 
The determinant D,, is 


Uy , Us 
D, = + Y% 


+> 6V—1 Y% + %', Qv; + Us; — 0% + oe 
It follows from (80) that 


uy > [A,cos jt + V—1B, sin jt] = u, S|— A,cosjt + V—1 B, sin jt]. 
Therefore the parts of (91) which contain uw, and u, respectively as factors 
differ only in sign, since the second and third columns of the determinant 
are identical. 
In order to establish the identity of the parts which contain the 


second elements of the first columns of the determinants as factors, con- 
sider them in the forms 





Us ; Us — Uy, ’ Us + Uy 
Dy=—| Vs , Uy — U%4 , Ugt U% ’ 
(92) — 6V—1v, + vy’, O(Us +4) + (05'—%%'), (05 — %) + (05 +%') 
uy, ’ Us — Uy ; Us + Uy 
D,, = + Y% . Vs — U% F Vs + % | ‘ 
| 


+ oV—1», + ,', O(Ug+ 04) + (03'—14'), (V3—%4) + (¥s' + ¥') 
It follows from (80) that 


vy >|A,cosjt+YV—1B,sinjt] and v, S[A,cosjt+V—1B, sin jt] 
are identical in their sine terms, and differ only in sign in their cosine 
terms. It follows from the properties of (80) and the form of (91) that 
the minors of the second elements of the first column are sines. There- 
fore the constant parts of the products (91), which contain the second 








(94) 
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elements of the first columns of the determinants as factors, differ only 
in sign. The same can be shown to be true for the terms containing 
the third elements of the first columns of the determinants as factors. A 
similar discussion proves the same conclusion for the parts of (90) which 
have Y, as a factor. Therefore the conditions that the constant parts of 
the right members of the first two equations of (90) shall be zero are 
identical. 

It follows from the properties of X, and Y, that the constant parts 
of the right members of the first two equations of (90) set equal to zero 
give an equation of the form 
(92) a, [P,— Q(a,)"] = 0, 
where P, and Q, are power series in e, the former coming from those 
terms in X, and Y, which are linear in 2, and y,, and the latter coming 
from those terms which involve x, and y, to the third degree or which in- 
volve products of the type z,z,. The solution a,“) = 0 is trivial, because it 
leads to the Lagrangian case. The other gives two values of a,”) differing 
only in sign. It is found by actual computation that @Q, has a term 
which is independent of e; therefore a,“ is a power series in e. 

The solution at this step with this determination of a,“ has the form 


ty = a, e°V—1%y, + a,%e-* Vly, fp a,?) [eze Vt 4 e-? V1 £9) 


+38 
+ DAV, 
(93) 7 
Ys = a,® e7V—ty + a, e~ aV~ity, ” a, [ere V-1tg. (3) 4 e- 24 Y-1tg.(-9)| 


+3 
+ NeiaV-1t 
Py , 
where the undetermined constant a, is given explicitly as far as it 
occurs with the exponentials e**V-'* and e~*°V-1*, It follows from the 
properties of X, and Y, and equations (87) that f,”) and the g,”) have 
the form 








| i= Do cos jt, 9° = > 6, sin jt, 


fx = Sia,” cosjt + V—1b, sinjt], 9, = >|+Vv-1 a, cosjt + B,® sinjtl 
f-® = Sa, cos jt —V—1b, sin jt], 9-9 — S[—V—1a, cos jt + B,” sinjtl 
fx = Sa, cos jt + V—1b sinjt], g,° = S[+ V—14,” cos jt + A,” sinjtl, 
fy-® = Sa, cos jt—Y—1 b,® sin jt], 9-9 = S|—V-1 a, cos jt + B,” sin jt}, 
i= Dla” cos jt +Y—1 b, sinjt], gs = >|+V-1 a, cos jt + B, sin jtl, 
i, = ala” cos jt —Y—1 b, sin jt], g,-) = sa\-yV- La,” cos jt + B,” sin jt, 
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where the a,®,---, B® are real constants which are power series in e¢, 
It follows from these equations and y,(0) = 0 that a, = — a,®. 

It is now possible to make the induction to the general step. The 
conditions for periodicity lead to an equation of the form 

P,— 2Q,4,%a,™ = 0, 

which uniquely determines a,”. The solution is expressed in the form 
(93) except that the summation extends from — (n+ 2) to + (m+ 2). The 
properties expressed in (93) belong to the general step and a{**+?) ——a({"*® 
Therefore the solution can be formally constructed in the periodic form. 
A discussion similar to that of section 7 shows that the solutions may 
belong to a physical problem. There are also two cases depending on 
whether » is even or odd, where 6 = N/n. When n is even, there is a 
geometrically single orbit crossing the z-axis perpendicularly when the 
finite bodies are at one of their farther apses; and when m is odd, there 
are two such orbits. If e= 0 there is only one in all cases. Since the 
time at which the finite bodies are at any apse may be taken as the 
starting time, there are 2m geometrically distinct orbits of the type in 
question, and for e = 0 they become identical. 
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Einleitung. 


Den nachstehenden Untersuchungen liegt der allgemeinste Begriff 
reeller ebener Kurven zugrunde: Eine Kurve oder, schirfer ausgedriickt, 
eine Parameterkurve ist das eindeutige und stetige Abbild einer Strecke. 
Die Punkte ¢ dieser Strecke (¢,---¢,) sollen dann die Parameter unserer 
Kurve heiBen. 

Hierbei wiirde die Kurve zuniichst keine unendlichfernen Punkte ent- 
halten kénnen. Unendliche ferne Kurvenpunkte werden jedoch zugelassen, 
wenn man (wie in der projektiven Geometrie) die Ebene durch Hinzu- 
nahme der unendlichfernen uneigentlichen Punkte abgeschlossen macht 
und dann von der folgenden nichtmetrischen Stetigkeitsdefinition Ge- 
brauch macht**): 

Eine abgeschlossene Punktmenge @ heiBt séetiges Abbild einer anderen 
abgeschlossenen Punktmenge P, wenn jedem Grenzpunkt einer Punktfolge 
von P der Grenzpunkt der entsprechenden Punktfolge in @Q zugeord- 
net ist.***) 


*) Mit dieser Abhandlung hat sich der Verfasser im Juli 1912 an der Miinchener 
Universitat habilitiert. Im vorliegenden Abdruck sind einige geringfiigige Kiirzungen 
vorgenommen worden (insbesondere in Nr. 11, 21, 22), wogegen der Anfang von Nr. 40 
etwas ausfiihrlicher dargestellt ist. 

**) Oder, was dasselbe wire, man behandle statt des ebenen Gebildes seine Pro- 
jektion auf eine Kugel K aus deren Mittelpunkt M,. 

***) Vgl. E. Heine, J. f. Math. 74 (1872), 8S. 182, wo dies als Satz ausgesprochen ist. 
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Charakteristisch fiir die Kurve ist einerseits die von ihr gebildete 
Punktmenge, andererseits die durch die Abbildung der Strecke bewirkte 
Anordnung der Kurvenpunkte. Zwei Kurven sind demnach als identisch 
zu betrachten, wenn sie in Punktmenge und Anordnung der Kurvenpunkte 
iibereinstimmen. Im iibrigen kann dieselbe Kurve in verschiedenster Weise 
auf die Parameterstrecke (t,--- t,) bezogen werden; d. h. (den Para- 
meter ¢ als ,Zeit“ gedacht), daB die ,,Durchlaufungszeit“ der einzelnen 
Kurvenstiicke keine Rolle spielen soll. 

Ohne Menge oder Anordnung der Kurvenpunkte einzuschrinken, kann 
man voraussetzen, dab niemals einem ganzen Parameterintervalle (¢, ---t,) 
ein einziger Kurvenpunkt P, entsprechen soll. Die einem vielfachen Punkte 
P, entsprechenden Parameter ¢; bilden dann eine nirgends dichte Menge. 


Im folgenden soll nun hauptsichlich studiert werden, in welchen 
Mengen die verschiedenen Arten von Singularitiiten bei reellen ebenen 
Kurven auftreten kénnen. Mit Singularititen sind hierbei (wie auch sonst 
in der Kurvenlehre) bezeichnet: Spitzen, Ecken, Wendepunkte, mehrfache 
Punkte und mehrfache Tangenten, ferner nicht differenzierbare Stellen. 
Die Definitionen dieser Singularititen im Fall unserer allgemeinen Kurven 
werden im § 1 genauer erdrtert und es ergeben sich dabei mancherlei 
recht ungewohnte und merkwiirdige Méglichkeiten. § 2 behandelt sodann 
die Menge der in eimem Punkt vereint liegenden Singularitiiten. In den 
folgenden beiden Paragraphen werden die Mengen der iiberhaupt auf einer 
Kurve gelegenen Singularititen betrachtet. Dabei ergeben sich natur- 
gemiB vielfach schiirfere Aussagen, wenn man den Kurven noch gewisse 
Bedingungen auferlegt (beispielsweise Differenzierbarkeit oder Beschrinkung 
der Machtigkeit von Art oder Klasse). Die Resultate sind nicht unbe- 
schrinkt dualisierbar, sondern die Kurven miissen hierzu noch gewissen 
verhaltniBmaBig speziellen Bedingungen geniigen. Der letzte Paragraph 
untersucht dies naiher und betrachtet die ,,dualisierbaren* Kurven. 

Im ganzen ergeben sich eine groBe Anzahl allgemeiner Resultate, 
die nicht nur fiir die geometrische Kurvenlehre, sondern zum Teil auch 
fir die Funktionentheorie reeller Variabeln Neues bringen. 


§ 1. 
Die Definitionen der Singularititen. 


1. Ein Punkt P, dem m bzw. unendlichviele +Parameter zugehéren, 
heiBe ein m-facher bzw. unendlichvielfacher Punkt; in P liegen m bzw. 
unendlichviele Kurvenpunkte vereinigt. Wir sagen auch, der Punkt P sei 
von m*™ bzw. von unendlichem Vielfachheitsgrad. Besitzt eine Kurve nur 
endlichvielfache bzw. nur beschriinkt-vielfache Punkte, so sagen wir der 
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Vielfachheitsgrad der Kurve sei endlich bzw. beschriinkt. (Ist im letzteren 
Falle » das Maximum der Vielfachheitsgrade der Kurvenpunkte, so nenne 
man » zugleich den Vielfachheitsgrad der Kurve.) Enthilt dagegen die 
Kurve auch unendlichvielfache Punkte, so sage man, der Vielfachheitsgrad 
der Kurve sei unendlich; ist hierbei der Vielfachheitsgrad der Kurven- 
punkte héchstens abzihlbar bzw. héchstens von der Miachtigkeit des Kon- 
tinuums, so bezeichne man den Vielfachheitsgrad der Kurve als abzahlbar 
bzw. als von der Miichtigkeit des Kontinuums. 

Im folgenden bezeichne ¢ immer einen Parameter, P einen Punkt der 
Ebene; wenn, wie bei mehrfachen Punkten, in eimem Punkt P mehrere 
Kurvenstellen vereinigt liegen, so bezeichne P(t) oder P, die zum Para- 
meter ¢ gehérende Kurvenstelle in P. 


2. Das zu den Parametern ¢;< ¢ bzw. ¢t; >t gehérende Kurvenstiick 
soll der vordere bzw. hintere Kurvenzug von P(t) heiBen. 

Hat man eine gegen ¢ konvergierende Folge von Parametern ¢, , ty, t,,--- 
wobei alle ¢;< ¢ (baw. alle ¢,> ¢) sind, und gehéren zu dieser Folge {¢;} 
lauter von P(t) verschiedene Punkte { P,} und ist die von P ausgehende 
Halbgerade a, die Grenzlage der Folge der Halbgeraden { PP}, so heiBe 
a, eine vordere (bzw. hintere) Halbtangente von P(t). Ergibt sich fiir alle 
gegen ¢ von vorn (bzw. hinten) konvergierenden Parameterfolgen dieselbe 
Halbtangente a,, so heiBt die Stelle P(t) vorn (bez. hinten) differenzierbar. 
Jede Gerade, die eine vordere oder hintere Halbtangente von P(t) ent- 
hilt, nennen wir Jangente oder, wenn eine genauere Bezeichnung nétig 
ist, allgemeine Tangente. Ist die Stelle P(t) vorn und hinten differenzier- 
bar und liegen die vordere und hintere Halbtangente in einer Geraden G@,, 
so heiBt die Stelle P(t) vollstindig differenzierbar; G@, ist die einzige Tan- 
gente von P(t) und werde, wo eine Unterscheidung von den allgemeinen 
Tangenten nétig ist, wirkliche Tangente genannt. Sind in einer differenzier- 
baren Stelle die vordere und hintere Halbtangente entgegengesetzt ge- 
richtet, so haben wir eine gewdhnliche differenzierbare Stelle, fallen sie 
zusammen, so haben wir eine Spitze. Ist die Stelle P(t) vorn und hinten 
differenzierbar, aber liegen die vordere und hintere Halbtangente mnichi 
in einer Geraden, sondern bilden einen Winkel ¢ miteinander (wobei immer 
é<2), so haben wir eine vorn und hinten differenzierbare Ecke von der 
Grofe «. Allgemeiner nennen wir eine (auch vorn und hinten nicht dif- 
ferenzierbare) Stelle P(t) eine Ecke von der Gréfe ¢, wenn man einen 
Winkel 4 < finden kann, sodaB alle vorderen und hinteren Halbtangenten 
von P(t) innerhalb dieses Winkels  eingeschlossen sind, und wenn « den 
kleinsten*) aller dieser Winkel 7 darstellt und auBerdem von Null ver- 


*) Ein solcher kleinster Winkel (dessen Schenkel selbst Halbtangenten sind), 
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schieden ist. Jede (differenzierbare oder nichtdifferenzierbare) Stelle, die 
weder Spitze noch Ecke ist, soll eine gewéhnliche Stelle heiBen. Eine 
differenzierbare Stelle P(t) heiBt stetig differenzierbar, wenn die Tangente 
in P(t) die Grenzlage aller Folgen von Nachbartangenten ist. Eine Kurve, 
die lauter stetig differenzierbare Stellen enthilt, wird selbst stetig dif- 
ferenzierbar genannt. 


3. Ein mehrfacher Kurvenpunkt P heiSe ein vollstdndiger Selbstbe- 
riihrungspunkt, wenn von P zwei Halbgerade ausgehen, sodaB fiir jede in 
P liegende Stelle P(#;) die eine eine vordere, die andere eine hintere 
Halbtangente ist; andernfalls heiBe P ein eigentlicher mehrfacher Punkt. 

Eine mehrfache Tangente a werde vollstindige Selbstberiihrungstan- 
gente genannt, wenn alle Beriihrungsstellen von a in einen einzigen Punkt 
zusammenfallen ; andernfalls heiBe a eigentliche mehrfache Tangente. 


4. Bei den Kurven endlichen Vielfachheitsgrades existiert (wie man 
es aus der Lehre der reellen stetigen Funktionen gewohnt ist) in jeder 
Kurvenstelle immer entweder eine eingige vordere (bzw. hintere) Halb- 
tangente oder ein ganzer Winkelraum von solchen. 

Beweis. Bei Kurven von endlichem Vielfachheitsgrad kann man zu 
jedem Parameter ¢ eine endliche Umgebung t = (¢,---¢---¢,) finden, derart, 
da8 nur ¢ und sonst keinem andern Parameter von t der Punkt P zu- 
geordnet ist. Gibt es in P(t) zwei verschiedene vordere (bzw. hintere) 
Halbtangenten a, , und a, ,, die den Winkel m und (2% —q) begrenzen, so 
existieren zwei gegen P(t) konvergierende Folgen von Kurvenpunkten, 


{P,,} und {P,,} derart, daB die Sehnen {PP,,} gegen a,, und die 
Sehnen { PP, ,} gegen a,, konvergieren. Man wihle nun solche Teilfolgen 
{P?,} und {P),} aus, daB die zugehérigen Parameter die Anordnung 
Oi < tO. < OO iat 

besitzen. Da fiir gentigend groBe i die Kurvenstiicke ©,—(P?, P?,) nicht 
durch P(t) hindurchgehen, so besitzt P(t) eine endliche Entfernung von 
diesen ©, und deshalb wird jedes dieser ©; von allen durch P(t) gehenden 
Halbgeraden eines der beiden Winkelriume < (P?},; P(); P§,) getroffen. 
Es wird also sicherlich einer der beiden Winkel m oder (24— q) von 
Halbtangenten des Kurvenpunktes P(¢) vollstiindig erfiillt. gq. e. d. 


5. Der vorstehende Satz ist dagegen fiir Kurven wnendlichen Vielfach- 
heitsgrades nicht mehr allgemein richtig: In unendlichvielfachen Punkten P 
kénnen zu einer Stelle P(#) auch verschiedene, getrennt liegende vordere 
existiert hier immer, da unten (Nr. 5) gezeigt wird, daB die Halbtangenten einer Stelle 
P(t) immer eine endliche oder abgeschlossene Menge bilden. 
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(ebenso hintere) Halbtangenten gehéren. Solche Stellen P(t), bei denen 
die vorderen oder die hinteren Halbtangenten nicht eine einzige Halbgerade 
darstellen oder einen einzigen Winkelraum erfiillen, sollen Strahlenpunkte 
genannt werden; die verschiedenen, getrennt liegenden einzelnen Halb- 
geraden und vollen Winkelriiume, aus denen die Menge der vorderen bzw. 
der hinteren Halbtangenten einer Stelle P(t) sich zusammensetzt, sollen 
die vorderen baw. hinteren Strahlen von P(t) heiBen. 

Die Méglichkeit der Existenz solcher Strahlenpunkte in unendlichviel- 
fachen Kurvenpunkten ergibt sich aus den folgenden Beispielen: 

Beispiel fiir Strahlenpunkte mit endlichvielen Strahlen (vgl. Figur 1): 
Man wihle etwa » vom Punkte P ausgehende Halbgeraden a, (i=1,---,n)*) 
und zu jeder der Halbgeraden a, eine unendliche Folge von ineinander- 
liegenden Schleifen 
{S,},, die alle in P 
die Halbgerade a, be- 
riihren (etwa in P 
Spitzen haben); mit 
wachsendem k soll 
die Linge der Schlei- 
fen und der Winkel, 
unter dem die Schlei- 
fen von P aus ge- 
sehen werden, wie 


/ 4s 


; gegen Null ab- 


nehmen. Nunmehr 
teile man das Para- 
meterintervall (¢,--t,,) 
mittels der gegen ¢,, 
konvergierenden Parameterfolge |¢,,} in eine Intervallfolge { r,,}**). SchlieB- 
lich lasse man den Parametern {¢,,} und ¢,, den Punkt P entsprechen und 
ordne dem Intervall 1,,,, die Schleife (S,); zu. Dann sind die Halb- 
geraden a,,---,a,, die alleinigen (vorderen bzw. hinteren) Halbtangenten 
und Strahlen fiir P(¢,). 

Wollte man auch Strahlen erhalten, die aus einem ganzen Winkel- 
raum von Halbtangenten bestehen, so hatte man im vorigen fiir das betr. i 
den Winkel, unter dem die Schleifen {©,}, von P aus erscheinen, etwa 
konstant zu halten. 





Fig. 1. 


*) m ist eine beliebige ganze Zahl. 
**) Um vordere Strahlen zu erbalten, mu& ¢,, rechter Endpunkt des Parameter- 
intervalls (¢, --- ¢,,) sein, um hintere Strahlen zu erhalten, linker Endpunkt. 








o- @& tet, bea 
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Beispiel fiir Strahlenpunkte mit abzihlbar wunendlichvielen Strahlen. 
Man nehme eine unendliche Folge von Halbgeraden {a,} durch P, ver- 
fahre im tibrigen wie vorhin; nur ordne man z. B. dem Intervall r,, dann 
die Schleife (S,),; zu, wenn m die k* ganze Zahl ist, die sich aus i Prim- 
zahlen multiplikativ zusammensetzt. 

Satz. Die Menge der (vorderen bzw. hinteren) Halbtangenten und 
ebenso die Menge der (vorderen bzw. hinteren) Strahlen eines Kurvenpunktes 
ist immer endlich oder abgeschlossen. 

Beweis. Es sei die Menge der (vorderen bzw. hinteren) Halbtan- 
genten des Kurvenpunktes P, nicht endlich und man habe irgendeine 
Folge {a,}, von Halbtangenten, deren Hiufungshalbgerade a, sei. Jede 
Halbtangente a, ist selbst Haufungshalbgerade von Sehnen r,“) (k=1,2,---), 
die P, mit Nachbarpunkten verbinden. Nun wihle man aus diesen Sehnen 
die Folge {r,{} aus; dann ist «,, Hiiufungshalbgerade dieser Folge von’ 
Sehnen, also Halbtangente von P,. Die Menge der (vorderen bzw. hinteren) 
Halbtangenten von P, ist also endlich oder abgeschlossen; daraus folgt 
dasselbe auch fiir die (vorderen bzw. hinteren) Strahlen von P,. Ist niim- 
lich {s;} eine einfache Folge von Strahlen, so repriisentiere man jedes s, 
durch eine in ihm enthaltene Halbtangente a,; a,, sei die Hiiufungshalb- 
tangente von {a,}; dann kann a,, keinem s, fiir i >2 angehéren, da die 
s, alle voneinander durch Halbgerade, die nicht Halbtangenten sind, ge- 
trennt liegen. Deshalb gehért a,, einem von allen s, fiir i >2 verschie- 
denen s, an. q.e. d. 

Satz. Jede endliche oder abgeschlossene Menge von (vorderen bzw. 
hinteren) Halbtangenten und ebenso von (vorderen bzw. hinteren) Strahlen 
ist in einem Kurvenpunkte méglich. 

Beweis. Fiir endliche Mengen ist der Beweis schon durch Auf- 
stellung des obigen Beispiels (S. 484) erbracht; es ist also jenes Beispiel nur 
noch fiir beliebige abgeschlossene Mengen zu verallgemeinern. Man bilde 
zu diesem Zweck wieder die gegen ¢, konvergierende Intervallfolge {r,}. 
Nun trage man an P(t,) die verlangte abgeschlossene Menge A von 
Halbtangenten an. Die Komplementiirmenge von A besteht aus den 
inneren Punkten einer abzihlbaren Menge von nicht iibereinandergreifen- 
den Winkeln {g,}. Die Menge A wird méglicherweise gewisse Winkel 
%, Volistiindig erfiillen. Die beiden Schenkel eines Winkels z, sollen mit 
e, und ¢,, die von g, mit 7,” und f,” hezeichnet werden. Die Ge- 
samtheit aller im Innern der Winkel 7, enthaltenen Elemente von A soll 
B genannt werden. Man trage nun in jedem Intervall r, eine zu der 
abgeschlossenen und nirgends tiberall dichten Menge (A— B) ihnliche 
Parametermenge 7, auf. Allen Elementen dieser siimtlichen Mengen 7; 
soll in der Kurvenebene unser Punkt P entsprechen. Den Intervallen 7, 
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fiigen wir je eine Folge von Schleifen {€,)} ein, die alle ganz im Innern 
von z, verlaufen und die Halbgeraden ¢,“ und c,” in P beriihren; auBer- 
dem soll die Schleifenlange proportional zu y, - a sein. Jedem Intervall 


(é) 


J und (oe,), eingefiigt werden, 
die ganz im Innern von g, verlaufen und beziehungsweise /,” und /, 
beriihren; die Lange dieser Schleifen und der Winkel, unter dem sie von 


gy, sollen zwei Folgen von Schleifen, { 


. , , 1 ; 
P aus erscheinen, seien proportional zu q, - = Nun werden durch die 


Menge 7; in t, die Intervallmengen {d,}, und {46,}, bestimmt, die den 
Winkelmengen {g,} bzw. {z,} iihnlich sind. Man ordne jetzt jedem Para- 
meterintervall (0,), bzw. (3,), die Schleifen §° + §, baw. ©? zu. Hier- 


lx 2, 


mit ist die Konstruktion des verlangten Beispiels durchgefiihrt und seine 
Méglichkeit erwiesen. q. e. d. 


6. Hat man einen Strahlenpunkt P(t) mit zwei vorderen Halbtan- 
genten a, und a,, welche die entgegengesetzten Halbgeraden einer und 
derselben Geraden @ 
sind, und sind entweder 
a, oder a, oder beide 
die einzigen hinteren 
Halbtangenten von P(t), 
so ist @ die einzige 
Tangente von P(t), ohne daB P(?) eine einzige vordere bzw. hintere Halb- 
tangente besitzt (vgl. Fig. 2)*). Also ist damit gezeigt: 

Ist P ein unendlichvielfacher Punkt, so kann in der Stelle P(t) eine 
einzige Tangente existieren, ohne dab P(t) vorn und hinten differenzierbar 
zu sein braucht. 


Eine solche Tangente heiBe eine auferordentliche Tangente. Nach 
der Definition S. 482 rechnen wir eine solche Stelle nicht zu den vollstindig 
differenzierbaren. 

Eine Kurve, die an jeder Stelle eine einzige Tangente besitzt, soll 
tangierbar genannt werden. Wenn diese Tangenten eine stetige Gesamt- 
heit bilden, soll die Kurve stetig tangierbar heiBen**); (eine stetig tangier- 
bare Kurve braucht, wie Fig. 2 zeigt, noch nicht tiberall stetig differenzier- 
bar zu sein). 





*) Diese Figur zeigt, daB ein solcher Strahlenpunkt P(t) mit einziger Tangente 
sogar bei einer Kurve vorhanden sein kann, die sonst tiberall stetig differenzierbar ist. 

*) Es ist fiir das Spiitere zu bemerken, daB bei einer stetig tangierbaren Kurve 
jeder Punkt mit auBerordentlicher Tangente Hiufungspunkt von Spitzen ist. 
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7. Hat man zwei von verschiedenen Seiten gegen ¢ konvergierende 
Parameterfolgen 
<<< <Stc--- <b <t’<t’ 


und sind die zu ¢, und ¢/ gehérenden Kurvenpunkte P; und P; von- 


einander verschieden, so heiBe jede Grenzgerade der Sekanten { P, P;’} nach 
J. Hjelmslev*) eine Grenzsekante von P(t).**) 

Jede Tangente von P(t) ist, wie leicht ersichtlich, zugleich eine 
Grenzsekante. Die Grenzsekanten, die nicht (eigentliche) Tangenten sind, 
kann man im AnschluB an C. Juel***) uneigentliche Tangenten nennen. 


8. Die Menge der Kurvenstellen, von denen eine Grenzsekante durch 
den festen Punkt A hindurchgeht, heiBe die Klasse+) von A in bezug 
auf die Kurve. Ist jeder Punkt A der Kurvenebene von endlicher bzw. 
beschrinkter Klasse, so heiBe die Kurve selbst von endlicher bzw. be- 
schrinkter Klasse}). Ist in ietzterem Fall k die Maximalzahl der Klassen 
aller Punkte in bezug auf die Kurve, so heiBe k die Klasse der Kurve. 
Gibt es Punkte A, deren Klasse in bezug auf die Kurve unendlich oder 
genauer von der Michtigkeit m ist, und existiert kein Punkt, dessen Klasse 
von héherer Miachtigkeit als m ist, so heiBt die Kurve selbst von unend- 
licher Klasse bzw. von Klasse der Michtigkeit m. 

Analog ist Ordnung zu definieren. Die Menge von Kurvenstellen, die 
auf einer festen Geraden a liegen, heiBe die Ordnung von a in bezug 
auf die Kurve. Genau, wie soeben bei der Klasse, ist dann endliche, be- 
schrinkte, unendliche Ordnung der Kurve und Ordnung / bzw. Ordnung 
der Miachtigkeit m der Kurve zu definieren. 

Hierbei soll jedoch jede der Kurve angehérende, in einem Zug durch- 
laufene Strecke einschlieBlich der Endpunkte als ein einziger (,,verldangerter“++)) 
Punkt zihlen.+++) 


*) J. Hjelmslev, Overs. ov. Kgl. Danske Vidensk. Selsk. Forhandl. 1911, Nr. 5, 
8. 486. 

**) P. du Bois-Reymond und A. Harnack bezeichnen bei reellen Funktionen als 
»mittleren Differentialquotienten“, was hier Richtung d. Grenzsekante genannt wird, 
vgl. Math. Ann. 16, 8S. 220 bzw. 23, 8. 255. 

***) ©. Juel, Kgl. Danske Vidensk. Selsk. Skrift, (6) X, Nr. 1 (1899), 8. 9,39 u. 77. 

+) Man kann einen anderen Klassenbegriff bilden, wenn man die uneigentlichen 
Tangenten nicht mitzihlt. Fir diesen Fall kann man etwa den Namen Klasse im 
engeren Sinn gebrauchen. Im Gegensatz hierzu wire der im Text definierte Begriff 
ale Klasse im weiteren Sinn zu bezeichnen. Im folgenden (insbes. in § 4) wird nur 
die Klasse im weiteren Sinn betrachtet und stets kurzweg Klasse genannt. 

+t) So bei J. Hjelmslev, a. a. O., S. 469—470 genannt. 

+++) Solche Strecken kénnen in héchstens abzihlbarer Menge in der Kurve vor- 
handen sein. 











488 A. RosentTsat. 


9. Existiert ein Winkel » <2 der alle vorderen Halbtangenten und 
die Verlingerungen aller hinteren Halbtangenten von P(t) einschlieBt, so 
sei der kleinste dieser Winkel m mit 6, (0<6,< 2) bezeichnet; der 
Scheitelwinkel 6, von 6, stellt dann gleichzeitig den kleinsten Winkel 
dar, der alle hinteren Halbtangenten und die Verlangerungen aller vorderen 
Halbtangenten von P(t) einschlieBt. 6 sei der vollstiindige Winkel, der 
sich aus 6, und 6, zusammensetzt. Nach Angabe von J. Hjelmslev*) (die 
sich auf Jordansche Kurven bezieht, aber leicht allgemein bewiesen werden 
kann) liegen dann alle Grenzsekanten von P(t) innerhalb 6 und erfiillen 
6 ganzlich. o mége deshalb der Grenzsekantenwinkel von P(t) heiBen. 
Existiert kein Winkel m < 2, also auch nicht 6 <2, so ist jede Gerade 
durch P(t) Grenzsekante und wir sagen, der Grenzsekantenwinkel sei =z. 
Es ist dann und nur dann 6 = 0, wenn P(t) eine gewdhnliche differenzier- 
bare Stelle ist (also vollstiindig differenzierbar, ohne Spitze zu sein). Der 
kleinste Winkel £, bzw. €, in den sich die vorderen bzw. hinteren Halb- 
tangenten einschlieBen lassen, heiBe das vordere baw. hintere Schwingungs- 
intervall (der Halbtangenten) von P(t). £, und € sind immer <o. 


10. Die Wendepunkte und Wendetangenten kann man geometrisch in 
zwei verschiedenen Weisen definieren, indem man einmal die Eigenschaft 
als trennende Tangente, das andere Mal die Higenschaft als stationire 
Tangente hervorhebt. In allgemeiner Weise scharf gefaBt, lauten diese 
Definitionen: 

Definition a)**). Einen Kurvenpunkt W(t) nenne man einen Wende- 
punkt, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind: 

1) Es existiere in W(t) eine den vorderen und hinteren Kurvenzug 
trennende Gerade w (die ,,.Wendetangente“), derart, daB ein endliches, an 
W(t) anschlieBendes Stiick des vorderen Kurvenzuges ganz in der einen 
von w bestimmten Halbebene [ev. einschlieBlich w selbst], ein ebensolches 
Stiick des hinteren Kurvenzuges ganz in der anderen von w bestimmten 
Halbebene [ev. einschlieBlich w selbst] gelegen ist. 

Tritt, wie klein man auch das Kurvenstiick wihlt, eine der in | | 
gesetzten Eventualititen ein, so sagen wir, der Wendepunkt sei ausgeartet. 

2) w muB Tangente im Wendepunkt sein und zwar soll eine Halb- 
gerade von wvordere Halbtangente, die andere Halbgerade von w hintere 


Halbtangente in W(t) sein. (Man bezeichne sie mit vordere bzw. hintere 
Wendehalbtangente. ) 


*) a. a. O., S. 486. 


**) Diese Definition ist hier nur fiir einen im Endlichen gelegenen Kurvenpunkt 


gegeben; fiir einen unendlichfernen Punkt wende man zuerst eine Umprojektion ins 
Endliche an. 
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3) Die vordere Wendehalbtangente soll nicht zugleich hintere Halb- 
tangente und die hintere Wendehalbtangente soll nicht zugleich vordere 
Halbtangente von W(t) sein. 

Im Falle der ausgearteten Wendepunkte hat man noch folgende weitere 
Bedingung hinzuzufiigen: 


4*) Auf beiden Seiten und in jeder noch so kleinen Umgebung von 
t soll es Parameter geben, denen nicht auf w gelegene Kurvenpunkte ent- 
sprechen. 

Man iiberzeugt sich leicht durch geeignete Beispiele, daB die vor- 
stehenden Bedingungen voneinander unabhingig sind. 

Definition b).*) Ein gewéhnlicher Punkt W(¢) heiBt hier ein Wende- 
punkt, wenn sich eine Tangente w von W(¢) (die ,,Wendetangente“) und 
ein ¢ umschlieBendes endliches Parameterintervall t = (¢,---¢---¢,) an- 
geben liBt, derart, daB die Wendetangente w fiir alle zu tr gehérenden 
Tangentenrichtungen ein (eigentliches oder uneigentliches) Extremum dar- 
stellt. 

Die Definition b), die den extremalen Charakter der Wendetangente 
betont, hat der Natur der Sache nach nur fiir stetig tangierbare Stellen 
eine Berechtigung. 

Einen Wendepunkt nach Definition a) bzw. b) nennen wir Wende- 
punkt der Gattung a) baw. b). 


11. Die beiden Definitionen a) und b) decken sich selbst bei iiberall 
stetig differenzierbaren Kurven nicht, sondern es existieren Wendepunkte der 
Gattung a), die nicht der Gattung b) angehiren, und wmgekehrt. 

Durch Angabe der folgenden beiden Beispiele wird dies erwiesen. 

Kin Beispiel einer iiberall n-fach stetig differenzierbaren Kurve, die 
einen Wendepunkt der Gattung a) besitzt, der nicht der Gattung b) angehért, 


erhalt man, wenn man die Nr. 27 angegebene Kurve y -/ g(t) dt so um- 
projiziert, daB der unendlich ferne Punkt der ¢-Achse ins Endliche trans- 
formiert wird. 

Das Gleiche wie in diesem Beispiel gilt von jedem Wendepunkt W(#) 
der Gattung a), dessen Wendetangente w einen von W(t) verschiedenen 
Punkt enthalt, von dem aus beiderseits gegen w sich hiiufende Nachbar- 
tangenten ausgehen. 


*) Auch diese Definition b) bezieht sich nur auf im Endlichen gelegene Kurven- 
punkte; wir wollen sagen, ein im Unendlichen gelegener Kurvenpunkt W,,(¢) sei ein 
Wendepunkt nach Definition b), wenn sich W,,(¢) durch eine projektive Transformation 
in einen Punkt W(t) verwandeln la8t, welcher der Definition b) geniigt. (Vgl. auch 
Nr. 11 u. 14.) 
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Zugleich geht aus jenem Beispiel hervor, daB auch bei n-fach stetig 
differenzierbaren Kurven Wendepunkte der Gattung b) projektiven*) Trans- 
formationen gegeniiber nicht notwendig invariant sind. Dagegen ist der 
Begriff des Wendepunkts der Gattung a) projektiven Transformationen 
gegentiber stets invariant. 

Beispiele von ftiberall stetig differenzierbaren Kurven, die einen 
Wendepunkt der Gattung b) besitzen, der nicht der Gattung a) angehért, 
stellen die Fig. 3 und 4 dar.**) 


12. In diesen letzten Beispielen ist der Wendepunkt W ein Hiufungs- 
punkt von Spitzen. Man sieht in der Tat: 

Ist ein Wendepunkt W(t) der Gattung b) nicht Hiéiufungspunkt von 
Ecken oder Spitzen, so gehirt er gleichzeitig der Gattung a) an. 

Beweis: Man braucht (wegen der FuSnoten zu Nr. 10) den Beweis 
nur fiir im Endlichen gelegene Punkte W(t) zu fiihren. Wir kénnen also 
einen endlichen Bereich 3 
um W herum abgrenzen 
und das Kurvenstiick ©, 
SAA betrachten, das W(t) 
“SY enthalt und ganz inner- 

\ halb 3 liegt. Wir wahlen 





Fig. 3. . 
nun auf w zwei aubBer- 


halb J gelegene Punkte Q, und Q,, die durch 3 getrennt werden. Wire 
W Haufungspunkt von Schnittpunkten P,(t,) von 3 mit w (die ev. 
auch mit W zusammenfallen kénnten), so gingen von Q, und Q, aus 
an jedes Stiick (P,(t) --- P,,,(t,,;)) Stiitzgerade g, und g,, die eigent- 








i+1 
W —_ : w 
“pp 
Fig. 4. ¢ 


liche Tangenten wiren, und diese wiirden, der Richtung nach, w um- 

*) Dagegen bleibt der Begriff der Wendepunkte der Gattung b) affinen Trans- 
formationen gegeniiber invariant. 

**) In meiner Hab.-Schr. 8. 13 ist ein weiteres Beispiel angegeben, bei dem auf 
dem vorderen und hinteren Kurvenzug von W, die Tangente (ohne Beriicksichtigung 
des Vorzeichens der Richtung) monoton variiert, und das durch geringfiigige Anderung 
in einen Wendepunkt iibergeht, der gleichzeitig Gattung a) und b) angebdrt. 
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geben, im Widerspruch mit der Definition b). Wiren beide Halb- 
geraden w, und w, von w gleichzeitig vordere (bzw. hintere) Halb- 
tangenten von W(t), so gibe es Halbtangenten von W(t), die in der 
gleichen Halbebene von w liegend, w, und w, benachbart wiren, also 
Tangenten, die w einschléssen. Darnach wiiren noch zwei Méglichkeiten 
vorhanden, die durch die Worte ,Schnabelspitzen“ und ,,Wendepunkte“ 
gekennzeichnet sind. Da aber in die Definition b) mit aufgenommen ist, 
daB W(#) ein gewdhnlicher Punkt sein soll, so sind alle Bedingungen der 
Definition a) erfiillt. q.e.d. 

Wendepunkte, die gleichzeitig der Gattung a) und b) angehdren, 
wollen wir als reguldre Wendepunkte bezeichnen. 


13. In einem tangierbaren Wendepunkt W(?), sowohl der Gattung a) 
wie b), ist natiirlich nur eine einzige Wendetangente vorhanden, da ja in 
W(t) hier iiberhaupt nur eine einzige Tangente existiert. 

Dagegen: 

In einem nicht tangierbaren Wendepunkt W(t) der Gattung a) kinnen 
entweder eine oder swei verschiedene Wendetangenten vorhanden sein. 


Beweis: Die Méglichkeit, daB ein nicht tangierbarer (auch nicht 
ausgearteter) Wendepunkt der Gattung a) zwei verschiedene Wendetan- 
genten (w, und w,) besitzen kann, ergibt sich etwa aus folgendem 
Beispiel: 

y = sin x - sin — fir «=—2 bis r= + 2; 


dabei ist « = 0 der Wendepunkt und w, und w, sind durch y = + « dar- 
gestellt. 

Nach Bedingung 1) unserer Definition a) miissen die in W(t) vor- 
handenen Wendetangenten w, so gelegen sein, daB die Kurve in W(#) in 
bezug auf alle w, von der einen Halbebene in die andere tritt. Daraus 
ergibt sich sofort, daB es hichstens zwei verschiedene Wendetangenten in 
W(t) geben kann. q. e. d. 

Aus Bedingung 2) folgt weiter, daB falls zwei verschiedene Wende- 
tangenten w, und w, von W/(#) existieren, der von w, und w, gebildete 
Winkel mit dem Grenzsekantenwinkel 6 identisch ist. Damit also tiber- 
haupt zwei Wendetangenten in W(t) méglich sind, muB das vordere 
Schwingungsintervall der Halbtangenten = dem hinteren Schwingungs- 
intervall = 6 sein. 


14. Wir haben zuniichst den 
Hilfssatz: Liegen auf einer Geraden a zwei Punkte P und Q, von 
denen aus eine Tangente an ein stetig tangierbares Kurvenstiick © geht, 
83° 
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so gehen auch von allen Punkten des einen der beiden durch P und Q 
auf a bestimmten Abschnitte Tangenten an ©. 

Es kann niamlich nicht auf den beiden durch P und Q auf a be 
stimmten Abschnitten a”) und a® Strecken geben, durch deren Punkte 
keine Tangenten an © gehen, da sonst die Tangentenrichtungen in Punkten 
von © Spriinge haben miiBten. Darnach muB also auf a” oder a® eine 
zusammenhingende Menge von Punkten liegen, die Tangenten an © senden, 
und diese Menge muB, wie leicht ersichtlich, auch abgeschlossen sein. 

Nun kann man zeigen: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, da auf einer stetig 
tangierbaren Kurve ein Wendepunkt W(t) der Gattung b), der nicht Haufungs- 
punkt von Spitzen (also reguldr) ist*), jeder projektiven Transformation 
gegeniiber invariant bleibt, ist, dap kein von W verschiedener Punkt Q exi- 
stiert (der notwendig auf w gelegen wire), von dem aus an jedes noch so 
kleine W(t) enthaltende Kurvenstiick ©, wnendlich viele Tangenten laufen. 

Beweis: Nimmt man in hinreichender Nahe von W einen Punkt R 
auf ©,, so bildet die Gerade r = (RW) einen beliebig kleinen Winkel » 


mit w und man kann R immer so wiihlen, dab der Bogen RW ganz 
in 9 liegt. Dann gibt es mindestens eine zu 7 parallele Tangente 7, 


von RW, deren Beriihrungspunkt R, Maximum von RW in bezug auf 


die Richtung von r ist. Jetzt kann man dasselbe fiir den Bogen RW 
machen. Man erhiilt so eine Reihe aufeinanderfolgender gegen W(t) kon- 
vergierender Bogenstiicke 8,, die alle je mindestens eine Tangente 7, be- 
sitzen, sodaB der Schnittpunkt S; von w mit 7, bei wachsendem / immer 
niher an W heranriickt. Existiert nun ein auf w gelegener und von W 
verschiedener Punkt Q, von dem aus unendlich viele Tangenten an ©, 
gehen, so gehen nach dem vorstehenden Hilfssatz von allen Punkten eines 
der beiden von W und Q auf w bestimmten Abschnitte unendlich viele 
Tangenten an ©,; sei dieser Abschnitt von w mit w bezeichnet. Zieht 
man jetzt irgend eine w” in einem Punkte U treffende Gerade u und 
macht man u durch Umprojektion zur unendlichfernen Geraden, so wird 
bei dieser Transformation der W(t) entsprechende Punkt W’(é) nicht mehr 
ein Wendepunkt der Gattung b) sein. Also ist unsere Bedingung notwendig. 

Die Bedingung ist aber auch hinreichend. Wenn namlich aus W(t) 
durch projektive Transformation ein Punkt W(t) wird, der nicht mehr 
Wendepunkt der Gattung b) ist, so gibt es in jeder beliebigen Nihe von 
W(t) Tangentenrichtungen, welche die Richtung von w’ einschlieBen; daher 








*) Diese Voraussetzung kann nicht entbehrt werden; fiir Hiiufungspunkte von 
Spitzen gilt der Beweis und der Satz nicht mebr. 
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gibt es in jeder beliebigen Niihe von W(t) Stellen P;, deren Tangenten 
die Richtung von w’ besitzen. Deshalb muB, auch wenn die Stellen P/ 
auf w’ selbst liegen, der unendlichferne Punkt Y. der Geraden w’ unend- 
lichviele Tangenten an jedes noch so kleine W’(t) enthaltende Kurven- 
stiick senden. Es mu also auch vor der Projektion ein derartiger von 
W verschiedener Punkt (Y auf w vorhanden gewesen sein, was der vor- 
ausgesetzten Bedingung widerspricht. qq. e. d. 

Bei Erfiillung der gleichen Bedingung ist auf einer stetig tangierbaren 
Kurve ein Wendepunkt der Gattung a), der nicht Haufungspunkt von Spitzen 
ist, zugleich regulér. 

Beweis: Wiirde der Wendepunkt W(t) der Gattung a), dagegen 
nicht der Gattung b) angehéren, so giibe es auf jedem noch so kleinen 
W(t) enthaltenden Kurvenstiick ©, Tangentenrichtungen, welche die Rich- 
tung von w einschlieBen. Daraus folgt, genau wie vorhin, daB der un- 
endlichferne Punkt Q. von w unendlichviele Tangenten an ©, senden 
wiirde, im Widerspruch mit unserer Bedingung. 4. e. d. 

Die in den beiden vorstehenden Siitzen verwendete Bedingung ist, 
auf jeden Kurvenpunkt erstreckt, wie im § 5 gezeigt wird, (neben der 
Forderung, daB die Kurve keine Strecke enthalten soll) zugleich der wesent- 
lichste Bestandteil der Bedingung der Dualisierbarkeit einer Kurve. Im 
Fall der Dualisierbarkeit ist also jeder Wendepunkt, der nicht Haufungs- 
punkt von Spitzen ist, regulir und gegeniiber projektiver Transformation 
invariant und auBerdem ist hier die Wendepunktdefinition der Gattung b) 
dual zur Definition der Spitze. 

Letzteres folgl daraus, daB mit der oben gegebenen Spitzendefinition 
die folgende identisch ist: Ein Kurvenpunkt S, mit der Tangente s, heiBt 
Spitze, wenn die Nachbarpunkte von S, durch jede von s, verschiedene 
durch S gehende Gerade g nicht getrennt werden. Das Duale hierzu ist 
aber, wenn man noch hinzunimmt, dab W, keine Spitze (Schnabelspitze 
u. dergl.) sein soll, im Falle der Dualisierbarkeit mit obiger Definition b) 
dem Inhalt nach identisch. 


§ 2. 
Die in einem Punkt vereinigten Singularititen. 

15. Aus dem in der Einleitung Gesagten folgt, daB die Menge der 
einem Punkt P zugehérigen Parameter endlich oder abgeschlossen und 
nirgends dicht ist. 

Alle drei hierin enthaltene Méglichkeiten der Parametermengen (end- 
liche, abziihlbare Menge oder Menge von der Michtigkeit des Kontinuums) 
kénnen wirklich vorkommen, wenn die in P vereinigten Kurvenpunkte P(t) 
auch nicht-differenzierbar sein diirfen. Diese drei Méglichkeiten kénnen 
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auch noch eintreten, wenn alle P(t) entweder (vorn und hinten bzw. voll- 
stindig) differenzierbar oder sogar alle stetig differenzierbar sein sollen, 
vorausgesetzt daB eine geniigende Menge der P(¢) Spitzen oder Ecken sind. 
Dies geht aus den weiter unten (Nr. 17) gegebenen Beispielen hervor, bei 
denen in P, dessen Vielfachheitsgrad abzihlbar bzw. von Michtigkeit des 
Kontinuums ist, Spitzen oder Ecken in abzihlbarer Menge bzw. in einer 
Menge von der Michtigkeit des Kontinuums vorhanden sind. Man kann 
aber ferner beweisen: 

Sind alle in P vereinigten Kurvenpunkte P(t) vorn und hinten diffe- 
renzierbar und sind nur abzihlbar viele bzw. nur endlichviele von ihnen 
Spitzen oder Ecken, so ist P nur cin abzéhlbar- bzw. endlichvielfacher Punkt. 

Also: 

Eine iiberall vorn und hinten differenzierbare Kurve mit nur abzdahlbar 
vielen bzw. mit nur endlichvielen Spitzen oder Ecken ist von hichstens ab- 
siihibarem bzw. von endlichem Vielfachheitsgrad*) 

Dies folgt unmittelbar aus dem nachstehenden Satz: 

Entsprechen der Parameterfolge {¢;} in P vereint liegende ,,gewdhn- 
liche“ (differenzierbare oder nichtdifferenzierbare) Kurvenpunkte, so ent- 
spricht dem Hiiufungsparameter t,, ein in P liegender ,,gewdhnlicher* nicht- 
differenzierbarer Punkt. 

Beweis: Wire P(t.) eine Ecke oder Spitze, so miiBte ein Winkel 
#, <2 existieren, derart daB siimtliche vorderen und hinteren Halb- 
tangenten von P(t,) in diesem Winkel enthalten sind. Nun wihle man 
einen so kleinen Winkel «, daB auch (#,+¢)< 2 ist. Dann miiBte eine 
gewisse endliche Umgebung rt von ¢,, existieren, sodaB alle den Werten 
von t entsprechenden Kurvenpunkte im Winkel (#,,+ «) liegen. Es miiBten 
also auch, von einem gewissen i ab, fiir alle P(t,) die zugehérigen vorderen 
und hinteren Halbtangenten im Winkel (#,,+ 2) liegen, was im Widerspruch 
damit steht, daB alle P(t,) ,gewdhnliche* Punkte sein sollen. Es ist also 
P(t,,) ein ,gew6hnlicher* Punkt. Greift man nun noch aus {?,;} eine Teil- 
folge {¢;} heraus, sodaB entweder alle ¢;< ¢,, oder alle ¢;> ¢, sind, so er- 
gibt sich in gleicher Weise, dab das Schwingungsintervall der vorderen 
oder der hinteren Halbtangenten von P(t) >, also P(t,) nicht diffe- 
renzierbar ist. q. e. d. 

Hieraus folgt noch: 

Die Parameter der in einem Punkt P vereint liegenden gewihnlichen 
Punkte sowie der gewihnlichen nicht-differenzierbaren Punkte bilden eine 
abgeschlossene Menge. 


*) Man kann noch zeigen, daB der Vielfachheitsgrad einer stetig differenzier- 
baren Kurve mit nur endlich vielen Spitzen sogar immer beschrinkt ist. Es ergibt 
sich dies aus dem Hilfssatz von Nr. 41. 
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Die Parameter der in P liegenden gewihnlichen Punkte, deren Grenz- 
sekantenwinkel <x ist, bilden eine isolierte Menge. 

Die Parameter der in P liegenden gewdhnlichen differenzierbaren Punkte 
bilden eine isolierte Menge und sogar nur eine endliche Menge, wenn alle 
in P liegenden Kurvenpunkte vorn und hinten differenzierbar sind. 


16. Zu den gewéhnlichen Punkten gehdren insbesondere auch die 
Wendepunkte und zwar ist fiir diese, wenn sie zur Gattung a) gehéren, 
sicher der Grenzsekantenwinkel <2. Also haben wir: 

Die Parameter der in einem Punkt P vereint liegenden Wendepunkte 
der Gattung a) bilden eine isolierte Menge. 

Dieser Satz gilt nicht mehr fiir Wendepunkte der Gattung b); sondern 
die in einem Punkte P vereinigten Wendepunkte der Gattung b) kénnen 
(wenn sie nicht alle differenzierbar, sondern etwa nur tangierbar sind) 
auch eine abgeschlossene, ja sogar eine perfekte Menge bilden, wie man 
aus folgendem Beispiel sieht: 

Man nehme eine Gerade @, die durch den Punkt P in zwei Halb- 
gerade a, und a, zerlegt wird. Dann bilde man zwei Folgen von tiberall 
stetig differenzierbaren, zweispitzigen Schleifen, {©,}, und {©,},, die alle 
von P ausgehen und nach P zuriickkehren; derart, daB alle (©,), in ihren 
beiden Endpunkten a, und alle (©,), in ihren beiden Endpunkten a, als 
einzige Halbtangenten besitzen. Die beiden Folgen {©,}, und {6,}, sollen 
auf den beiden entgegengesetzten Seiten von @ liegen. Die Richtung von 
a soll ein eigentliches Extremum der Tangentenrichtungen jeder Schleife 
darstellen. Ferner soll die Linge von (©,),, der Winkel, unter dem (©,), 
von P aus gesehen wird, sowie die Variation der Tangentenrichtungen 
auf (©,), proportional zu : sein. Nun nehme man wieder, wie in dem 
Beispiel 8. 485/486, eine perfekte nirgends dichte Parametermenge 7, welche 
die Parameterintervalle {7;} bestimmt. Man ordne hierauf jedem Werte von 
T den Punkt P zu und jedem Intervall r, die Doppelschleifen (S,), + (S,)s. 
So erhalt man die gewiinschte Kurve, die tiberall stetig tangierbar ist und 
alle in P vereinigten Kurvenstellen zu Wendepunkten der Gattung b) hat. 

Dagegen bilden nach Nr. 15 die in einem Punkte P vereinigten diffe- 
renzierbaren Wendepunkte der Gattung b) immer eine isolierte Menge. 

Und allgemein gilt noch fiir Gattung a) und b): 

Bei einer vorn und hinten differenzierbaren Kurve kénnen nur endlich 
viele Wendepunkte in einem Punkt P vereint liegen. 


17. Wir gehen nunmehr zu den Ecken und Spitzen iiber und haben 
zuniichst, wie oben angedeutet, durch Beispiele die Existenz von unendlich 
vielfachen Ecken bzw. Spitzen bei (vorn und hinten bzw. vollstandig und 
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stetig) differenzierbaren Kurven nachzuweisen. Ein solches Beispiel einer 
tiberall vollstiindig differenzierbaren Kurve, bei welcher die in einem 
Punkt P vereint liegenden Spitzen eine abzihlbare Menge oder sogar eine 
Menge von der Michtigkeit des Kontinuums bilden, ergibt sich, wenn 
man in dem 8. 485/486 konstruierten Beispiel die einem Parameterintervall 1, 
entsprechende Teilfigur betrachtet. Diese Kurve wird sogar iiberall stetig 
differenzierbar, wenn man die in Fig. 1 verwendeten Schleifen mit nur je 
einer Spitze durch die in Fig. 2 gebrauchten zweispitzigen Schleifen er- 
setzt. Ein ahnliches Beispiel einer iiberall stetig differenzierbaren Kurve 
mit einer perfekten in P vereinigten Menge von Spitzen ist in Fig. 5 
angedeutet; hierbei kann man sich die Parameter auf dem die Figur ein 
schlieBenden Kreis aufgetragen denken und die perfekte Parametermenge T 
in bekannter Weise durch fortgesetzte Dreiteilung erhalten. 
Durch geringe Abianderungen der Konstruktionen erhalt man unend- 
lich vielfache Ecken und zwar abzihlbar vielfache Ecken bei vorn und 
7 hinten differenzierbaren Kurven. 
Fig. 5 kann man beispielsweise so 
verindern: Jedem Intervall rt, der 
durch die perfekte Parametermenge 
T ausgeschlossenen Intervallmenge 
{z,} lasse man nicht mehr eine 
Schleife S, entsprechen, welche die 
Schenkel des r, aus P projizieren- 
den Sektors 6, beriihrt, sondern eine 
iilimliche Schleife ©,, welche die 
Schenkel eines anderen Sektors 6, 
beriihrt. LaBt man dabei 6; da- 
durch entstehen, dab man 6, nach 


YS beiden Seiten hin um etwa je 6, 
Pig. 5. 





' 
' 
' 
' 
‘ 
' 


vergroBert, so erhalt man eine 
iiberall vorn und hinten differenzierbare Kurve mit einer (in sich dichten) 
abzihlbaren Eckenmenge; jedem Endpunkte von 1, entspricht niimlich eine 
Ecke der GréfBe ~ 6; allen iibrigen Punkten von 7’ dagegen entspricht 
wieder eine Spitze, deren Menge also wiederum von der Miichtigkeit des 
Kontinuums ist. Lat man jedoch 6; etwa dadurch entstehen, dab man 
6, nach beiden Seiten hin um den konstanten Winkel @ vergréBert, so 
erhalt man in P eine perfekte Menge von nicht mehr vorn oder hinten 
differenzierbaren Ecken der GréBe #,>2 (ohne Spitzen in P). 


18. Wir haben zuniichst den 
Hilfssatz: Eine Ecke P(¢,) der GréBe # kann nicht Haufungsstelle 


ao) 





— ft ee oF 
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von ebenfalls in P liegenden Ecken { P(t,)} der GréBe #; > @, sein, wo- 
bei #, ein fester Winkel > @ ist. 


Beweis: Nimmt man eine beliebig kleine Winkelgréfe ¢, so kann 
man immer eine endliche Umgebung + von ¢,, finden, derart, daB das zu 
t gehérige Kurvenstiick ganz im Winkel (@+2¢) liegt. Man wiahle nun 
é so klein, daB (@ +22) < @, ist. Dann kann also P(t,) nicht Haufungs- 
punkt von Ecken { P(¢,)} sein, die ebenfalls in P liegen und deren Winkel 
$,> 4, ist. q.e.d. 

Speziell sagt dies aus: 

Kine Spitze in P kann nur Hiiufungspunkt von ebenfalls in P liegenden 
Ecken { P(¢,)} sein, wenn deren Winkel #, mit wachsendem i unter jede 
beliebig kleine Winkelgréfe herabsinkt. 


19. Nunmehr ergibt sich der 


Satz: Die Parameter t,, welche allen in einem Punkte P vereint 
liegenden Spitzen entsprechen, bilden eine innere Grenzemenge.*) 


Beweis: Um jeden Parameter ¢, unserer Spitzen legen wir eine Folge 
von Parameterintervallen {0}, derart dab 

1) in 6 kein Parameter sich befindet, der einem in P liegenden ,,ge- 
wohnlichen* Kurvenpunkt entspricht. (Dies kann man immer tun, da 
nach Nr. 15 ¢, nicht Hiaufungsstelle von Parametern von ,gewdhnlichen“ 
in P liegenden Kurvenpunkten sein kann.) 

2) in 6 kein Parameter sich befindet, der einer in P gelegenen Ecke 
entspricht, deren Winkel # > 6, ist; dabei sei #, der dem Werte i ent- 
sprechende Winkel aus der gegen Null abnehmenden Reihe von Winkeln: 


*) Kann man jeden Punkt P der linearen Punktmenge F so mit einer Intervall- 
folge {a7} umgeben, daB kein zu E nicht gehérender Punkt existiert, der fiir jedes ¢ 
innerer Punkt mindestens eines der FE zugeordneten Intervalle ist, so wird (nach 
W. H. Young) EF eine innere Grenzmenge genannt. 

Uber den Begriff und die Eigenschaften der inneren Grenzmengen siehe: 
W. H. Young, Leipz. Ber. 55 (1903), 8. 287 und Proc. Lond. Math. Soc. (2) 1 (1904), 
8.262; W.H. u. G. C. Young, The theory of sets of points, Cambridge 1906, S. 63/75; 
ferner E. W. Hobson, The theory of functions of a real variable, Cambridge 1907, 
8. 127/185. Insbesondere sei an die Haupteigenschaft erinnert, da8 nimlich die inneran 
Grenzmengen entweder endlich oder abzdhlbar oder von Miéichtigkeit des Kontinuums 
sind; letzteres nur, wenn die Menge einen in sich dichten Bestandteil enthilt. 

W. H. u. G. C. Young, 1. c., bezeichnen, was in den friiheren Abhandlungen und 
bei E. W. Hobson ,,inner limiting set genannt ist, mit ,,ordinary inner limiting set‘; 
hier wird immer einfach ,,innere Grenzmenge“ gesagt. 

A. Schoenflies hat die inneren Grenzmengen und ihre Komplementiirmengen 
Borelsche Mengen genannt; vgl. Bericht tiber Mengenlehre, Jahresber. d. Dtsch. Math.- 
Ver. 8 (1899), S. 110 und Ergiinzungsband II (1908), 8. 80/83. 
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8, >3,>3,>--->8,>--->0. 
(Auch dies ist, nach dem vorhergehenden Hilfssatz, immer méglich.) 
3) d¢+» liege ganz innerhalb 6” (fiir jedes festgehaltene «). 
4) lim 6 = 0. 


Auf diese Weise wird eine Intervallmenge erhalten, welche eine innere 
Grenzmenge 7’ definiert, wobei nur noch zu zeigen ist, daB 7’ ausschlieb- 
lich aus den Parametern ¢, besteht, die den in P liegenden Spitzen ent- 
sprechen: Angenommen zu 7’ wiirde ein anderer Parameterwert ¢, gehéren, 
der nicht einer in P gelegenen Spitze entspricht. Dann gibe es eine Inter- 
vallfolge {a}; so dab ¢, innerhalb jedes Intervalls 3 liegt und lim 8” =0 


ist. ¢, ist dabei Hiufungspunkt von Parametern ¢, und deshalb liegt der 
t, entsprechende Kurvenpunkt in P. Wegen 1) kann P(¢,) kein ,,gewdhn- 
licher* Punkt sein. Wire P(t,) eine Ecke von der GréBe #,, so kénnte 
man i so groB wiihlen, dab @,; < %, ist; dann wiirde aber (fiir dieses und 


alle gréBeren 7) nach 2) 6” den Parameter t, entgegen der Annahme nicht 


umfassen. Also mu 7’ ausschlieBlich aus Parametern bestehen, denen 
Spitzen in P entsprechen. q.e. d. 

Genau die gleichen Schliisse, die im vorstehenden fiir Spitzen allein 
gemacht wurden, lassen sich auch fiir die Gesamtheit der in P vereint- 
liegenden Spitzen und Ecken anstellen, deren Winkel # < @, ist, wobei 
#, einen festen Winkel bezeichnet. Man erhilt so den: 


Satz: Die Parameter, welche der Gesamtheit der in einem Punkt P 
vereint liegenden Spitzen und Ecken entsprechen, deren Winkel # < @, 
ist, bilden eine innere Grenzmenge. 

Wahit man hierin = 2 (oder lit man im Beweisverfahren die 
Bedingung 2) fallen), so ergibt sich der: 

Satz: Die Parameter, welche der Gesamtheit der in einem Punkte P 
vereint liegenden Ecken und Spitzen entsprechen, bilden eine innere Grens- 
menge. 

Dagegen brauchen die Parameter, welche nur den in P vereint liegenden 
Ecken entsprechen, nicht notwendig eine innere Grenzmenge zu bilden. Kin 
Beispiel hierfiir stellt die Nr. 17 angegebene iiberall vorn und hinten diffe- 
renzierbare Kurve dar, bei welcher die Parameter der in P liegenden 
Ecken eine abzihlbare, in sich dichte Menge (also keine innere Grenz- 
menge) bilden. 


20. Wir miissen nun zuniichst zwei Hilfssdtze iiber lineare innere 
Grenzmengen beweisen. 
W. H. und G. C. Young haben gezeigt, daB die Summe von endlich 
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vielen inneren Grenzmengen*) und ferner daB die Differenz einer inneren 
Grenzmenge und einer abzihlbaren Menge**) selbst innere Grenzmengen sind. 

Wir haben dem noch hinzuzufiigen: 

Hilfssatz a): Die Differene von zwei inneren Grenzmengen besitet 
endliche, abzihlbare oder Kontinuums-Miichtigkeit und ist darstellbar als 
M(L;), wo alle EH; selbst innere Grenzmengen sind.***) 

Beweis: Es sei die innere Grenzmenge FE, ein Teil der inneren 
Grenzmenge F,. {{0,%}} sei die zu E,, { {d,}} die zu E. gehérige 
Intervallmenge. Die Gesamtheit derjenigen Intervalle von { {0,}}, die 
einem festen i= 4%, entsprechen, sei mit Af bezeichnet, und EF, , sei 
diejenige Teilmenge von FE, und von (E,—£,), die nicht innerhalb Aj 
gelegen ist. Dann liegt auch kein Punkt der Ableitung von £, , inner- 
halb AS) und deshalb enthiilt die Menge aller Intervalle von { {6,} }, 
die zu den Punkten von E,, gehéren, E,, als innere Grenzmenge. LiBt 
man nun 7, die Reihe aller ganzen positiven Werte durchlaufen, so er- 
hilt man lauter innere Grenzmengen E,, derart, daB L,, ein Teil von 
Ey ,,, ist, und es wird (E,— E,) = M(E, ,). Sind alle Mengen EF, , end- 
lich oder abzihlbar, so ist auch (Z,—£,) endlich oder abziihlbar. Be- 
sitzt eine der Mengen E, , die Miichtigkeit des Kontinuums, so muf dies 
auch fiir (Z,—E,) der Fall sein. q. e. d. 

Hilfssatz b): Der gemeinsame Teil von zwei inneren Grenzmengen ist 
wieder eine innere Grenzmenge.*) 

Aus den soeben angegebenen Siitzen von W.H. u. G. C. Young und 
diesem Hilfssatz a) folgt, daB jedes Aggregat von inneren Grenzmengen ent- 
weder enilich oder abzdhlbar oder von Méichtigkeit des Kontinuums ist.++) 


21. Wendet man den Hilfssatz a) auf die Siitze von Nr. 19 an, so 
ergibt sich: 


*) W. H. u. G. C. Young, The theory of sets of points, Cambridge 1906, 8. 72, 
Theorem 87a. ™) ibid., 8. 75, Cor. 

***) Hat man die Differenz zwischen einer abgeschlossenen Menge und einer 
inneren Grenzmenge, so sind diese FE; sogar alle abgeschlossen. 

W.H. u. G.C. Young nennen (a. a. O., 8. 70) eine Menge H = M(H), wenn alle 
E, abgeschlossen sind, eine ,,gewdhnliche dupere Grenzmenge. 

Zu bemerken ist noch, daB nach W.H. u. G. C. Young (a. a. O., 8. 74, Theorem 40) 
die Differenz zwischen einer gewdhnlichen fuBeren oder inneren Grenzmenge und 
einer abgeschlossenen Menge gleichzeitig eine gewdhnliche iiuBere und innere Grenz- 
menge darstellt. 

+) Der Beweis ist iiberaus einfach; vgl. meine Hab.-Schr. 8. 23. 

++) Mit Hilfe des Theorems 41 von W. H. u. G. C. Young (a. a. 0., 8. 74) folgt 
noch weiter: 

Jedes Aggregat von gewdhnlichen iiuBeren und inneren Grenzmengen besitzt 
endliche, abziihlbare oder Kontinuumsmiichtigkeit. 
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Die Menge der in einem Punkte P vereint liegenden Ecken ist ent- 
weder endlich oder abzihlbar oder von Méichtigkeit des Kontinwums. 

Ferner beweisen wir: 

Die Parameter der in einem Punkt P vereint liegenden vorn und 
hinten differenzierbaren Ecken der Gripe # > %, bilden eine isolierte Menge 
(fiir jede positive WinkelgréBe #,< x) und sogar nur eine endliche Menge, 
wenn alle in P liegenden Kurvenpunkte vorn und hinten differenzierbar sind. 

Hat man nimlich eine einfache Folge von solchen Ecken { P(¢,)}, 
wobei alle ¢,< ¢, (bzw. >#,) sind, so kann der Hiufungspunkt P(¢,) 
dieser Ecken nicht vorn (bzw. hinten) differenzierbar sein; denn zu einer 
vorderen (bzw. hinteren) Halbtangente /,, gehért als weitere vordere (bzw. 
hintere) Halbtangente von P(t) eine von /,, mindestens um den Winkel @, 
abstehende Halbgerade. 

Setzt man nun an Stelle von #, nacheinander die Elemente der gegen 
Null abnehmenden Folge 

a, >3,>9,>°--->0,>-°---, 
so erhilt man auf diese Weise abzihlbar viele isolierte Mengen von vorn 
and hinten differenzierbaren Ecken. Also haben wir den 

Satz: Die in einem Punkte P vereint liegenden vorn und hinten diffe- 
renzierbaren Ecken (ohne die Spitzen) bilden eine hichstens abzdhlbare Menge. 


22. Wir gehen nun zu der Gesamtheit der in einem Punkt P ver- 
eint liegenden differenzierbaren bzw. nichtdifferenzierbaren Stellen iiber. 

Satz: Die Parameter der in einem Punkte P liegenden vollstiindig diffe- 
renzierbaren Stellen bilden eine innere Grenzmenge. 

Beweis: Die Menge besteht aus den Parametern der in P liegenden 
ygewohnlichen* differenzierbaren Punkte und der in P liegenden Spitzen; 
sie ist daher die Summe einer isolierten Menge und einer inneren Grenz- 
menge, also selbst eine innere Grenzmenge. q. e. d. 

Daraus folgt wieder, dab die Menge der in P liegenden nicht voll- 
stiindig differenzierbaren Kurvenpunkte endlich, abzdhlbar oder von Méchtig- 
keit des Kontinuums ist.*) — Aber diese Menge braucht keine innere 
Grenzmenge zu -bilden, wie das zweite Beispiel von Nr. 17 zeigt. 

Satz: Die Parameter der in einem Punkt P liegenden vorn und hinten 
differenzierbaren Kurvenstellen bilden eine innere Grenzmenge. 

Man beweist dies ihnlich wie den ersten Satz von Nr. 19.**) 

Nach Hilfssatz a) von Nr. 20 folgt hieraus, daB die Menge der in P 
liegenden, nicht vorn und hinten differenzierbaren Kurvenpunkte endlich 

*) Und zwar ist sie (mach der Youngschen Ausdruckweise) eine gewdhnliche 


auBere Grenzmenge. 
**) Vgl. meine Hab.-Schrift 8. 24/25. 
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absihlbar oder von Maédchtigkeit des Kontinuums ist.*) — Diese Menge 
braucht aber keine innere Grenzmenge zu sein.**) 


23. Hat man eine Folge von Punktmengen E,, so versteht man unter 
der Grenzmenge FE, von {£,} nach P. Painlevé***) die Gesamtheit aller 
Punkte, gegen deren jeden sich Elemente von unendlichfielen EF, hiiufen. 
Man beweist dann ohne weiteres den 

Hilfssatz: Eine abgeschlossene Menge J’ von abgeschlossenen Punkt- 
mengen FE ist selbst eine abgeschlossene Punktmenge. 

Hieraus und aus dem ersten Satz von Nr. 5 folgt nun: 

Alle (vorderen bzew- lrinteren) Halbtangenten und ebenso alle (vorderen 
bzw. hinteren) Strahlen der in einem Punkte P vereinigten Kurvenstellen 
P(t,) bilden eine endliche oder abgeschlossene Menge. 


24. Die Menge der in P vereinigten Kurvenpunkte P(t;), welche eine 
gemeinsame Halbtangente a besitzen, ist endlich oder abgeschlossen. 

Beweis: Sei in P eine Folge von Kurvenpunkten { P(t;)} vorhanden, 
welche eine gemeinsame Halbtangente a besitzen, so existieren dazu Folgen 
von Kurvenpunkten R, derart, daB fiir jedes i 


ent aad 
lim (P,R®) =O und lim(P, Ri”) =a 
k=e k=oa 


ist. Setzt man jetzt k=i, so ergibt sich daraus, daB auch P(t,,) die 
Halbtangente a besitzt. q. e. d. 

Da beliebig viele abgeschlossene Mengen immer eine endliche oder 
abgeschlossene Menge gemeinsam haben, so gilt der vorstehende Satz auch 
fir die in P vereinigten Kurvenpunkte, welche irgendeine Menge A ge- 
meinsamer Halbtangenten besitzen. 


§ 3. 
Die Singularititenmengen auf der Kurve. 


25. Wir betrachten zunichst die Menge der auf einer Kurve ge- 
legenen Ecken und Spitzen. 

Die Aussagen iiber die Miichtigkeit dieser Mengen stiitzen sich 
wesentlich auf die folgenden beiden Siitze von A. Schoenflies+): 


*) Und zwar ist sie (nach der Youngschen Ausdrucksweise) eine gewéhnliche 
aiuBere Grenzmenge. 
**) Ein Gegenbeispiel ist in meiner Hab.-Schrift 8. 25 angegeben. 
“*) Vgl. L. Zoretti, J. de Math. (6) 1 (1905), S. 8. 
+) Schriften d. phys. kon. Ges. zu Kénigsberg, 41 (1900), S. [13], und Bericht 
tiber Mengenlehre I, Jahresb. d. deutsch. Math.-Ver. 8 (1899), 8. 157—159. 











502 A. Rosenrsat. 


(1.) Die eigentlichen Maxima und Minima einer (eindeutigen) stetigen, 
nirgends konstanten Funktion (beliebig vieler) reellen Variablen bilden 
eine endliche oder abzaihlbare Menge. 
und 

(II1.) Die Menge aller Werte, die eine (eindeutige) stetige reelle Funk- 
tion in ihren Extrempunkten annehmen kann, ist endlich oder abzahlbar. 

Der Ausspruch und Beweis dieser beiden Sitze sowie der eines an- 
deren von Schoenflies 1. c. aufgestellten (und mit II. bezeichneten) Satzes 
laBt sich unmittelbar von den eindeutigen Funktionen auf beliebige Para- 
meterkurven (fiir eine beliebige z-Abzissenrichtung) tibertragen, wenn man 
den in den Beweisen verwendeten Extrembereich # nicht durch die 
Abszissendifferenz, sondern durch die ¢-Parameterdifferenz der Endpunkte 
von # miBt. 

Auf Grund des Schoenfliesschen Satzes I. hat nun B. Levi*) fiir ein- 
deutige stetige Funktionen einer reellen Variablen den folgenden Satz 
bewiesen: 

Die Menge der Stellen, fiir welche die Funktion eine vordere und 
eine hintere Ableitung besitzt, die beide voneinander verschieden sind, ist 
héchstens abziblbar.**) 

Dieser Satz, den B. Levi fiir die vorn und binten differenzierbaren 
Ecken ausspricht, laBt sich bei wértlich gleichem Beweise auch auf die 
Gesamtmenge simtlicher (auch der nicht vorn und hinten differenzierbaren) 
Ecken und Spitzen einer eindeutigen stetigen reellen Funktion verallgemeinern. 

DaB aber der so erhaltene Satz nicht mehr fiir beliebige Kurven gilt, 
ersieht man aus den in Nr. 17 angegebenen Beispielen von Kurven, bei 
denen die in einem Punkte P vereint liegenden Ecken und Spitzen eine 
Menge von der Miichtigkeit des Kontinuums bilden.***) Der Grund fiir 
diese Tatsache liegt in dem Umstande, da fiir eine Ecke oder Spitze P(t), 
die in einem unendlichvielfachen Punkte P liegt, nicht mehr eine Richtung 
zu existieren braucht, in bezug auf die P(t) ein eigentliches Extremum 
darstellt. 

Fiir eine Ecke oder Spitze P(t), die in einem nur endlichvielfachen 
Punkte P liegt, muB dagegen immer ein Winkel von Richtungen existieren, 
in bezug auf die P(t) ein eigentliches Extremum darstellt. Man kann 


*) B. Levi, Rend. Accad. Lincei (5) 15 (1906), 8. 437. 

**) Fiir konvexe Funktionen hat F. Bernstein einen anderen sehr einfachen Be- 
weis dieses Satzes gegeben, Math. Ann. 64 (1907), S. 425/6. 

***) Man kann leicht eine iiberall stetig differenzierbare Kurve mit sogar abzibl- 
bar unendlichvielen Punkten P angeben, in denen je eine Menge von Spitzen von der 
Michtigkeit des Kontinuums vereint liegt, indem man eine Folge von geeigneten, 
immer schmiiler und kleiner werdenden Ausschnitten aus Fig. 5 aneinander reiht. 
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daher fiir Kurven endlichen Vielfachheitsgrades den B. Levischen Beweis 
(unter Benutzung der Verallgemeinerung des Schoenfliesschen Satzes I.) 
iibertragen. 


26. Dagegen muB die Untersuchung fir Kurven unendlichen Viel- 
fachheitsgrades in anderer Weise gefiihrt werden. Wir beweisen zuniichst: 

Satz. Die Punkte P der Ebene, in denen Ecken oder Spitzen einer 
Kurve liegen, bilden eine hichstens abzihlbare Menge. 

Beweis: Man nehme eine gegen Null konvergierende Folge von 
positiven WinkelgréBen, die alle Bruchteile von z sind, 

x=%,>%,>%8,>--->8,>--- 

und fasse alle diejenigen Punkte P, welche Spitzen oder Ecken der GréBe 
é = a — & enthalten, wobei +, >> @,,, ist, in eine Klasse K, zusam- 
men. Derselbe Punkt P kann dabei natiirlich mehreren dieser Klassen 
angehéren. Angenommen nun, es giibe mehr als abzihlbar viele Punkte P. 
Dann miiBte mindestens eine dieser abzihlbar vielen Klassen K, vorhan- 
den sein, die mehr als abzihlbar viele Punkte P enthilt; sei dies die 
Klasse K,,. Nun teile man die Gesamtheit aller Richtungen in endlich- 


i : . 1p, & 
viele aneinander grenzende Winkel der GréBe att. Dann miiBten Ecken 


oder Spitzen von mehr als abzihlbar vielen Punkten P der Klasse K,, 
in bezug auf simtliche Richtungen mindestens eines dieser Winkel 


a as 
{nennen wir ihn |" ait ) Extreme darstellen. Diese Punkte P bezeichnen 
0 


a 
, eine Richtung des Winkels | att - Nach dem 


9 


wir mit P,. Sei s,,, , 
verallgemeinerten Schoenfliesschen Satze II] kénnen diese Extrema nur 
auf abziihlbar vielen Geraden der Richtung s,,,, liegen. Es miiBte also 
mindestens eine solche Gerade, g,,,,,, vorhanden sein, auf der mehr als 
abzihlbar viele Punkte P, liegen. Die auf g,,,, liegenden Punkte P, 


bezeichnen wir mit P,,. Nun wihlen wir irgendeine andere Richtung 


Tna1, die ebenfalls dem Winkel ["s | angehért; dann kénnten keine 


zwei Punkte P,, auf derselben Shelei ‘der Richtung r,,,, liegen, und 
die vorher verwendeten Ecken und Spitzen der Punkte P,, waren auch 
in bezug auf r,,,, Extrema. Es miiften also mehr als abziihlbar viele 
Gerade der Richtung r,,,, vorhanden sein, auf denen Extrema liegen, 
was im Widerspruch zum verallgemeinerten Schoenfliesschen Satz Lil 
stehen wiirde. Die Punkte P kénnen deshalb nur eine héchstens abzihl- 
bare Menge bilden. q. e. d. 

Hieraus folgt sofort: 

Jede Kurve von endlichem oder abziihlbarem Vielfachheitsgrad besitzt 


héchstens abzdhlbar viele Ecken und Spitzen. 
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Da ferner nach Nr. 21 und Nr. 19 die in einem Punkte vereint lie- 
genden Ecken bzw. Spitzen endliche, abzihlbare oder Kontinuumsmichtig- 
keit besitzen, so haben wir jetzt: 

Die Ecken baw. die Spitzen einer beliebigen Kurve bilden eine end- 
liche oder abzdhlbare Menge oder eine Menge von der Méichtigkeit des Kon- 
tinuums. 

Und: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die Ecken oder 
{ héchstens abzihlbarer Menge | 

vorhanden 


| Menge von Miichtigkeit des Kontinuums | 


sind, ist das Fehlen | 


Spitzen einer Kurve in 


atieaiiRiaiaia’ unendlich vielfacher Punkte, in denen die Menge 


der vereinigt liegenden Ecken oder Spitzen von Michtigkeit des Kontinuums ist. 

Durch Heranziehung des letzten Satzes von Nr. 21 erhalten wir noch: 

Die vorn und hinten differenzierbaren Ecken (ohne Spitzen!) bilden bei 
jeder Kurve eine hichstens abzihlbare Menge. 

Da die in einem Punkte P vereint liegenden Kurvenpunkte einer 
nirgends dichten Parametermenge angehéren, so kann man, wenn man von 
dem Baireschen Begriff der Mengen erster Kategorie*) Gebrauch macht, 
noch sagen: 

Die Parameter, welche zu den Ecken bew. den Spitzen einer Kurve 
gehiren, bilden eine Menge erster Kategorie. 


27. Wir gehen nun zu den Wendepunkten iiber. In § 5 wird gezeigt, 
daB das Dualititsprinzip nicht mehr allgemein anwendbar ist, sondern nur 
fir Kurven, die noch gewisse spezielle Bedingungen erfiillen; fiir diese 
»dualisierbaren* Kurven entsprechen nach Nr. 14 immer Spitzen und 
Wendepunkte, die nicht Hiufungspunkte von Spitzen sind, einander dual. 
In § 5 wird dies benutzt werden. 

Hier sei allgemein folgendes hervorgehoben: 

Die Existenz von eindeutigen monotonen, iiberall vollstiindig differen- 
zierbaren reellen Funktionen, die eine Menge zweiter Kategorie von regu- 
liren Wendepunkten mit (der Abszissenachse) parallelen Wendetangenten 
besitzen, hat D. Pompeiu**) durch ein geeignetes Beispiel dargetan. 

Man kann nun auch Beispiele von eindeutigen monotonen, iiberall 
sogar n-mal stetig differenzierbaren reellen Funktionen angeben, die eine 


*) R. Baire, Ann. di Mat. (3) 3 (1899), 8. 65. Die Punktmengen, die sich aus 
héchstens abzihlbarvielen nirgends dichten Mengen zusammensetzen, heiBen Mengen 
erster Kategorie; alle anderen heiBen Mengen zweiter Kategorie. 

**) D. Pompeiu, Math. Ann. 63 (1907) S. 326; ein weiteres derartiges Beispiel 
hat H. A. Schwarz, Sitzb. Berliner Akademie 1910, S. 592 angegeben und R. Remak, 
J. f. Math. 141 (1912), 8S. 77 hat dasselbe eingehond behandelt. 
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perfekte Menge*) von reguliren Wendepunkten mit (der Abszissenachse) 
parallelen Wendetangenten besitzen: Man nehme auf einer Geraden a eine 
nirgends dichte perfekte Menge 7 und errichte iiber jedem Intervall rt, der 
durch 7’ bestimmten Intervallmenge einen (ganz oberhalb 1, gelegenen) 
Bogen ©, von folgenden Eigenschaften: 

1) ©; sei (n — 1)-mal stetig differenzierbar; 

2) ©, beriihre tr, in seinen Endpunkten ¢, und #, (m—1)-fach; 

3) ©, und seine Ableitungen ©, ©,”, ..., €“-" sollen von ¢, und é, 
aus durch Winkel projiziert werden, die proportional zu 1, sind. 

Ist nun die von der Gesamtheit {©,} und 7 gebildete Kurve mit (t) 
bezeichnet, so stellt 


y= | p(tjat 
die gewiinschte Funktion dar. 

Bei einer stetig differenzierbaren Kurve kinnen in hichstens abzdhlbar 
vielen verschiedenen Richtungen Wendetangenten der Gattung b) (oder spe- 
ziell reguliire) vorhanden sein.**) Dies folgt unmittelbar durch Anwendung 
des Nr. 25 zitierten Schoenfliesschen Satzes II] auf die stetige Kurve, 
welche durch die Ableitungswerte der gegebenen Kurve dargestellt wird. 
Dieser SchluB wiirde zunichst nur fiir ganz im Endlichen gelegenen Kurven- 
stiicke gelten; die unendlich fernen Kurvenpunkte kénnen aber nichts 
weiter ausmachen, da jeder Hiufungspunkt von Schnittpunkten einer Kurve 
mit einer Geraden diese Gerade zur Tangente hat. 

DaB dies nicht allgemein fiir Wendetangenten der Gattung a) gilt, 


ergibt sich, wenn man die eben angegebene Kurve y — {p(tat so umpro- 


jiziert, da®B der unendlich ferne Punkt der Abszissenachse ins Endliche 
transformiert wird. 


28. Ein Gegenstiick zu den in einem Punkt vereinigt liegenden Spitzen 
bilden die Wendepunkte mit gemeinsamer Wendetangente. Es ergibt 
sich hier: 


Die Wendepunkte der Gattung a) (oder speziell reguldre), welche die- 
selbe Wendetangente w besitzen, bilden eine isolierte Menge.***) 


*) Die Menge der Wendepunkte mit parallelen Wendetangenten kann schon 
bei iiberall stetig differenzierbaren Funktionen nicht mehr iiberall dicht liegen und 
daher nicht von zweiter Kategorie sein, da bei den stetig differenzierbaren Funktionen 
die Menge der parallelen Tangenten abgeschlossen ist. 

**) Also sind bei stetig differenzierbaren Kurven abziihlbarer Klasse héchstens 
abzihlbar viele Wendepunkte der Gattung b) (oder speziell regulire) vorhanden. 

***) Fiir vorn und hinten differenzierbare Kurven liBt sich auch noch beweisen, 
daS die Wendepunkte der Gattung a), die iiberhaupt auf einer Geraden liegen, eine 
isolierte Menge bilden. 
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Beweis: Sei P,, der Haufungspunkt einer einfachen Folge { P,} von 
Wendepunkten mit gemeinsamer Wendetangente w. Nun liegt zwar, da 
zwei Kurven (wie tiberhaupt zwei abgeschlossene Punktmengen) eine ab- 
geschlossene Menge von Punkten gemeinsam haben, P,, ebenfalls auf w. 
Da aber in jeder beliebigen Parameternihe von P; Kurvenpunkte auf 
beiden Seiten von w liegen, so gibt es Kurvenpunkte eines Kurvenzuges 
von P,, auf beiden Seiten von w und in jeder beliebigen Nahe von P.. 
Also kann w nicht Wendetangente der Gattung a) von P,, sein. q. e. d. 

Dies gilt jedoch nicht mehr allgemein fiir Wendepunkte der Gatiung b) 
oder genauer gesagt, fiir Wendepunkte der Gattung b), die Hiufungspunkte 
von Spitzen sind. Man sieht dies aus folgendem Beispiel: 

Man nehme auf der Geraden a eine nirgends dichte perfekte Punkt- 
menge 7’ und fiige in jedes Intervall tr; der von 7’ bestimmten Intervall- 


—_— — _ aw, 
= ——— —<— a a ~ 
“i y a 


Pig. 6. 





menge ein stetig differenzierbares Kurvenstiick &; von folgenden Eigen- 
schaften ein (wie in Fig. 6 angegeben): 

1) &, beriihre tr, in den Endpunkten #, und #,; 

2) &, werde von ¢,® und #, aus durch einen Winkel projiziert, der 
proportional zu rf, ist; 

3) die Richtungen der Tangenten von &, seien in einem Winkel 9; 
enthalten, der proportional zu rt, sei; 

4) die Gesamtheit aller Winkel g, bilde einen Winkel g, dessen einer 
‘Schenkel die Richtung von a sei. 

Die Gesamtheit aller {&;} und 7 ergibt eine stetig differenzierbare 
Kurve, die in den Punkten der perfekten Menge 7 Wendepunkte der Gat- 
tung b) mit der gemeinsamen Wendetangente a besitzt. 


29. Bei den mehrfachen Punkten ist der Gegensatz zwischen den 
vollstindigen Selbstberiihrungspunkten und den eigentlichen mehrfachen Punkten 
wichtig. 

Die vollstindigen Selbstberiihrungspunkte kénnen auch bei n-fach 
differenzierbaren Kurven in perfekter Menge vorkommen. Wenn man yon 
dem trivialen Fall, daB ein ganzer Kurvenbogen mehrfach durchlaufen wird, 
absieht, so kann man ein Beispiel einer solchen Kurve mit einer nirgends 
dichten perfekten Menge von Selbstberiihrungspunkten auf folgende Weise 
erhalten: Man durchlaufe das in Nr. 27 konstruierte Kurvenstiick g(t) und 
hierauf die Gerade a, welche die perfekte Menge 7 trigt. Will man eine 
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nirgends geradlinige Kurve erhalten, so kann man g(f) (statt tiber a) tiber 
einem Kreisbogen k konstruieren und dann nacheinander g(¢) und k durch- 
laufen. 

Fiir die eigentlichen mehrfachen Punkte dagegen gilt der Satz: 

Bei einer vorn und hinten differenzierbaren Kurve bilden die eigent- 
lichen mehrfachen Punkte eine hichstens abzihlbare Menge. 

Beweis: Nach Nr. 26 gibt es nur abzahlbar viele Punkte P, in denen 
Ecken oder Spitzen liegen, und nach dem letzten Satz von Nr. 15 miissen 
hier in jedem unendlich vielfachen Punkt Ecken oder Spitzen liegen. 

Wir haben also nur noch zu zeigen, daB die eigentlichen endlichviel- 
fachen Punkte, die ausschlieBlich gewéhnliche Kurvenstellen enthalten, 
eine héchstens abziihlbare Menge bilden. Sei P, ein solcher m;facher 
Punkt und seien (in natiirlicher Anordnung) 


t,, #9, ..., 10 


mg 


die Parameter der in P vereinigt liegenden Kurvenstellen. Das Parameter- 
intervall 6, dessen eindeutiges und stetiges Abbild unsere Kurve & ist, 
habe die Linge s. Wir kénnen 6 als geschlossen annehmen; denn wenn 
R nicht von selbst geschlossen ist, so denke man sich & durch Hin- 
zufiigung eines einfachen Kurvenbogens geschlossen gemacht; dadurch 
kann die Menge unserer mehrfachen Punkte héchstens noch vermehrt 
werden, was fiir unseren Beweis nichts schadet. Die Parameter 


t,, #29, ... 4 


liegen danu in zyklischer Anordnung vor. Jedes Parameterintervall (ti ee f..) 
zerlege man nun durch Halbierung in die beiden neuen Parameterinter- 
valle t und Test die zugehérigen Kurvenstiicke seien mit C(x) bzw. 


€(x,".,) bezeichnet. Zu jedem Punkt muB es einen ersten Index k geben, 
sodaB die Kurvenstellen P,(t?) und P, (#..,) verschiedene Tangenten be- 
sitzen. C(x’), C(x’), C(x)”, ,.) und C(r),,) kénnen nicht in jeder be- 
liebigen Nihe von P; Punkte gemeinsam haben, und daher muB es Para- 


meterintervalle t, von folgender Eigenschaft geben: Trigt man 7, von (? 


(i) (i) (i) » _ (4) (é) 
aus auf T, und , ab und ebenso von t.,, aus auf That und Tio. und 
erhilt man so die Parameterintervalle 
— —) -(é) 
t T ' 
kh? ke "kei? [htt 


und die zugehérigen Kurvenstiicke 


G (21), €(22), 6(@.,), (2) 


+ 
33° 
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so haben 


€ (=?) mit € (z,’) ( a+) ,& (t.1)> 
ebenso 
© (=?) mit € (x/’) ,€ wa :) ,€ (=? a 
ferner 
( (e).,)> 
und 


G(i,.) mit G(r), €(), 6 
), € 


G(x), E(ee.,) 
auBer P, keinen Punkt gemeinsam. Die obere Grenze aller zu festem i 


gehérigen 1, sei mit r, bezeichnet. Man nehme nun eine gegen Null ab- 
nehmende Folge von positiven GréBen 


C(x ) mit C(x; ng 


ht! 


a, >4@>4,>°::>a,>--:-. 
Wir wollen jetzt zeigen, daB die Punkte P,, deren 1, >a, ist, nur in end- 
licher Anzahl vorhanden sind. Wiren es unendlich viele, so gibe es eine 


Hiaufungsstelle ¢, der ¢ und in deren Nihe zwei Werte ¢ und &”, der- 
art, daB f<# und (#—t’) <«-a,, wobei « eine beliebig kleine 
positive Zahl ist. Wiichst der Parameter von /,” aus weiter, so kehrt die 


Kurve zuerst wieder nach P,, darnach erst nach P, zuriick, da C(x{*). 
weder von € (2) noch von C(t al getroffen werden darf. Also 


< ~ < t{® < ft 


k+1 k+1° 
Da ferner P, nicht Schnittpunkt von C(x”) und 6 (x2,) sein kann, 
so muB 
(i, \ 
(O°. Sea) > 4, 
sein. Da dies fiir je zwei aufeinanderfolgende Werte der gegen ¢,, sich 
hiiufenden Folge {f°} gilt, so erhalt man 


<M cech cM <<< Mc 
und ; 


(Wi< e" >a, (fiir jedes w= 1, 2, 3,---, »—1). 
Wahlt man nun vy hinreichend grof, so kénnte man erreichen, dab 
(i; (i, 
(tf ’) >v-a >6 
wird, was unméglich ist. Daher kénnen die Punkte P,, deren 1,> a, ist, 


nur in endlicher Anzahl vorhanden sein und deshalb ist die Menge aller 


P, and also aller eigentlichen mehrfachen Punkte unserer Kurve héchstens 
abzihlbar. q. e. d. 
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Der vorstehende Beweis gilt noch allgemeiner fiir alle Kurven, die 
nur héchstens abzihlbar viele, gewdhnliche, nicht differenzierbare Punkte be- 
sitzen; fiir eben diese Gesamtheit von Kurven ist auch nach dem letzten 
Satz von Nr: 15 die Menge der unendlich vielfachen Punkte hichstens ab- 
edhlbar. 

Es sei noch erwihnt, daB die gemeinsamen Punkte zweier Kurven 
(wie tiberhaupt zweier abgeschlossenen Mengen) immer eine abgeschlossene 
Menge bilden, und daB diejenigen gemeinsamen Punkte, in denen die 
beiden Kurven keine gemeinsamen Halbtangenten haben, eine isolierte 
Menge bilden. Beide Aussagen gelten nicht mehr fiir die mehrfachen 
Punkte einer Kurve, wie man sich leicht durch Beispiele tiberzeugt. 


30. Bei den mehrfachen Tangenten macht sich wiederum bemerkbar, 
daB die Méglichkeit zu dualisieren nicht allgemein vorhanden ist. 

Selbst bei iiberall n-fach stetig differenzierbaren Kurven kann die Menge 
der eigentlichen mehrfachen Tangenten die Michtigkeit des Kontinuums 
besitzen. : 

Beispiel: Man nehme die Nr. 27 angegebene Kurve y — | p(t) dt und 
fiige ein zweites Exemplar hinzu, das aus dem ersten durch Parallel- 
verschiebung lings der Abszissenachse entstanden ist, sodaB beide Exem- 
plare keine Punkte gemeinsam haben. Verbindet man nun beide durch 
einfache Kurvenbégen, so erhilt man eine n-fach differenzierbare Kurve 
mit einer perfekten Menge eigentlicher Doppeltangenten, die der Abszissen- 
achse parallel sind. 

Wie Fig. 7 zeigt, brauchen auch bei vollstindig differenzierbaren 
Kurven die von einem Punkt ausgehenden Tangenten keine abgeschlossene 
Menge zu bilden. Nimmt man eine zweite lings a parallel verschobene 








Fig. 7. 


gleiche Kurve hinzu, so erhailt man ein Beispiel von zwei vollstindig 
differenzierbaren Kurven, die eine nicht abgeschlossene Menge von gemein- 
samen Tangenten besitzen. 

Dagegen bilden natiirlich die an eine stetig differenzierbare Kurve 
von einem Punkt ausgehenden Tangenten eine abgeschlossene Menge und 
man beweist auch leicht: 
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Die gemeinsamen Tangenten von zwei stetig differenzierbaren Kurven 
bilden eine abgeschlossene Menge.*) 

Beweis: Es sei {a,} eine unendliche Folge gemeinsamer Tangenten 
der beiden Kurven ©, und ©@,. Man zeichne von den Beriihrungsstellen 
von a, auf ©, und ebenso auf ©, je eine aus.**) Diese haben auf ©, 
mindestens einen Haiufungspunkt P(é)). Man wiihle aus {a,} eine Teilfolge 
{a} aus, deren auf ©, ausgezeichnete Beriihrungsparameter ¢" als einzige 
Hiaufungsstelle besitzen. Dann haben die zu {a,} gehérigen, auf ©, aus- 
gezeichneten Beriihrungsparameter mindestens eine Hiufungsstelle ¢). Man 
wiihle nun aus {a,} eine neue Teilfolge {a} aus, deren auf ©, aus- 
gezeichnete Beriihrungsparameter ¢) als einzige Hiufungsstelle besitzen. 


Wegen der stetigen Differenzierbarkeit von ©, und ©, hat {a} nur eine 


einzige Haufungsgerade a‘ und diese ist gemeinsame Tangente von P(¢)) 
und P(t). g.e.d. 


31. Wir gehen nun zu den nicht differenzierbaren Stellen einer Kurve 
iiber. Wir beweisen hier zuniichst den folgenden Hilfssatz iiber die Menge 
der von einem Punkt ausgehenden Grenzsekanten (der ein Seitenstiick zu 
einem fiir eindeutige, stetige reelle Funktionen bewiesenen Satz von 
T. Brodén***) und seiner Verallgemeinerung von W. H. Young?) ist): 

Bei einer stetigen Kurve bilden die Parameter derjenigen Stellen, fiir 
welche durch einen gegebenen Punkt A hindurchgehende Grenzsekanten existieren, 
eine innere Grenzmenge. 


Beweis: Man hat nur zu zeigen, daB die Stellen, fiir welche Grenz- 
sekanten einer gegebenen Richtung a existieren, eine innere Grenzmenge 
bilden. Daraus folgt dann der allgemeine Satz durch Umprojizieren. Ist 
P(t) ein Punkt, der eine Grenzsekante a; der Richtung a besitzt, so 
existieren zwei gegen ¢ konvergierende Folgen {t,} und {#;}, derart, dab 


*) Dagegen brauchen auch bei einer n-fach stetig differenzierbaren Kurve die 
mehrfachen Tangenten keine abgeschlossene Menge zu bilden; Beispiel: Die der 
x-Achse paralielen Doppeltangenten von 


a+) gin. 

x 

**) Da die Menge der Beriihrungsstellen von a, auf ©, (bzw. ©,) abgeschlossen 
ist, kann beispielsweise immer die erste Beriihrungsstelle genommen werden; das Aus- 
wahlpostulat wird hier also nicht verwendet. 

***) T. Brodén, Acta Univ. Lund, 33, (1897), 8. 31; A. Schoenflies, Bericht tiber 
Mengenlehre I, Jahresb. d. Deutschen Math.-Ver. 8 (1899), p.148/9. Der Schénfliessche 
Beweis und damit der Brodénsche Satz lassen sich auf Parameterkurven iibertragen, 
wenn man zu den Intervallen (z,,--- 2’) = s’ noch die zugehérigen Parameterintervalle r’ 
bildet und dann die Intervallmenge { { r’} } betrachtet. 

+) W. H. Young, Arkiv fér Mat., Astr. och Fys. 1 (1903/4), S. 201. 
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E<é ce 
und . 
lim (P¢), Pé;)) = a;. 


i=0o 

Wir wihlen nun eine gegen Null abnehmende Folge von GréBen 
hemo: >4,>°: 

und bestimmen fiir jeden unserer Punkte P(#) den Index i = i?) so, dab 

1) fiir alle i> i 
x(a; Pe), Pt) <4,, 

2) fiir alle i > i?) 

” - t; —t; < "n> 
3) 2,24. 


Wir bezeichnen dann das Parameterintervall (4 vee {@) mit t{7). Dann 


bestimmt die Gesamtheit dieser Intervalle, {{r®}}, eine innere Grenz- 
menge 7’ und wir haben zu zeigen, daB zu 7 nur unsere Parameter ¢ ge- 
héren. Jeder Punkt t von 7 muB fiir jedes » innerer Punkt mindestens 
eines Intervalls r‘!) sein. Fiir jedes » gibt es also zu t zwei Werte t, 
und t,, sodaB 

t<i<t, 
ferner 

It_—tl<, 
und endlich 


x (a; Pit), Pt) <n, 
ist. Also besitzen alle Punkte, deren Parameter 7’ angehéren, eine Grenz- 
sekante der gegebenen Richtung a. q. e. d. 


32. Nunmehr kénnen wir den folgenden Satz beweisen: 

Liegen die Kurvenpunkte, deren Grenzsekantenwinkel > 6 > 0 ist, 
in einem Kurvenbogen iiberall dicht, so gibt es dort eine Menge zweiter 
Kategorie*) von Punkten, deren Grenzsekantenwinkel > 6 ist, wobei 6 > o’ 
und o’ von 6 beliebig wenig verschieden sei. 

Beweis: Man teile den vollen Winkel der méglichen Richtungen in 


endlich viele Teilwinkel gm, < -, wobei » irgendeine positive ganze Zahl 
ist. Jeder Winkel, der durch Zusammenfassen aufeinander folgender Teil- 


2 n--1 
-6 und < = 


winkel entsteht und der > ao -o ist, soll mit # be- 


bezeichnet werden. Dann umschlieBt der Grenzsekantenwinkel 6, > 6 jedes 
unserer Punkte P(t;) mindestens ein #. Da nun, wenn eine tiberall dichte 


*) Hier ist die Menge zweiter Kategorie zugleich Komplementiirmenge einer 
Menge erster Kategorie. 
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Menge in eine endliche Anzahl von Teilmengen geteilt wird, mindestens 
eine dieser Teilmengen tiberall dicht ist, so mu es hier mindestens einen 
dieser Winkel # (er heiBe #,) geben, der gleichzeitig von den Grenz- 
sekantenwinkeln der Punkte einer iiberall dichten Menge umfaBt wird. 
Nunmehr folgt nach dem vorigen Satz, daB es zu jeder in #, enthaltenen 
Richtung a, eine Menge zweiter Kategorie von Kurvenstellen gibt, fiir 
welche Grenzsekanten der Richtung a, vorhanden sind. Wahlt man fir a, 
speziell die beiden Schenkel a, und a, von #,, so muB es (da der ge- 
meinsame Teil zweier Mengen zweiter Kategorie wieder eine Menge zweiter 
Kategorie ist) eine Menge zweiter Kategorie von Kurvenstellen geben, in 
deren Grenzsekantenwinkel die Richtungen a, und a, und deshalb auch 
#, enthalten sind. Bezeichnen wir die GréBe des Winkels #, mit o’, so 


ist 6 > o', wobei (6— 0’) < as fiir hinreichend groBe n beliebig klein ge- 
macht werden kann. q. e. d. 

Es ist leicht zu sehen, daB die in vorstehendem Beweis benutzte, fiir 
die iiberall dicht liegenden Mengen geltende Tatsache sich auch auf die 
in sich dicht liegenden Mengen iibertragen la8t; d.h.: zerlegt man eine 
in sich dichte Menge in eine endliche Anzahl von Teilmengen, so enthait 
mindestens eine von diesen Teilmengen einen in sich dichten Bestandteil. 

Deshalb behialt der vorstehende Satz und der Wortlaut seines Be- 
weises volle Geltung, wenn man durchweg ,,iiberall dicht“ durch ,,in sich 
dicht“ und gleichzeitig ,Menge zweiter Kategorie“ durch ,,innere Grenz- 
menge von der Miichtigkeit des Kontinuums* ersetat. 


33. Da ferner nach Nr. 26 die Spitzen und Ecken eine Menge erster 
Kategorie bilden, so folgt aus dem vorigen Satz weiter; 

Liegen auf einem Kurvenbogen die Ecken der Gripe ¢,< @ < x iiberall 
dicht, so gibt es dort eine Menge zweiter Kategorie von gewéhnlichen, nicht vorn 
und hinten differenzierbaren Punkten, deren Grenzsekantenwinkel > (x—«é—n) 
ist, wobei » eine beliebig kleine Grife darstellt. 

Und: 

Liegen auf einem Kurvenbogen die Spitzen iiberall dicht*), so gibt es 
dort eine Menge zweiter Kategorie von gewdhnlichen, nicht vorn und hinten 
differenzierbaren Punkten, deren Grenzsekantenwinkel > (x — ») ist, wobei 
n eine beliebig kleine Gripe darstellt. 

Daraus folgt der Satz: 


Bei einer durchweg vorn und hinten differenzierbaren Kurve kinnen 





*) Vgl. Enzyklopidie II A1 (A. Pringsheim) S. 43 FuBnote 228, wo Beispiele fir 
solche Kurvenbégen angegeben sind. 
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die Spitzen und die Ecken der Gripe &,< <2 nirgends iiberall dicht 
liegen.*) 

Die drei vorstehenden Siitze gelten nicht mehr allgemein, wenn man 
yliberall dicht“ durch ,,in sich dicht* und ,,Menge zweiter Kategorie“ durch 
»innere Grenzmenge von Michtigkeit des Kontinuums“ ersetzt. Dies sieht 
man schon aus den Nr. 17 angegebenen Beispielen. SchlieBt man dagegen 
die Kurven vom Vielfachheitsgrad der Miachtigkeit des Kontinuums, welche 
mehr als abzihlbar viele Ecken oder Spitzen enthalten, aus, so kann man 
diese Ubertragung der drei vorstebenden Sitze auf die in sich dichten 
Mengen vornehmen. Dies ist also insbesondere fiir alle Kurven von hichstens 
abztihlbarem Vielfachheitsgrad méglich. 

Aus dem letzten Satz erhalten wir so: 

Bei einer durchweg vorn und hinten differenzierbaren Kurve von hichstens 
abaihlbarem Vielfachheitsgrad bilden die Spitzeen und die Ecken der Gripe 
&, << é <a eine separierte Menge. 

Aus dem am Anfang dieser Nummer Gesagten ergibt sich, daB man 
fiir diberall dichte Mengen den Satz Nr. 32 noch in folgender Weise ver- 
schirfen kann**): 

Liegen die Kurvenpunkte, deren Grenzsekantenwinkel > 6 >0 ist, in 
einem Kurvenbogen iiberall dicht, so gibt es dort eine Menge zweiter 
Kategorie von gewdhnlichen, nicht vorn und hinten differenzierbaren Punkten, 
deren Grenzsekantenwinkel > o’ ist, wobei 6 >o' und o von o beliebig 
wenig verschieden ist. 

Es ist noch hervorzuheben, daB (was aus dem Beweis des Satzes 
Nr. 32 hervorgeht) die Grenzsekantenwinkel aller Punkte der in den vor- 
stehenden Satzen (Nr. 32 u. 33) vorkommenden Mengen zweiter Kategorie bzw. 
inneren Grenzmengen der Médichtigkeit des Kontinuums, der Richtung nach, 
einen jedesmal festen Winkel der Gripe o' einschliefen. 

Hieraus werden wir im nichsten Paragraphen, der von den Kurven 
hichstens absdhlbarer Klasse handelt, weitere Folgerungen zu ziehen haben. 


34. Mit Hilfe von Nr. 32 kéunen wir ferner den folgenden Satz beweisen: 
Die Menge der nichtdifferenzierbaren Kurvenpunkte ist endlich, abzihl- 
bar oder von Médchtigkeit des Kontinuums. 


*) Der Satz gilt nicht mehr fir die Gesamtheit aller Ecken (ohne Beschrinkung 
der GréBe), wie sich schon aus dem Riemannschen Beispiel einer nicht iiberall diffe- 
renzierbaren Funktion ergibt. DaB selbst bei konvexen Funktionen die Gesamtmenge 
der Ecken iiberall dicht sein kann, haben J.L.W.V.Jensen, Acta Math. 30 (1906), 8. 191 
und F. Bernstein, Archiv Math. Ph. (3) 12 (1907), S. 285/6, durch Beispiele gezeigt. 

**) Dagegen fiir in sich dichte Mengen entsprechend nur dann, wenn die Kurve 
héchstens abzihlbar viele Ecken und Spitzen enthilt, also wesentlich nur fiir die 
Kurven von hichstens abzihlbarem Vielfachheitsgrad. 
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Beweis: Man nehme eine Folge von gegen Null abnehmenden posi- 

tiven GréBen 
6, >6,>6,>°°:>6,>°::. 

Ist die Menge FE, der nicht differenzierbaren Stellen, deren Grenzsekanten- 
winkel > o, ist, fiir jedes m nirgends in sich dicht, so ist E, fiir jedes » 
endlich oder abziihlbar und daher die Menge £ aller nicht differenzier- 
baren Stellen ebenfalls endlich oder abzihlbar. Enthilt dagegen E, fiir 
irgendein » einen in sich dichten Bestandteil, so existiert nach Nr. 32 eine 
innere Grenzmenge der Miichtigkeit des Kontinuums von Stellen, deren 
Grenzsekantenwinkel >o,,, ist. q. e. d. 

Da nach Nr. 26 die vorn und hinten differenzierbaren Ecken eine 
héchstens abziihlbare Menge bilden, so folgt aus dem Vorstehenden noch: 

Die Menge der nicht vorn und hinten differenzierbaren Kurvenpunkte 
ist endlich, abzihlbar, oder von Miichtigkeit des Kontinuums. 


§ 4. 
Klasse und Ordnung. 


35. Klasse und Ordnung sind immer endlich, abzihlbar oder von Méich- 
tigkeit des Kontinuums. 

Beweis: Nach Nr. 31 bilden die Kurvenstellen, von denen Grenz- 
sekanten durch einen festen Punkt A gehen, eine innere Grenzmenge. 
Also ist die Klasse jedes Punktes A in bezug auf die Kurve endlich, ab- 
zihlbar oder von Miichtigkeit des Kontinuums und dann gilt dasselbe 
auch fiir die Klasse der Kurve selbst. 

Die Kurve hat mit jeder Geraden a (wie iiberhaupt mit jeder anderen 
Kurve) eine abgeschlossene Menge von Punkten gemein. Damit ist der 
Satz auch fiir die Ordnung erwiesen. q. e. d. 


36. Aus Nr. 33 folgt, daB bei einer Kurve von hichstens abzihlbarer 
Klasse die Kurvenpunkte, deren Grenzsekantenwinkel > 6 > 0 ist, nirgends 
in sich dicht liegen kénnen. Also: 

Eine Kurve von hichstens abzihlbarer Klasse besitzt hichstens abzahibar 
viele nichtdifferenzierbare Stellen und hichstens abziihlbar viele Spitzen.*) 

Die gewdhnlichen differenzierbaren Stellen bilden deshalb bei einer 
Kurve von héchstens abzihlbarer Klasse eine iiberall dichtliegende Menge 
sweiter Kategorie. 

*) Die Umkehrung des Satzes gilt nicht; wie die in Nr. 27 konstruierten Kurven 


p(t) und So (t) dt zeigen, gibt es n-fach differenzierbare Kurven, deren Klasse und 


Ordnung von Michtigkeit des Kontinuums sind. 
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Jede Kurve von hichstens abzihlbarer Klasse ist von hichstens abzihl- 
barer Ordnung. 

Beweis: Wir zeigen, daB bei jeder Kurve ©, deren Ordnung von 
Miichtigkeit des Kontinuums ist, auch die Klasse von Michtigkeit des Kon- 
tinuums ist. Bei einer solechen Kurve © muf niimlich eine Gerade a exi- 
stieren, die eine abgeschlossene Punktmenge Q von Miachtigkeit des Kon- 
tinuums mit © gemeinsam hat; dann wird aber a von © in jedem Punkt 
der Ableitung Q beriihrt. q. e. d. 

Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht allgemein. Wir geben das 
folgende Beispiel einer Kurve abzihlbarer Ordnung mit einer nirgends 
dichten perfekten Menge nichtdifferenzierbarer Stellen, deren Klasse also 
nach dem vorhergehenden sicher von Michtigkeit des Kontinuums ist. 
Man nehme einen Kreis & und auf ihm eine nirgends dichte perfekte 
Punktmenge Q, die etwa in bekannter Weise durch fortgesetzte Dreitei- 
lung entsteht. In jedem Intervall 3; der von Q bestimmten Intervallmenge 
ziehe man die Sehne s, und errichte iiber ihr (beispielsweise nach dem 
Aufern von & hin) einen Halbkreis §, Dann bildet die Gesamtheit {§,} 
unter Hinzunahme der Punktmenge Q eine einfache Kurve © von abzihl- 
barer Ordnung (da alle Kurvenpunkte nur abzihlbar vielen Kreisen an- 
gehéren), die in den Punkten von Q nichtdifferenzierbar, also von nicht- 
abziihlbarer Klasse ist. 

Der letzte Satz sagt zugleich aus: 

Die Kurven hichstens abzihlbarer Klasse sind von hichstens abzdhl- 
burem Vielfachheitsgrad. 

Hieraus und nach Nr. 33 folgt dann: 

Bei einer Kurve von hichstens abzihlbarer Klasse bilden die Spitzen 
und die Ecken der Grife ¢,< & <x eine separierte Menge. 

Da bei einer Kurve von héchstens abzihlbarer Klasse héchstens ab- 
zihlbarviele nichtdifferenzierbare Stellen und Spitzen vorhanden sind, so 
erhiilt man nach Nr. 29: 

Bei einer Kurve von hichstens abzihlbarer Klasse ist die Menge der 
eigentlichen mehrfachen Punkte hichstens abzdhlbar.*) 

Aus gleichem Grunde folgt: 

Bei einer Kurve von héchstens abzihlbarer Klasse ist die Menge aller 
unendlichvielfachen Punkte hichstens abzidhlbar. 


37. Sei irgend eine Richtung a vorgelegt. Enthilt unsere Kurve © 
von héchstens abziihlbarer Klasse zu a parallele Strecken s,, so ersetze 


*) Die Menge der Selbstberiihrungspunkte kann hierbei noch von Michtigkeit 
des Kontinuums sein; ein Beispiel hierfiir bildet die in Nr. 29 tiber dem Kreisbogen k 
konstruierte Kurve. 
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man $s, durch ein méglichst einfaches Kurvenstiick, das s, in den End- 
punkten beriihrt; dies kann man immer so machen, daB die dadurch ent- 
stehende Kurve ©’ ebenfalls von héchstens abzihlbarer Klasse ist. Dann 
folgt nach Nr. 31, dab die Kurvenstellen von ©’, die zu a parallele Grenz- 
sekanten besitzen, eine separierte Menge bilden, und daB deshalb ©’ aus 
héchstens abzihibartielen in bezug auf a monotonen Stiicken und deren 
Hiaufungspunkten besteht. Letzteres gilt dann a fortiori von ©. Also: 

Eine Kurve © von hichstens abzihlbarer Klasse besteht in bezug auf 
jede Richtung aus hichstens .abzihlbarvielen monotonen Stiicken ©, und deren 
Héufungspunkten.*) 

Wir erhalten zugleich, daB die Klasse der Kurven mit itiberall dicht 
liegenden Maxima und Minima (wie z. B. die Képekesche Kurve**)) und 
sogar die der Kurven mit nur in sich dichtliegenden Extremen immer 
von Miachtigkeit des Kontinuums ist. 


38. Wir gehen nun speziell zu den Kurven endlicher Klasse iiber: 

Jede Kurve endlicher Klasse ist auch von endlicher Ordnung. 

Beweis: Wiire die Kurve © von abzihlbarer Ordnung, so gibe es 
eine Gerade a, auf der eine unendliche Folge von Kurvenpunkten { P,(¢,)} 
liegen. Der Hiiufungspunkt P,(¢,) liege im Endlichen (wenn nicht, pro- 
jiziere man das betr. Kurvenstiick ins Endliche); dann mu es ein i = i, 
geben, derart daB der Kurventeil (P,(¢,)--- P,.,@,.)--- P.@,)) ganz im 
Endlichen liegt. Auf jedem Kurvenstiick 


t --?P 


(Pi+9' igt+p’ ot pti ',4p41)) 

muB8 deshalb mindestens eine Stelle liegen, die eine zu a parallele Grenz- 
sekante besitzt. © wiire also von unendlicher Klasse, im Widerspruch mit 
der Voraussetzung. 

Die Umkehrung gilt nicht. Ein einfaches Beispiel einer Kurve von 
2k" Ordnung, aber abzahlbar unendlicher Klasse hat J. Hjelmslev***) 
angegeben. 

Jede Kurve endlicher Ordnung und deshalb auch jede Kurve endlicher 
Klasse ist iiberall vorn und hinten differenzierbar. 

Beweis: Jede solche Kurve ist von endlichem Vielfachheitsgrad; des- 
halb sind Strahlenpunkte ausgeschlossen. Gibe es nun einen Punkt P(¢), 


*) Nach Nr. 36 kann man diese monotonen Stiicke ©; immer so wiblen, daS 
sie auch keine Spitzen mehr enthalten. 

**) A. Képeke, Math. Ann. 34, 8. 161 und 35, 8.104. Die Képckesche Kurve 
besitzt also eine iiberall dichte Menge zweiter Kategorie von Stellen, deren Tangenten 
parallel der «-Achse sind. 

***) J. Hjelmslev, Kgl. Danske Vidensk. Selek. Forhandl. 1911, No. 5, S. 492. 











Uoer die Singularitiiten der reellen ebenen Kurven. 517 


der ein Schwingungsintervall §>0 der vorderen (bzw. hinteren) Halb- 

tangenten besitzt, so wiirde jede innerhalb des << € verlaufende Gerade 

in der Nahe von P unendlich viele Punkte mit der Kurve gemein haben. 
q. e. d. 

Daraus folgt, daB die Kurven endlicher Ordnung hichstens abzdhlbar 
viele eigentliche mehrfache Punkte, Spitzen und Ecken besitzen, daB dabei 
die Spitzen und die Ecken der Gripe &,< @< 2 nirgends in sich dicht 
liegen. 

Fiir die Kurven endlicher Klasse gilt, wie unmittelbar ersichtlich, 
noch schiirfer, daB die Spitzen und die Ecken der Gripe &,< &@ <a nur 
in endlicher Anzahl vorhanden sein diirfen. 

Ferner ist klar, daB die Kurven endlicher Klasse in bezuy auf jede 
Richiung abteilungsweise monoton*) sind. 

Fiir die Kurven endlicher Ordnung gilt dies nicht allgemein; sondern 
fiir sie liBt sich nur zeigen, daB sie in bezug auf jede Richtung aus 
héchstens abzdhlbarvielen monotonen Stiicken und deren Hiiufungsstellen 
bestehen. Dies ist eine unmittelbare Folge eines Satzes von J. Kénig**); 
(der von A. Schoenflies gegebene Beweis liBt sich von eindeutigen reellen 
stetigen Funktionen. auf die Parameterkurven iibertragen***); darnach ist 
niimlich eine Kurve, auf der Extreme iiberall dicht liegen, von unendlicher 
Ordnung. 


39. Hierher gehéren zwei Siitze von J. Hjelmslev. Der eine+) sagt 
aus, daB ein Kurvenbogen endlicher Ordnung, der nur aus gewoéhnlichen 
differenzierbaren Punkten besteht, und der keine mehrfachen Punkte und 
keine Strecken besitzt}+), sich aus héchstens abzihlbarvielen konvexen 
Bégen und deren Hiiufungspunkten zusammensetzt. Der andere Satz}++) 
von J. Hjelmslev sagt aus, daB ein Kurvenbogen endlicher Klasse, der 
keine Strecken, keine mehrfachen Punkte und keine Ecken oder Spitzen 


*) Die Kurve ist also rektifizierbar. 
**) J. Kénig, Monatsh. Math. Phys. 1 (1890), S. 7; A. Schoenflies, Bericht iiber 
Mengenlehre I, Jahresb. d. Dtsch. Math. Ver. 8 (1899) 8. 160. 
*) Es ist hierbei nicht nétig, sich nur auf die eigentlichen Extrema zu be- 
schrinken. Da niimlich die Maxima iiberall dicht liegen, kann man, auch wenn un- 
eigentliche Extrema vorliegen, die Maxima &,, &,&.--- immer so wihlen, da8 


£(E) > FE) > FE.) > FE) > --- 
ist. Im tibrigen hat man (wie in Nr. 25) bei der Ubertragung auf die Parameter- 
kurven die Bereiche #, #,, #,, #,,--- mit Hilfe der ¢t-Parameter zu messen. 
+) J. Hjelmslev, a. a. O. S. 482, théoréme 25. 
+t) Einen nur aus gewdhnlichen differenzierbaren Punkten bestehenden Kurven- 
bogen ohne mehrfache Punkte nennt J. Hjelmslev (a. a. 0. 8. 446/9) ,,are ordinaire*. 
+77) a. a. O. S. 491, théoréme 32. 
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enthilt, iiberall stetig differenzierbar und von endlicher Ordnung ist, und 
deshalb sich aus héchstens abziahlbarvielen konvexen Bogen und deren 
Hiaufungspunkten zusammensetzt; ferner, dab hier der Schnittpunkt benach- 
barter Tangenten immer ihren Beriihrungspunkten benachbart ist. 

Nach dem Vorhergehenden gelten diese beiden Hjelmslevschen Sitze 
auch, wenn man mehrfache Punkte und Spitzen nicht ausschlieBt. AuBer- 
dem kann man nach Nr. 14 und 27 dem zweiten Hjelmslevschen Satz noch 
hinzufiigen, daB die Wendepunkte alle regular und in héchstens abzahl- 
barer Menge vorhanden sind. 


§ 5. 
Dualisierbarkeit und dualisierbare Kurven. 


40. Wir haben hier noch die Miéglichkeit dualer Ubertragung erhal- 
tener Resultate zu besprechen. An vielen Stellen dieser Abhandlung hat 
es sich gezeigt, daB duale Ubertragung nicht in vollem Umfang méglich 
ist, und bereits J. Hjelmslev*) hat hierauf hingewiesen. 

Wir wollen nun die Bedingungen dafiir aufsuchen, daB nach dem 
Dualitiatsprinzip einer Kurve ©, eine zweite Kurve ©, und auch umge- 
kehrt dieser Kurve ©, die gegebene Kurve ©, zugeordnet ist. ©, muB 
natiirlich stetig tangierbar sein, damit ©, tiberhaupt eine stetige Kurve 
ist. Es entspricht dann dem Tangentengebilde ©, die stetige Punktkurve ©, 
und dem Punktgebilde ©, eine stetige Geradenschar ©,. Wenn ©, mit den 
Tangenten von ©, identisch ist, dann und nur dann entspricht der Punkt- 
kurve ©, mit allen ihren Tangenten auch umgekehrt dual das gegebene 


Punkttangentengebilde €,. Nun ist aber im allgemeinen ©, keineswegs 
mit den Tangenten von ©, identisch. Man weif vielmebr allgemein nur, 


daB die Geraden von ©,, abgesehen von einer nirgends dichten Menge, 
Tangenten ©, sind**); fir eine nicht tangierbare Stelle von ©, ist die 


zugehdrige Gerade von €,, wenn sie tiberhaupt Tangente ist, sicher nicht 
die einzige Tangente. Die stetige Geradenschar ©, ist demnach dann und 
nur dann mit der Gesamtheit der Tangenten von ©, identisch, wenn ©, 


*) a. a. O. 8. 493/4. 

**) Es ist niimlich jeder Punkt einer stetig tangierbaren Kurve, der nicht 
Hiaufungspunkt von Spitzen ist, (wie aus dem Beweis des vorletzten Satzes von Nr. 14 
hervorgeht) Hiufungspunkt der Schnittpunkte der zugehérigen Tangente mit ihren 
Nachbartangenten. Andererseits kénnen nach dem Nr. 38 zitierten Kénigschen Satz 
die Spitzen bei einer stetig tangierbaren Kurve nirgends iiberall dicht liegen; denn 
sonst wiirde folgen, daB es iiberall dicht Stellen gibt, welche zu einer beliebigen 
Richtung ¢ parallele Tangenten besitzen, was bei einer Kurve mit stetiger Tangente 
unmdglich ist. 
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selbst stetig tangierbar ist. Also ist fiir die Dualisierbarkeit notwendig und 
hinreichend, daB ©, und ©, stetig tangierbar sind. 

Welche Bedingung ist damit der urspriinglichen Kurve ©, auferlegt? 

Wir kénnen sofort folgende Fille angeben, in denen einer Kurve ©, 
mit stetiger Tangente nicht wieder eine Kurve ©, mit stetiger Tangente 
entsprechen kann. 

Enthilt ©, eine Strecke s, so gehért das den Punkten von s dual 
zugeordnete Biischel von Tangenten zu einem einzigen Kurvenpunkt S 
von ©,. Also ist S eine Ecke von ©,. Ferner: Ist a die Tangente eines 
Kurvenpunktes P von ©, und ist P nicht der einzige*) Hiufungspunkt 
der Schnittpunkte Y, von a mit seinen Nachbartangenten, sondern erfiillen 
die Punkte Q, etwa eine Strecke s,, so gibt es in dem entsprechenden 
Kurvenpunkt A von @, ein ganzes Biischel 6, von Tangenten q,; A ist 
also hier ein nicht tangierbarer Punkt, dessen Tangenten den Winkel o, 
erfiillen. . 

Wir sehen also bereits: Damit der stetig tangierbaren Kurve ©, dual 
eine stetig tangierbare Kurve ©, entspricht, ist notwendig, 1) dap ©, keine 
Strecken enthilt, 2) daB es auf keiner Tangente a, von ©, einen vom Be- 
riihrungspunkt P, verschiedenen Punkt Q gibt, gegen den sich die Schnitt- 
punkte der Tangente a, mit thren Nachbartangenten hédufen. 

Die Bedingung 2) enthiilt als wesentlichsten Bestandteil die Forderung, 
daB es auf keiner Tangente a, von ©, einen vom Beriihrungspunkt P, 
verschiedenen Punkt @ gibt, von dem aus unendlich viele Tangenten an 
jedes noch soe kleine P, enthaltende Kurvenstiick gehen. Diese lorderung 
wird mit der Bedingung 2) identisch, wenn ©, keinen Hiiufungspunkt von 
Spitzen enthilt, oder allgemeiner, wenn jeder Punkt P, von ©, ein 
Haufungspunkt der Schnittpunkte der zugehérigen Tangente a, mit ihren 
Nachbartangenten ist. 

Die beiden Bedingungen sind aber auch hinreichend. Denn der Tat- 
sache, daB der Beriihrungspunkt P, von a, der einzige Haufungspunkt der 
Schnittpunkte von a, mit seinen Nachbartangenten ist, entspricht dual, dab 
die Tangente p, von A, die einzige Hiiufungsgerade der Verbindungslinien 
von A, mit seinen Nachbarpunkten ist. Also ist ©, tangierbar. Dann 
folgt aber von selbst aus der Stetigkeit von ©,, daB die Tangente von 
€, stetig variiert. 

Wir wollen deshalb jede stetig tangierbare Kurve, welche die beiden 
obigen Bedingungen 1) und 2) erfiillt, eine dualisierbare Kurve nennen. 

Die am SchluB des vorigen Paragraphen betrachteten differenzierbaren 


*) Vgl. hierzu die vorige Anmerkung. Wiire P iberhaupt nicht Hiufungspunkt 
der Q,, so wire ©, im entsprechenden Punkt sicher nicht stetig tangierbar. 
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und nirgendslinearen Kurven endlicher Klasse sind als Spezialfille in der 
Gesamtheit der dualisierbaren Kurven enthalten. 


41. Nach der zweiten Anmerkung von Nr. 40 folgt aus dem Nr. 38 
zitierten Kénigschen Satz, dab die Spitzen bei einer dualisierbaren Kurve © 
nirgends iiberall dicht liegen kénnen*). 

Da ferner nach Nr. 14 bei dualisierbaren Kurven die Wendepunkte, 
die nicht Haufungspunkte von Spitzen darstellen, reguliir und dual zu den 
Spitzen sind, so ergibt das Vorige zugleich, daB hier die Wendepunkte 
nirgends iiberall dicht liegen. 

Wir sehen also, daB © aus abzihlbarvielen Stiicken €,, die weder 
Spitzen noch Wendepunkte enthalten, und deren Hiufungspunkten besteht. 

Wir zeigen nun zuniichst: 

Hilfssatz: Eine im Endlichen gelegene Kurve & mit stetiger Tan- 
gente und ohne Spitzen zerfillt in endlich viele Teile &,, die, fiir sich 
betrachtet, keine mehrfachen Punkte besitzen. 

Beweis: Um jeden Punkt von & kann man ein endliches Kurven- 
stiick derart abgrenzen, dab die Variation der Tangenten innerhalb dieses 
Stiickes unterhalb der (fiir alle Punkte festen) endlichen WinkelgréBe 


a (< . ) bleibt. Nun teile man & in aufeinanderfolgende Kurvenstiicke &,, 


in denen die Tangentenvariation < @ ist, derart, dab dabei der Wert # 
selbst jedesmal erreicht wird. Dann kann es nur endlich viele solche 
Kurvenstiicke &, geben. Wiren es niimlich unendlichviele, so hiitten sie 
mindestens einen Haufangspunkt P auf der Kurve. Dann kénnte man 
um FP herum ein Intervall dp abgrenzen, in dem die Variation der Tan- 
gente <ée<@ ist. Es miiBten aber gleichzeitig innerhalb dp beliebig 
viele Stiicke &; vorhanden sein, in denen die Tangentenvariation = # ist. 

Jedes Stiick &,, fiir sich betrachtet, kann nun keinen mehrfachen 
Punkt D besitzen. Gibe es nimlich einen solchen, so betrachte man zwei 
aufeinanderfolgende in D liegende Kurvenstellen D(t,) und D(t,); deren 
Tangenten seien d(t,) und d(¢,), die héchstens einen Winkel = @ mitein- 
ander einschlieben. Man nehme nun eine Gerade g, die etwa senkrecht 
zur Halbierungslinie des <c (d(t,), d(f,)) steht. Dann wiirde das Kurven- 
stiick d = (D¢t,),- - -, D(t,)) mindestens eine zu g parallele Tangente g, ent- 
halten und es wire im Widerspruch zur Voraussetzung die Tangenten- 
variation > 7 >#. Also enthilt &, keinen mehrfachen Punkt. q. e. d. 


*) Die in einer stetig tangierbaren Kurve etwa vorhandenen unendlich vielfachen 
Punkte miissen, wie leicht ersichtlich ist, Hiufungspunkte von Spitzen sein. Daraus 
folgt schon, daB jede stetig tangierbare, also auch jede dualisierbare Kurve, etwa 
von einer nirgends dichten Menge abgesehen, stetig differenzierbar ist. 
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Wenden wir diesen Hilfssatz auf das Vorhergehende an, so ergibt 
sich, daB © aus héchstens abzahlbar vielen Stiicken €,, die weder Spitzen 
noch Wendepunkte noch mehrfache Punkte enthalten, und deren Hiufungs- 
punkten besteht. Derartige Kurvenstiicke ©, setzen sich aber nach einem 
Satze von A F. Mébius*) aus endlich vielen konvexen Bogen zusammen. 
Wir haben also jetzt den folgenden Satz erhalten: 

Satz: Die dualisierbaren Kurven bestehen aus hichstens abzihlbar vielen 
konvexen Bogen und deren Hiiufungsstellen.**) 


*) A. F. Mébius, Leipz. Ber. 2 (1848), S. 179/182 = Ges. Werke II, S. 188/187; 
genauere Beweise dieses Mébiusschen Satzes bei A. Kneser, Math. Ann. 41 (1898), 
8. 353/362 und J. Hjelmslev, a. a. 0. 8.473. Bei Mébius und Kneser ist der Satz 
unter etwas spezielleren Voraussetzungen iiber ©; bewiesen, wihrend Hjelmslev von 
€,; nur Differenzierbarkeit fordert. 

**) Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht; d.h. es gibt iiberall stetig diffe- 
renzierbare Kurven, die aus abzihlbar vielen konvexen Bégen und deren Grenzpunkten 
bestehen, ohne dualisierbar zu sein; Beispiel: 


y = x* sin ka 
x 
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Prefatory Note. 


(This prefatory note is intended merely to point out those features 
of the article which are likely to be of most interest to the reader who 
is pressed for time, and who is already familiar with the literature of the 
subject. The article proper begins with the Introduction.) 

The subject-matter of the present article is a new set of postulates 
for ordinary Euclidean three-dimensional geometry. The method employed 
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can be readily extended to Euclidean geometry of more than three 
dimensions, but is not so readily adapted to the study of projective 
geometry. 

The chief points of difference between the present set of postulates 
and the well known sets*) given by Pasch, Veronese, Peano, Pieri, Hilbert, 
Veblen, Schweitzer, and others, are: 1) the use of the solid body instead 
of the point as an undefined concept; 2) the extreme simplicity of the 
undefined relation of inclusion; 3) the systematic definitions of the straight 
line, the plane, and the 3-space, which can be readily extended, if desired, 
to space of m dimensions; and (4) the attempt to separate the ‘existence 
postulates’ from the postulates expressing ‘general laws’. 

In regard to this last point, a word of explanation may be desirable. 
By an ‘existence postulate’ we mean a postulate that demands the existence 
of some element satisfying certain conditions; as, for example, the pro- 
position that a line passing through a vertex of a triangle and any 
interior point must intersect the opposite side; or the proposition that 
through any point outside a given line it is always possible to draw at 
least one parallel. By a ‘general law’ we mean a proposition of the form: 
‘if such and such points, lines, etc. exist, then such and such relations 
will hold between them’; for example, the proposition that if B is between 
A and C, and X between A and B, then X is between A and C; or 


*) M. Pasch, Vorlesungen iiber neuere Geometrie, Leipzig 1882. 

G. Veronese, Fondamenti di Geometria a pit dimensioni, 1891, translated into 
German by A. Schepp, Grundziige der Geometrie, 1894. 

G. Peano, I Principii di Geometria, Turin 1889; also Sui fondamenti della 
geometria, in Rivista di Matematica 4, p. 51—90, 1894. 

M. Pieri, Della geometria elementare come sistema ipotetico deduttivo; mono- 
graphia del punto e del moto, Memorie della Reale Accademia delle Scienze di Torino, 
(2) 49, p. 173—222, 1899; also Sur la géométrie envisagée comme un systéme 
purement logique, Bibliotheque du Congrés international de Philosophie, Paris 1900 
3, p. 367—404. 

D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Gau8-Weber Festschrift, 1899; translated 
into English by E. J. Townsend, The Foundations of Geometry, 1902; third German 
edition, as vol. 7 of the series called Wissenschaft und Hypothese, (Leipzig 190%). 
In this third edition, the numbering of the axioms is slightly altered, in view of an 
article by E. H. Moore, 1902; Axiom II 4 of the original list is now omitted, and what 
was originally Axiom II 5 is now numbered II 4. 

O. Veblen, A system of Axioms for Geometry, Trans. Am. Math. Soc. 5 (1904), 
p. 343—384. Also, The Foundations of Geometry, in a volume called Monographs 
on Topics of Modern Mathematics relevant to the Elementary Field, edited by 
J. W. A. Young, p. 1—51, 1911. 

Another set of postulates, based on concepts not so closely connected with the 
present work, has been recently given by A. R. Schweitzer, A theory of geometrical 
relations, Am. J. of Math., 31 (1909), p. 365—410. 


34* 
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the proposition that if two distinct lines are parallel to a third line they 
are parallel to each other. Now in the usual development of the subject, 
the demonstration of many of the general laws is made to depend upon 
the use of existence postulates; for example, in proving the simplest laws 
of order for points on a line, Hilbert and Veblen use a ‘triangle transverse’ 
postulate, concerning the points of intersection of the sides of a triangle 
with a line in the plane. In the present treatment, on the contrary, the 
attempt has been made to separate the general laws from the existence 
postulates, and to prove all general laws, as far as possible, without the 
aid of auxiliarly ‘construction lines’. This restriction adds considerably to 
the difficulty of many of the proofs, but the attempt, though not completely 
successful, has a certain logical interest; and the lost simplicity of proof 
can be at once regained, if desired, by transposing the existence postulates 
to an earlier place in the list. 

Among the definitions, the most important is the new definition of 
linear segment (Def. 5), for on this definition, and the analogous definitions 
of triangle and tetrahedron, the whole theory is based. Attention may 
also be called to the definition of the mid-point of a segment (Def. 17), 
the definition of congruence (Def. 21), and to the fact that all metric 
properties are obtained directly in terms of the fundamental concepts, 
without the intervention of Cayley’s ‘absolute’. Also, the word ‘sphere’ 
may be replaced by ‘any convex solid’, except in the parts of the paper 
that deal with congruence. 

On the consistency of the postulates, see the end of Chapter Il, where 
an interesting geometry of points of finite size is exhibited. 

In regard to the independence of the posgulates, the ‘general laws’ are 
shown to be independent of each other, and the existence postulates are 
shown to be independent of each other and of the general laws. By 
slight changes in wording, it would be easy to secure ‘absolute’ indepen- 
dence for the combined list of general laws and existence postulates; but 
such changes would tend to introduce needless artificialities, from which 
the postulates as they now stand are entirely free. 

More important than the question of independence is the proof of 
the sufficiency of the postulates to determine a unique type of system; or, to 
use a phrase of Veblen’s, the proof that the postulates form a categorical 
set. Little attention seems to have been paid to this question except by 
the present writer in connection with the foundations of algebra*), and 


*) E. V. Huntington, A complete set of postulates for the theory of absolute 
continuous magnitude, Trans. Am. Math. Soc., 3 (1902), p. 264—279, and later papers. 
Compare also the forthcoming Lehrbuch der Algebra by A. Loewy. 
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by Veblen in connection with the foundations of geometry; and yet there 
appears to be no other way of proving that all the propositions of a 
science are deducible from a given set of postulates, than by showing 
that the postulates form a ‘sufficient’ or ‘categorical’ set. In the present 
article, the deductions from the postulates are carried just far enough to 
establish this ‘theorem of sufficiency’, which forms, in fact, a natural 
stopping place in any study of ‘foundations’. 

The previous authors to which the writer is chiefly indebted are 
Peano, Russell*), Hilbert, Veblen, and Schur**). 


The logical symbolism of Peano, although not employed in the paper 
as prepared for the press, has been of almost indispensable value in working 
out the details of the demonstrations. Without some such symbolism, it 
is almost impossible, in work of this sort, to avoid errors. 


The term ‘propositional function’, and the emphasis on the notion 
of the ‘variable’ (in the Introduction) are due chiefly to Russell. The 
convenient notation for the prolongations of a segment, the extensions 
of a triangle, ete., is taken from Peano. The ‘four-point postulate’ 
(Postulate 11) is the first half of a proposition suggested by Schur. The 
very simple proof of the commutative law of multiplication, by means 
of the Proposition about the three altitudes of a triangle, is also due to 
Schur. Postulate 14, the last of the postulates on congruence, was sug- 
gested by one of the assumptions in Veblen’s later list. The construction 
for drawing a line perpendicular to a given line is due to Hilbert. 

On avcount of the use of the solid body instead of the point as the 
fundamental variable, most of the pseudo-geometries given in the proofs 
of independence had to be new constructions. Example E5, however, is 
taken from Hilbert. 

The writer is also indebted to Mr. P. E. B. Jourdain, who has verified 
many of the demonstrations. 


Introduction. Plan of the article. 
This introduction is intended to explain the point of view adopted in 
the present article, and the nature of the principal results obtained. 


Fundamental concepis. We agree to consider a certain set of postulates 
(namely, the postulates stated in Chapter II), involving, besides the sym- 








*) B. Russell, Principles of Mathematics, 1903; A. N. Whitehead and B. Russell, 
Principia Mathematica, 1, 1911. See also Whitehead’s excellent popular Introduction 
to Mathematics, (‘Home University Library’, London 1911). 

**) F. Schur, Zur Proportionslehre, Math. Ann. 57 (1903), p. 205—208. 
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bols which are necessary for all logical reasoning, only the following 
two variables: 

1) the symbol K, which may mean any class of elements A, B, C,---; and 

2) the symbol R, which may mean any relation A R B, between two 
elements. 

These postulates are not definite propositions — that is, they are not 
in themselves either true or false. Their truth or falsity is a function 
of the logical interpretation given to the variables K and R, just as the 
truth or falsity of a conditional equation in algebra is a function of the 
numerical values given to the variables in such an equation. They may 
therefore be called ‘propositional functions’ (to use a term of Russell's), 
since they become definite propositions (true or false) only when definite 
‘values’ are given to the variables K and R. 

For example, if we give K and R the following values: 

1) K = the class of ordinary spheres (including the null spheres); 

2) R= the relation of inclusion (so that ‘A R B’ means ‘A inside 
of B’); 
then all the postulates will be found to be true; but if K and R have 
the values assigned to them in any one of the examples given in Chapter IV, 
as a instance: A r, 


K = 7" class comprising nine ordinary numbers, namely: 44 3, 5, 
“0, f £5 A, FP 

2) R= the relation ‘factor of’; 
then at least one of the postulates (here Postulate 4) will be found to 
be false. 

Having this set of postulates before us, we agree to consider their 
logical consequences, that is, the theorems which can be deduced from 
them by the processes of formal logic without reference to any particular 
determination of the variables K and R. 

These derived theorems, like the original postulates, will be pro- 
positional functions, whose truth or falsity depends on the values given 
to the variables K and R. All that the process of logical deduction tells 
us, is that if the original postulates are true for certain values of the 
variables, then all the derived theorems will be true for the same values. 
In other words, if any given system (K, R) has all the properties stated 
in the postulates, then it will also have all the properties stated in the 
theorems. 


Definition of abstract geometry.*) The body of theorems thus deduced 
*) We confine ourselves here to ordinary Euclidean three-dimensional geometry; 


sets of postulates for other varieties of geometry may be obtained by suitable modi- 
fications of the set here given. 
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from the given set of postulates constitutes an abstract deductive theory, 
which, in view of the familiar example already mentioned, may properly 
be called abstract geometry; and any given system (K, R) — for example, 
the system: K = the class of spheres, R = the relation of inclusion — 
which satisfies all the postulates may then be called a concrete geometrical 
system, or simply, a concrete geometry. 

Applied geometry. Abstract geometry, as thus defined, is a purely 
mathematical theory, which will apply equally well to all ‘geometrical 
systems’, wherever such systems may be discovered. 

For example, it is conceivable that in the field of Economics, or of 
Botany, a class K and a relation R might be discovered, which would 
satisfy all the postulates of Chapter IJ, and which would therefore form 
a geometrical system. 

It is important to notice, however, that the question whether any 
given system (K,R) does actually possess the properties enumerated in 
the postulates, is not (except in the arithmetical case mentioned below) 
a question of pure mathematics, but rather a matter for observation and 
experiment. Thus, the abstract theory of geometry as such gives us no 
information whatever about the nature of perceptual space, any more 
than it does about the facts of Economics or Botany: all that it tells 
us is that if any system (K, R), wherever it may be found, is rightly 
judged to possess the properties mentioned in the postulates, then it will 
necessarily possess also the properties mentioned in the theorems. 

Furthermore, the only systems (K, R) about which such a judgment 
can be made with assured accuracy are the systems whose elements are 
purely numerical, that is to say, purely logical; in all other cases, our 
observations are only approximate, and in all such cases the conclusions 
reached by the application of geometric theory — even though the process 
of inference is perfectly rigorous — are of course no more accurate than 
the premisses on which they are based. 

Consistency of the postulates. The first question to be asked con- 
cerning any set of postulates such as that which we are here considering, 
is this: Does any system exist which satisfies all the postulates? If the 
existence of any such system can be established, then the postulates are 
said to be consistent, and no theorems deduced from them can ever lead 
to contradiction. 

In the present case, we have already mentioned one system (K, R) 
as satisfying all our postulates, namely, the system: K = the class of 
spheres, and R= the relation of inclusion; but if we mean by ‘sphere’ 
and ‘inclusion’ the common notions given by observation of perceptual 
space, then our judgment that this system satisfies all the postulates can 
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be only approximate, and the system does not provide a satisfactory proof 
of the consistency of the postulates. If, however, we use ‘sphere’ and 
‘inclusion’ in the sense in which these terms are used in analytical geo- 
metry (see the end of Chapter II), then we have a strictly numerical 
system, which certainly exists, and which can be shown to satisfy all 
the postulates with absolute accuracy. The consistency of the postulates 
is thus completely established. 

Separation of general and existence postulates. The list of postulates 
given in Chapter II will be found to be divided into two groups, the 
first containing the ‘general laws’ (Postulates 1—18), and the second 
containing the ‘existence postulates’ (Postulates E 1—E7). 

These two groups of postulates play quite distinct réles in the 
development of the subject, and the attempt to keep them separate from 
the start is not without logical interest. (Compare, however, the remarks 
under Theorem 15.) 

Independence of the postulates. A second question to be asked is: Are 
the postulates independent? that is, are we sure that no one of them is 
merely a consequence of the rest? 

To answer this question, we exhibit, in Chapter 1V, a list of ‘pseudo- 
geometries’, by which it is shown that the ‘general laws’ are independent 
of each other, and also that the ‘existence postulates’ are independent of 
each other and of the general laws. 

Sufficiency of the postulates to determine a unique type uf system. A 
third and most important part of our work is to show that any two systems 
(K, R) which satisfy all the postulates are formally equivalent, or isomorphic, 
with respect to the variables K and R. This means that if (K’, R’) and 
(K”, R”) are any two ‘geometrical systems’ — that is, any two systems 
that satisfy all the postulates — then it is possible to set up a one-to- 
one correspondence between the elements A’, B’, C’,--- of K’ and the 
elements A”, B”, C”,--- of K” in such a way that whenever A’ and B 
in one system satisfy the relation A’ R’ B’, then the corresponding elements 
A” and B” in the other system will satisfy the relation A” R” B”. By 
the establishment of this isomorphism, we show that any theorem involving 
only the two variables K and R, which is true in one of the systems will be 
true in the other also; hence all the systems (K, R) which satisfy the 
postulates may be said to belong to a single type. 

With the proof of this theorem, the series of deductions which we 
draw from the postulates is brought to a natural conclusion; and in view 
of this theorem, we may then define abstract geometry as the study of the 
properties of a particular type of system (K, R), namely, that type which is 
completely determined by the Postulates 1—18 and E1—E7. 
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Chapter I. 
Definitions. 


As explained in the introduction, the only variables that are involved 
in our set of postulates are the class K and the relation R, and it is 
theoretically possible to express every theorem of geometry explicitly in 
terms of these variables. 

In order, however, to avoid tedious repetitions of certain combinations 
of these symbols, it is necessary to replace these combinations by single 
terms, which are introduced by definition, for the sole purpose of ab- 
breviation. 

For convenience of reference, all the definitions that we shall require 
are collected together in the present chapter. In framing 4hese definitions 
we have freely used the terminology suggested by the particular inter- 
pretation of the variables K and R with which we are most familiar, namely, 
K = the class of spheres, and R = the relation of inclusion; but it must 
be constantly borne in mind that the meaning of all words (such as 
‘point’, ‘segment’, ‘line’, etc.) which are here defined in terms of K and 
R, will vary with varying interpretations of K and R, and that as far as 
the definitions are concerned, K and R may stand for any class and any 
relation that we please. 

(In this connection the list of ‘pseudo-geometries’ in Chapter IV will 
be found instructive.) 


Spheres, and the relation of inclusion. 


Definition 1. If A is an element of the class K, then A shall be 
called an abstract sphere, or simply a sphere. 

Definition 2. If ARB, we shall say that the sphere A is within 
the sphere_R, or that B contains A. 

Definition 3. Suppose A R B and BRA are both false; two cases 
can then occur. 1) If there is no sphere X such that X R A and X R B, 
then A and B are called mutually exclusive, or each outside the other; 
while 2) if there is some such sphere X, then A and B are said to 
overlap. 

Points. 


Definition 4. If A is a sphere, and if there is no other sphere X 
such that X RA, then A is called an abstract point, or simply a point. 
That is, a point is any sphere which contains no other sphere within it. 

It may be noticed that there is nothing in this definition, or in any 
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of our work, which requires our ‘points’ to be small; for example, a per- 
fectly good geometry is presented by the class of all ordinary spheres 
whose diameters are not less than one inch; the ‘points’ of this system 
are simply the inch-spheres. (Compare the example given at the end of 


Chapter IL) 


Segments, and the straight line. 


The following definition is of central importance in the entire theory. 

Definition 5. Let A and B be any given points. If X is a point 
such that every sphere which contains A and B also contains X, then X 
is said to belong to the segment [AB] or | BA). 

The segment [AB] is thus a class of points, 
uniquely determined by A and B. The points A 
and B belong to the segment, and are called its 
end-points. If we exclude the end-points, the class 
that remains is called the interior of the segment [AB], and may be 
denoted by (AB). If (AB) is the null class, the segment [AB] may be 
said to be hollow. . 

Definition 6. Besides the class [AB], two other classes, called the 
prolongations of [AB], are determined by the points A and B, according 
to the following scheme. 





Fig. 1. 





then X is said and called the Its boundary 


If X i int belongs to the 
ee ee to belong to a prolongation of | consists of the 


such that segment 








class denoted by | [AB] beyond point 
A [BX] [AB] | A A 
B [A X] [BA’] B B 


} 





(This notation, which is due in its essential elements to Peano, is 
easily remembered if we observe that {A B’] contains A, and [BA’] con- 
tains B; that is, in each case the letter which is 

B) not modified by an accent represents a point which 
belongs to the class in question.) 

If we exclude from |AB’| and [BA’] the 
boundary points A and B, the classes that remain may be called the 
interiors of the prolongations, and may be denoted by (AB’) and (B4A’), 
respectively; and if either of these interiors is the null class, the corre- 
sponding prolongation may be said to be hollow. 

The following special terminology will also be found to be convenient. 

Definition 7. In a set of two or more classes like [AB], [AB’], 
etc., if no two of the classes have any point in common (unless it be a 


Fig. 2. 
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common boundary point, represented by an unaccented letter that appears 
explicitly in both symbols), then the classes may be said to form a simple 
set of non-overlapping regions, and the logical sum of such a set may be 
called a simple sum. 

We can now define the line AB as a class of points uniquely deter- 
mined by A and B, as follows. 

Definition 8. If A and B are two distinct points, the line AB is 
the class of all points which belong to the segment [4B] or to either 
of its two prolongations. Three points are said to be collinear, if any one 
of them belongs to the line determined by the other two. 


[AB’] [AB] or [BA] [BA’] 
-  — —_ 

Definition 9. The line AB is said to be divided by the point A 
inte two half-lines, or rays, one containing the regions [AB] and [BA’] 
in which B occurs without accent, and the other containing the region 
[A B’] in which B’ occurs with the accent. Two points of the line are 
said to be on the same side of A or on opposite sides of A according as 
they belong to the same half-line or to different half-lines. In a similar 
way, the line is said to be divided by the point B. 


Triangles, and the plane. 


The following definitions, 109--14, for the plane are precisely ana- 
logous to the definitions 5—9 for the straight line. 

Definition 10. If X is a point such that every sphere which con- 
tains A, B, and C, also contains X, then X is said to belong to the triangle 
[A BC}. 

The triangle includes the points A, B, C which are called its vertices, 
and the segments [AB], [AC], and [BC], which are called its sides. The 
interior of the triangle, excluding the points of the sides, is denoted by 
(ABC). If the class (ABC) is a null class, the triangle is said to be 
hollow. 

We next define certain ‘extensions’ of the triangle, which are to be 
analogous to the ‘prolongations’ of a segment. In order to exhibit this 
analogy in its clearest form, we first observe that the definition of a 
prolongation of a segment may be worded as follows: ‘If X is a point 
such that one element of the boundary is incident with the figure formed 
by joining X with the opposite element of the boundary, then X is said 
to belong to a class denoted by’ etc. Now in the case of a triangle, the 
elements of the boundary are of two kinds, the three vertices, A, B, C, 
and the three sides, [AB], [AC], [BC]; hence the desired definitions will 














532 E. V. Huntixeton. 


be obtained by associating each vertex with the opposite side, and each 
side with the opposite vertex, as in the following scheme. 
Definition 11. 








If X is —— then X is said to | This class is called | Its boundary consists 
| @ point a th belong to aclass| the extension of : : 
such that “ent wit denoted by ([ABC] beyond the of the points of 

A [BCX] [A B’C’} vertex A [AB], [AC] 

B [ACX] [B A’C’} oe = [BA’], [BC’] 

Cc [A BX] [CA’B’} a» [CA’], [CB] 
[AB] [CX] [ABC’] side [A B] [AB], [AC’], [BC’] 
[4c] | [BX] | [ACB] » [AC] [AC], [AB’], [CB] 
[BC] [AX] [BCA’| » [BC] [BC], [BA], [CA’] 








The first three of these classes, [A B’C’],---, are called the vertical 
extensions of the triangle, and the last three, {4 BC’], ---, the lateral ex- 
tensions. The points named as the ‘boundary’ of each class will them- 
selves belong to that class in any system in which 
Postulates 1—2 are valid. The interiors of the 
several regions, excluding the points of the boundary, 





are denoted by (AB’C’),---, (ABC’),---, re 
spectively. 
By an immediate extension of the terminology 
Vig. & adopted in Definition 7,we have: 


Definition 12. In a set of two or more classes 
like [ABC], [ABC’], ete., if no two of the classes have any point in 
common (unless it be a point of a common boundary, represented by 
letters that appear explicitly in both symbols), then the set of classes 
may be called a simple set and their logical sum a simple sum. 

For example, [BA’C’} and [BC A’] have the common boundary [BA’}; 
if they have no other point in common, they form a simple set. 

We now define the plane ABC as a class of points uniquely deter- 
mined by A, B, and C, as follows. 

Definition 13. If A, B, and C are three points not in the same 
line, the plane ABC is the class of all points that belong to the triangle 
[ABC] or to any one of its six extensions. Four points are said to be 
coplanar, if any one of them belongs to the plane determined by the 
other three. 

Definition 14. The plane ABC is said to be divided by the line 
AB into two half-planes, one containing the four regions in which C 
oceurs without accent, the other containing the three regions in which C” 
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occurs with the accent. Similarly, the plane is divided by the line AC and 
by the line BC. 

Before passing to the analogous definitions of a space ABCD, it 
will be convenient to introduce at this point definitions concerning parallel 
lines and the congruence of segments. On this arrangement, all the defi- 
nitions required for the special case of geometry of two dimensions will be 
found in consecutive order. 


Parallel lines. 


Definition 15. Suppose we are dealing with a system (K, R) in 
which the ‘planes’ have all the properties demanded by Postulates 6—8. 
Then if two lines AB and CD lie in the same plane, and have no point 
in common, they are said to be parallel, and we write: AB || CD. 

To indicate that two lines AB and CD are either parallel or coin- 
cident, we shall use the notation AB ~ CD. 

Definition 16. If AB|| CD and BC|| DA, then the four points 
A, B, C, D are said to form a parallelogram, of which [AC] and [BD] 
are the diagonals. 

By the aid of parallel lines, we now define the mid-point of a segment, 
as follows. 

Definition 17. Let [AB] be any given segment. If there is a 
parallelogram AXBY of which [AB] is one diagonal, 
and if the other diagonal intersects [AB] in M, then M 
is called a middle point of the segment [AB]. If there 
is only one such point M (as will always be the case in 
every system in which Postulates 1—11 are valid), then 
M is called the mid-point of |AB|, and we write: 
M =wmid AB. In this case the segment [AB] is said to be bisected atM. 


Fig. 4. 


The center of a sphere. 


In order to define the ‘center’ of an (abstract) sphere, we first define 
the points ‘on the surface’ of a sphere, as a subclass among the points 
that are within the sphere. 

Definition 18. If A and B are within a sphere S, and if all points 
of the prolongations (A B’) and (BA’) are outside of S, then the segment 
[AB] is called a chord of the sphere S. wr 

Definition 19. If A is an end-point of any . —— 
chord of a sphere S, then A is said to lie on the 
surface of the sphere. 

Definition 20. If O is a point within a sphere 


Fig. 5. 
S, and if every pair of chords which intersect at O ’ 
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are the diagonals of a parallelogram, then O is called the center of the 
sphere. 

Any chord through the center is called a diameter, and is bisected 
at the center. Either half of a diameter is called a radius. 


Congruence of segments. 


By the aid of the two notions of the mid-point of a segment and 
the center of a sphere, we can now define the relation of congruence 
between two segments, as follows. 

Definition 21. Two segments [AB] and [CD] are called congruent 
— in symbols, AB = CD — when and only when one of the following 
conditions is satisfied: 

1) If the two segments [A B| and [CD] are on the same line, then we 
must have either [AB] =[CD), or mid AC = mid BD, or mid AD = mid BC; 
and if they lie on parallel lines, then they must be opposite sides of a 
parallelogram. 

2) If they have a common end point (or a common mid-point), but 
do not lie on the same line, then they must be radii (or diameters) of 
the same sphere. 

3) If they do not lie on the same line or on parallel lines, and do 
not have a common end-point or a common mid-point, then there must 
be two segments [OX] and [OY] which are congruent to the given 

segments according to 1), and congruent to each other 
according to 2) 


y According to this definition, all the radii of a given 

sphere are obviously congruent; hence, all the points on the 

mi, surface of a sphere may be said to be equidistant from the 
center. 


It will be noticed that congruence according to 1) is connected 
with the idea of translation, and that according to 2) with the idea of 
rotation — these two ideas being necessarily involved in any adequate 
definition of congruence. 


Perpendicular lines. 


Definition 22. If the diagonals of a parallelogram are congruent, 
the parallelogram is called a rectangle, and a triangle which forms half 
of a rectangle is called a right triangle. 

Definition 23. Two lines that intersect at a point O are called 
perpendicular, if every segment which joins a point of one line with a 
point of the other is the diagonal of a rectangle with one vertex at 0. 
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The number line. 

The following definitions will be useful when we come to introduce 
coordinates into our system. 

We select any fixed line OU as a special line to which reference 
will be made in future operations, and we call this line the number line, 
the point O the zero point, and the point U the unit point. 

It is to be understood that any line will answer the purpose of the 
number line; but when once chosen it must remain fixed during the course 
of any particular investigation. 

Definition 24. If A and B are any two points 
on the number line OU, and if X is another point on 
that line such that mid OX = mid AB, then X is called 
the sum of A and B, and we write X = A+ B. 

Definition 25. Let A and B be any two points on 
the number lineOU, and let P be any convenient point not on that line. 
If a line throughB parallel to UP meets OP in Q, and if a line through 
Q parallel to PA meets OU in Y, and if this point 


Y is independent of the particular choice of the 
auxiliary point P, then Y is called the product of 
A and B; and we write Y= A> B. In particular, 





we write A>< A = A’. K 
Definition 26. If A and B are any two U 

points on the number line OU, and if (according P 

to a readily understood meaning) the direction 

from A to B is the same as the direction from 

O to U, then we say that A precedes B, and rie. 6 


write: A < B. 
A point X on the number line is called negative or positive according 
as it precedes or follows the zero point. 


Tetrahedra, and the space. 


We now return to the Definitions 5—9 for the straight line, and 
Definitions 10—14 for the plane, and proceed to carry tlfe analogy of 
these definitions one step further, into three dimensions. The following 
definitions 27—31 do not involve in any way the notions introduced in 
definitions 15—26. 

Definition 27. If X is a point such that every sphere which con- 
tains A, B, C, and D, also contains X, then X is said to belong to the 
tetrahedron {|ABCD). 

The tetrahedron includes the vertices A, B, C, D, the edges [AB], [AC], 
[AD], [BC], [BD), [CD], and the faces [ABC], [ABD], [ACD], and 
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[BCD], which form its boundary. The notation (ABCD) is used as be- 
fore to denote the interior of the class [ABCD], exclusive of the points 
on the faces. 

In order to follow the analogy explained in connection with Defi- 
nition 11, we notice that the boundary of a tetrahedron consists of 14 ele- 
ments, namely: four vertices, six edges, and four faces. By associating 
each of these elements with its ‘opposite’ element, we obtain the 14 ‘ex- 
tensions’ of a tetrahedron, as follows. 

Definition 28. 





then X is 


If X is . . . gaid to be-| This class 
a point 18 1DCl- 


such dent with 


; Its boundary consists 
long to a _ is called one 





of the points of 





class deno- of the 
that ted by 
A [BCDX]| [AB‘’C’D’] | 4 vertical ex- [ABC’], [AB’D’], [ACD] 
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[ABC]| [DX] [ABCD 4 facial ex- 





[ABD], [ACD], [BCD'] 
\tensions of the ers 
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The points named as the ‘boundary’ of each class will themselves 
belong to that class in any system in which Postulates 1—2 are valid. 
The notations (A B’C’D’), ---, (ABC'D’), ---, (ABCD, --- 
are used as before to denote the inéeriors of the several 
regions. 

Definition 29. A simple set of non-overlapping regions 
is a set having properties analogous to those given in De- 
finition 12. 

Definition 30. If A, B,C, D are four points not in 
the same plane, the space ABCD is the class of all points 
which belong to the tetrahedron [A BCD] or to any of its fourteen extensions. 

Definition 31. A space ABCD is said to be divided into two 


halfspaces by each of the planes ABC, ABD, ACD, and BCD. (Com- 
pare Definition 14.) 


Fig. 9. 
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Parallel planes and lines. 


Definition 32. A line and a plane, or two planes, are said to be 
parallel if they belong to the same space and have no point in common. 

All these definitions 1—32 are expressible directly in terms of the 
fundamental variables K and R. 


Chapter IL. 
The Postulates. 


In this chapter we enumerate the postulates which form the subject 
of discussion in the present article. Postulates 1—18 are ‘general laws’; 
Postulates E1—E7 are ‘existence postulates’. 

All the postulates are expressible in terms of the two fundamental 
variables K and R, by Definitions 1—32. 


General laws for spheres and points (see Defs. 1—4). 


Postulate 1. Let A, B, C be any (abstract) spheres. If A is within 
B and B within C, then A is within C. 

Postulate 2. If A is within B, then A and B are distinct. 

Postulate 3. a) If the class of spheres which contain the point A 
is the same as the class of spheres which contain the point B, then A= B. 
b) If the class of points within a sphere S is the same as the class of 
points within a sphere 7, then S — 7. 


General laws for the straight line (see Defs. 5—9). 


Postulate 4. If X is a point of the segment [AB], then | AB] is 
the ‘simple sum’ of the two segments [AX] and | BX]. 


Postulate 5. If two lines have two distinct points in common, they 
coincide. 


General laws for the plane (see Defs. 10—14). 


Postulate 6. If X is a point of the triangle [A BC], then [ABC] 
is the ‘simple sum’ of the three triangles [A BX], [ACX], and [BCX]. 

Postulate 7. If the segment [X Y] intersects the segment [AB], 
then the triangles [A BX] and [ABY] have no point in common except 
the points of [AB]. 

Postulate 8. If two planes have three non-collinear points in common, 
they coincide. 
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General laws for parallel lines (see Defs. 15—17). 

Postulate 9. If two lines are parallel to a third line, they are 
either parallel or coincident. 

Postulate 10. If AB and CD are parallel lines, then no one of 
the four points A, B, C, D lies within the triangle formed by the other 
three. 

Postulate 11. (‘Four-point postulate’) Let A, B, C, D be any set 
of four points, no three of which are collinear, and A’, B’, C’, D’ any 
other set of four points, no three of which are collinear; and consider 
the two sets of six lines, 

AB, AC, AD, BC, BD, CD and A'B’, A'C’, A'D’, B'C’, BD’, C'D, 
which these points determine. If the first five lines of one set, taken in 
order, are parallel to (or coincident with) the first five lines of the other 
set, taken in the same order, then the remaining sixth line of the first 
set will be parallel to (or coincident with) the remaining sixth line of 
the other set. That is, if AB~ A’B’, AC~A'C’, AD~A'D’, BC~ BD 
and BD ~ B’D’, then also CD ~ CC’). 

This postulate was suggested by a remark of Schur’s (loc. cit.) and 
takes the place of the special form of Desargues’ Theorem used by Hilbert. 


General laws for congruence (see Defs. 18—21). 
Postulate 12. If AB=CD and CD= EF, then AB= EF. 
Postulate 13. If the surfaces of two concentric spheres are cut 

by one radius in A and X, and by another radius in B and Y, then 
[AX] =[BY}. 

In other words, the portions of two radii intercepted between the 
surfaces of two concentric spheres are congruent. 

Postulate 14. Let A, B, C, X be four points of which the first 
three are collinear, and let A’, B’, C’, X’ be another set of four points 
of which the first three are collinear; and consider the two sets of six 
segments determined by these points. Then if 

AB=AB', AC=AC', BC=PBC', AX= AX’, and BX= PX’, 
we shall always have also CX = C’X’. 


This postulate was suggested by Assumption 11 in Veblen’s latest 
list (1911); loe. cit. 


General laws for space (see Defs. 27—32). 


Postulate 15. If X is a point of the tetrahedron [ABCD], then 
[ABCD] is the ‘simple sum’ of the four tetrahedra [A BCX], [ABD X], 
[ACDX], and [BCDX]. 
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Postulate 16. If the segment [X Y] intersects the triangle [A BC], 
then the tetrahedra [A BCX] and [ABC Y] have no point in common 
except the points of [A BC]. 

These postulates 15 and 16 are precisely analogous to Postulates 6 
and 7 for the plane. Instead of the exact analogue of Postulate 8, however, 
we choose the following stronger postulate, which limits the system to 
three dimensions. 

Postulate 17. If ABCD is a space, then every point belongs to 
this space. 


The following postulate is analogous to Postulate 10. 


Postulate 18. If a line XY is parallel to a plane ABC, then no 
one of the five points A, B, C, X, Y belongs to the tetrahedron formed 
by the other four. 


Existence postulates (see Defs. 1—32). 


Having thus completed the list of ‘general laws’, we now give the 
‘existence postulates’. 

Postulate E1. There are, in the class K, at least two distinct points. 

Postuiate E2. If AB is a line, there is a point X not on that line, 

Postulate E3. If AB is a line, and C a point not on that line, 
then there is a point X such that CX is parallel to AB. 


A system in which this Postulate E3 is satisfied may be called a 
system in which parallel lines may be freely drawn. In general, it is only 
in such systems that the definitions relating to congruence (Defs. 18—23) 
have any meaning. 

Postulate E4. If [AB] is any segment in a system in which 
parallels can be freely drawn, then on any half line OP there is a point 
X such that the segment [0X] = [AB]. 

That is, any given segment can be ‘laid off’ on any given half-line. 

Postulate E5. If S,, S,, S,,--- is an infinite sequence of spheres, 
each of which lies within the preceding one, then there 
is a point X which lies within them all. 

This is a simple modification of Dedekind’s postulate 
concerning classes of points on a line. 

The following postulate is made necessary by the fact 
that we have taken the solid sphere instead of the point 
as our fundamental variable. 

Postulate E6. If any sphere has a center, then every sphere has 
a center (see Defs. 18—20), provided, of course, that it is not itself 
a point. 
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Finally, to give the system three dimensions we must have: 

Postulate E7. If ABC is a plane,. there is at least one point not 
in that plane. 

As we shall show in Chapter III, these Postulates 1—18 and E1—E7, 
are sufficient to determine completely the abstract theory of ordinary Euclidean 
three-dimensional geometry. 

To obtain a corresponding set of postulates for two dimensions, we 
have simply to omit Postulates 15—18, and replace Postulate E7 by its 
negative; in this case the most natural interpretation of ‘abstract sphere’ 
would be ‘circle’ instead of ‘sphere’. 


Consistency of the postulates. 


In order to give a rigorous proof of the consistency of these postu- 
lates, we must construct, out of purely numerical materials, a system (K, R) 
which will satisfy them all. 

To do this, let S(a, b,c, r) denote the class of all triads of real 
numbers z, y, 2, which satisfy the equation 


(a —a)*+ (y—b)*? + (e—c)?<r’, 
where a,b, c,r are real numbers, and r is not less than a certain fixed 
number g (positive or zero). 


We take as our class K the totality of all such S’s, and we define 
the relation R between any two of these S’s by agreeing that 


S(a’, b,c, r’) R S(a", b”, e’, r”) 
when and only when ++?" and every triad z, y, 2 which satisfies the 
relation 
(c—a) +(y—bY + (e-—cy <r? 
satisfies also the relation 
(x—a" P+ (y—b’P + (2—e" P< rv”? 


In this system (K, R), the ‘points’ are the elements of the form 
S(a, b,c, g); and it is not hard to show that all the postulates are satisfied. 

In the language of analytic geometry, this system is simply the 
system of spheres whose radii are not less than g, where, in the most familar 
case, g= 0. It is interesting to observe, however, that any other value 
of g is equally legitimate, so that we may speak of a perfectly rigorous 
geometry in which the ‘points’, like the school-master’s chalk-marks on the 
blackboard, are of definite, finite size, and the ‘lines’ and ‘planes’ of definite, 
finite thickness. 
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Chapter Ill. 


Theorems. 


In this chapter we give such theorems as are necessary for the proof 
of the sufficiency of the postulates to determine a unique type of system. 
To avoid interruption in reading, the proofs of the theorems (when any 
proofs are needed) are given separately in the Appendix. After each 
theorem, the postulates on which the proof depends are stated in paren- 
theses. 


Spheres and points. 


Theorem 1. (By 1, 2.) If a sphere A is within a sphere B, then 
B is not within A. 

Theorem 2. (By 1, 2.) If A and B are any two distinct spheres, 
then one and only one of the following three relations will hold: 1) one 
of the spheres is within the other; or 2) they are mutually exclusive; 
or 5) they overlap. 

Theorem 3. (By 1, 2.) If A is a point, and S is any sphere which 
is not a point, then A is either within S or outside of S; that is, the 
case of ‘overlapping’ cannot occur. Further, if A and B are two distinct 
points, they are mutually exclusive. 


The straight line. 


Theorem 4. (By 1—3.) If the endpoints of a segment coincide, 
the segment contains no other points; that is, [AA] = A. 

Theorem 5. (By 1—4.) The segment [AB] and its two prolon- 
gations [A B’] and [BA’] form a ‘simple set of non-overlapping regions’. 
so that the line AB is the ‘simple sum’ of these three regions. 

Theorem 6. (By 1—5.) If X and Y are two distinct points of a 
line AB, then the line XY will contain A and B, and hence be iden- 
tical with the line AB. 

Theorem 7. (By 1—5.) If three points are on a line AB, then 
one of them is on the segment formed by the other two. 

This theorem expresses the necessary and sufficient condition that 
three points shall be collinear. 

From these postulates and theorems, all the ‘general laws’ of order 
for points on a straight line can be deduced; that is, in so far as points 
exist at ali on a given line, they will have the proper relations of order. 
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The plane. 

Theorem 8. (By 1—3.) If the vertices of a triangle coincide, the 
triangle contains no other points; that is [AAA] = A. 

[Theorem 9a. (By 1—6.) The triangle [A BC] and its three vertical 
extensions form a simple set of non-overlapping regions. | 

Theorem 9. (By 1—7.) The triangle [ABC] and all its six ex- 
tensions, [A B’C’], ---, [A BC’), ---, form a simple set of non-overlapping 
regions, so that the plane ABC is the simple sum of these seven regions. 
(Proof by considering six possible cases.) 

Theorem 10. (By 1—8.) If X, Y, and Z are three non-collinear 
points of a plane ABC, then the plane X YZ will contain A, B, and C, 
and hence be identical with the plane ABC. 

Theorem 11. (By 1—8.) If four points are in a plane ABC, then 
either: 1) one of them belongs to the triangle formed by the other three; 

or 2) the segment joining two of them intersects the 


B me segment formed by the remaining two. 
A This theorem expresses the necessary and suf- 
Vig. 11. ficient condition that four points shall be coplanar. 
(Peano, loc. cit.) 
Theorem 12. (By 1—8.) If X and Y are two distinct points in 
a plane ABC, then every point of the line XY will belong to the plane 
ABC. 

From these postulates 1—8 the following further theorems can be 

deduced, without the aid of any of the existence postulates. 

Theorem 13. (By 1—8.) In the triangle [ABC], if X is on the 
side opposite A, and Y on the side opposite B, then the 
segments [AX] and [BY] will have a common point. 

To establish this theorem 13, we consider the point X 

Fig. 12. in relation to the triangle [A BY], and show, by a process of 
exclusion, that X must lie in the lateral extension |B YA’); 

hence, by Definition 11, the segments [AX] and [BY] must intersect. 

Theorem 14. (By 1—8.) If X and Y are points in the interior of 

any one of the seven compartments of a plane ABC, then every point 
of the segment [XY] is in the interior of the same compartment. 


Parallel lines. 
Theorem 15. (By 1—9.) Through a given point, there is not more 
than one line parallel to a given line. 
This theorem shows that Postulate 9, although stated in the form 
of a ‘general law’, nevertheless enables us to infer the ‘existence’ of points 
of intersection of many lines. It might perhaps be called an existence 
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postulate in disguise. The same remark applies to several other postu- 
lates, as, for example, to Postulate 10, which gives us the following 
theorem. 


Theorem 16. (By 1—10.) If two parallel lines are given, and if 
A, B are any two points of one, and X, Y any two points of the other, 
then either [AX] and [BY], or else [AY] and [BX], will have a 
common point. 


The following theorems depend upon the ‘four-point postulate’. 


Theorem 17. (By 1—11.) A segment cannot have more than one 
middle point. Hence, the diagonals of every parallelogram bisect each other. 

Theorem 18. (By 1—11.) If mid AX = mid AY, then X = Y. 

That is, if one end of a segment is changed while the other end is 
held fast, then the middle point will be changed. 

The proof of this theorem 18 may be made to depend on the following 
lemma. 

Lemma for Theorem 18. (By 1—11.) If a given plane contains at 
least one parallelogram ABCD, with its middle point M, and at least 
one other point EF distinct from A, B, C, D, and M, then every segment 
in the plane will be the diagonal of a parallelogram in the plane, and 
hence will have a middle point; and further, throughout the plane, a 
parallel can always be drawn to any given line through any given point 
not on that line. 

All the preceding theorems have been obtained from Postulates 1—11, 
without the use of any of the existence postulates. If now we add Postu- 
lates E1—E3, we have the following theorems concerning 


existences 

Theorem 19. (By 1—11, E1—E3.) If a point P is in D> 
the interior of a triangle [A BC], then the line A P intersects Fig. 13. 
the opposite side (BC), 

This Theorem 19, together with Theorem 13, were used as postulates 
by Peano. 

Theorem 20. (By 1—11, E1—E3.) If [ABC] is a triengle, and 
E is on (BC), and D on the prolongation (BA’), then the 
line DE will meet the side (AC) in a point F. 

This is the ‘triangle transverse axiom’ in' the form E 
used by Veblen. 

Theorem 21. (By 1—11, E1—E3.) If [AB] is a - 
segment, there are points on the prolongations(A B’) and(B A’). 

Theorem 22. (By 1—11, E1—E3.) The following constructions are 
always possible: 
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1) to draw a line parallel to a given line through any point not on 
that line; 


2) to bisect a given segment; 
3) to extend a given segment to double its length. 


Congruence, and perpendicularity. 


Theorem 23. (By 1—12.) The relation of congruence is reflexive, 
symmetrical, and transitive. 

Theorem 24. (By 1—12.) If X is on [OA], and [OX]=[0OA}, 
then X = A. 

That is, on a given half-line 0A, not more than one segment [0X] 
can be laid off congruent to a given segment. 

Theorem 25. (By 1—13.) If A, B,C are collinear, and if 4’, B, C 
are collinear and in the same order as A, B, C, then whenever A B= A’ BR 
and AC = A’C’, we shall always have BC = B’C’. 

Briefly stated, this theorem tells us that the sums of congruent 
segments are congruents 

Theorem 26. (By 1—14.) Let two given lines meet in 0. If any 
segment [XY], joining a point of one of the lines with a point of the 
other, is the diagonal of a rectangle having one vertex at O, then every 
such segment will have the same property, and the lines will be per- 
pendicular. 

Theorem 27. (By 1—14.) If two lines in the same plane are per- 
pendicular to the same line, then they are either parallel or coincident. 
Also, if, in any plane, a line is perpendicular to one of two parallel lines, 
it will be perpendicular to the other also. _ 

Theorem 28. (By 1—14.) If X is in a line perpendicular to [A B] 
at its middle point M, then X is equidistant from A and B. 

Theorem 29. (By 1—14.) If X is equidistant from A and B, and 
M = wid AB, then XM is perpendicular to AB. 

These two theorems give us the important properties of the isosceles 
triangle. 

Theorem 30. (By 1—14.) If through the vertices of a triangle 
lines are drawn perpendicular to the opposite sides, these three lines will 
have a common point. (Orthocenter.) 

Theorem 31. (By 1—14.) If the surfaces of two 
concentric spheres are cut by one radius in A and X, 
and by another radius in B and Y, then the cross seg- 
Y ments, | AY] and [BX], will be congruent, and the chords 
[AB] and [XY] will be parallel. 
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By the aid of the first four existence postulates, we have also the 
following theorem. 

Theorem 32. (By 1—14, E1—E4.) The following constructions 
are always possible: 

1) to draw a sphere with any given point O as center, and any given 
segment [0A] as radius; 

2) to find the point of intersection of the surface of a sphere with 
any line through its center; 

3) to ‘lay off’ on any given half-line a segment congruent to any 
given segment; 

4) to draw a perpendicular to any given line through any given point. 


The number line. 


Theorem 33. (By 1—5.) Let A, B,C be any points on the number 
line (see Def. 26). Then we have: 

1) If A and B are distinct, then either A< B or B< A. 

2) If A< B, then A and B are distinct. 

3) If A< Band B<C, then A< C. 

The points on the number line therefore form a series*), or ordered class, 
with respect to the relation <. 

Theorem 34. (By 1—11.) Let A, B,C be any points on the number 
line. Then, in so far as the sums in question exist (see Def. 24), we 
shall have the following laws of addition**): 

1) (A+ B)+C=A+(B+C). (Associative law.) 

2) A+ B=B+A. (Commutative law.) 

3) If A+ X=—A+Y, then X= Y. 

4) If A is not zero, then A+ A+---+A is not zero. 

We shall also have the following law connecting + and <: 

5) If X< Y, then 4+ X<A+Y. 

Theorem 35. (By 1—11.) The product of two points on the number 
line is independent of the position of the auxiliary point used in the 
construction (see Def. 25). 

Theorem 36. (By 1—11.) Let A, B, C be any points on the number 


*) G. Vailati, Sui principi fondamentali della Geometria della retta, Rivista di 
Matematica, 2 (1892), p.71—75; E. V. Huntington, The Continuum as a Type of Order, 
reprinted from the Annals of Mathematics, 1905 (Publication Office of Harvard 
University). 

**) E. V. Huntington, The Fundamental Laws of Addition and Multiplication in 
Elementary Algebra, reprinted from the Annals of Mathematics, 1906 (Publication 
Office of Harvard University). Also, The Fundamental Propositions of Algebra, in the 
volume of Mathematical Monographs edited by J. W. A. Young, p. 150—207, 1911. 
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line, and let it be possible to draw parallel lines at pleasure (so that 
products of such points can always be obtained). Then we have the following 
laws of multiplication*): 

1) (Ax B)=x C=A»(B>xC). (Associative law.) 

2) Ax(B+C)=Ax<B+A->C, and 

3) (B+C)<xA=B»xA+C>xA. (Distributive laws.) 

4) If AxX=—Ax/Y, or XxA= YA, and A not zero, then 

X= ¥. 

Also we have the following law connecting >< and <: 

5) If X< Y and A positive, then Ax X< A> Yand XxA< YA. 


Theorem 37. (By 1—14.) If A and B are points on the number 
line, as in Theorem 36, we have the commutative law for multiplication: 


AxB=BxoaA. 


Of these theorems, 33—37, the first four are obtained by the aid 
of Postulates 1—11; for the last, however, we assume also the postulates 
of congruence. 

By availing ourselves of the first three existence postulates, which 
give us the existence of a plane in which parallel lines can be drawn at 
pleasure, we obtain also the following theorems. 


Theorem 38. (By 1—11, E1—E3.) If A and B are any two points 
of the number line, then 


1) their sum A+ B, and 

2) their product A >< B, will exist, and be uniquely determined by 
A and B. Further, there exists 

3) the zero point 0 for which 0 + 0 = 0, and 

4) the unit point U for which U=< U=U. Also, 

5) for every point A, there is an opposite point X, such that 
A+ X=0, and 

6) for every point A which is different from zero, there is a reci- 
procal point Y, such that A>< Y= U. 

If, finally, we add the postulate of continuity, we have: 

Theorem 39. (By 1—14, E1—E5.) The points on the number line 
form a ‘system of real numbers’, with respect to the operations + and x, 
and the relation <.**) 


*) See preceding footnote. 

**) For a set of independent postulates for real numbers, see E. V. Huntington, 
A Set of Postulates for ordinary Complex Algebra, Trans. Am. Math. Soc. 6 (1905), 
p. 209—229, especiaily p. 219—220. 
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Coordinates in the plane. 

In view of the foregoing theorems, it is easy to see how we may 
introduce coordinates in the plane. 

Take two intersecting lines as axes, with origin at O, and on each 
of these axes reproduce the ‘number line’ by laying off segments according 
to Theorem 32,3. Then by drawing parallels to the axes, we see that to 
every point in the plane, there correspond two points, one on each axis; 
and to every pair of points on the axes, there corresponds one point in 
the plane. 

As far as plane geometry is concerned, therefore, it remains only to 
prove that the equation of a circle (that is, the class of points which are 
common to the surface of a sphere and a plane) has the usual form, 
when the axes are rectangular. This is at once evident from the following 
form of the Pythagorean Theorem: 

Theorem 40. (By 1—14, E1—E4.) If the sides and hypotenuse 
of a right triangle are ‘laid off’ along the positive half of the ‘number 
line’, the sum of the squares of the points representing the two sides 
will be equal to the square of the point representing the hypotenuse. 

For the case of plane geometry, in which all the points in the system 
are confined to a single plane, the theorem of isomorphism mentioned in 
the Introduction is then readily established. 


The Space. . 

The following theorems for space are analogous to Theorems 8—12 
for the plane. 

Theorem 41. (By 1—3.) If the vertices of a tetrahedron coincide, 
the tetrahedron contains no other points; that is, [AAAA]= A. 

[Theorem 42a. (By 1—8, 15.) The tetrahedron [ABCD] and its 
four vertical extensions form a ‘simple set’. 

Theorem 42. (By 1—8, 15—16.) The tetrahedron [ABCD] and 
all its fourteen extensions form a simple set of non-overlapping regions, 
so that the space ABCD is the simple sum of these fifteen regions. 

(Proof by considering thirteen possible cases.) 

Theorem 43. (By 1—8, 15—17.) If X, Y, Z, W are four non- 
coplanar points of a space ABCD, then the space X YZW will be iden- 
tical with the space ABCD. 

Theorem 44. (By 1—8, 15—17). If five points 
are in a space ABCD, either: 1) one of them belongs 
to the tetrahedron formed by the other four; or 2) the 
segment joining two of them intersects the triangle 
formed by the remaining three. 
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This theorem expresses the necessary and sufficient condition that 
five points shall be cospacial. 


Theorem 45. (By 1—8, 15—17.) If X and Y are two distinct 
points in a space ABCD, then every point of the line X Y belongs to 
that space; and if X, Y, Z are three non-collinear points in a space A BCD, 
then every point in the plane X YZ will belong to that space. 

These theorems have been stated at length, because they still remain 
valid if we replace Postulate 17 by the weaker postulate exactly analogous 
to Postulate 8, as we should do if we wished to extend the theory to 
the geometry of more than three dimensions. 

By the aid of Postulate 18 we obtain the following theorem: 

Theorem 46. (By 1—11, 15—18, El1—E3.) If two planes have a 
point in common, then they have another point, and hence a line, in 
common. 

From this point on, the usual theorems concerning lines and planes 
in space can be obtained by the usual methods of proof, and the intro- 
duction of coordinates in space presents no further difficulty. Further, 
if the coordinate axes are rectangular, the equation of a spherical surface 
is obtained in the usual way (by the aid of Theorem 40), and finally, by 
Postulate Et, we can assign a definite spherical surface to every sphere, 
and a definite sphere to every spherical surface. Hence: 

Theorem 47. (By 1—18, E1—E7.) If two systems (K, R) satisfy 
all the postulates of Chapter Il, they will be isomorphic with respect to 
the variables K and R, in the sense explained in the introduction. 

The proof consists simply in showing that every system (K, R) which 
satisfies all the postulates is isomorphic with the special numerical system 
exhibited at the end of Chapter II. 

With the proof of this theorem, the main part of our work is com- 
pleted. It remains to consider the independence of the postulates, as is 
done in the following chapter. 


Chapter IV. 
Independence of the postulates. 


In this chapter we exhibit a list of ‘pseudo-geometries’ which establish 
the independence of the postulates of Chapter II to the following extent: 
1) the ‘general laws’, Postulates 1—18, are independent of each other, as 
shown by examples 1—18; and 2) the ‘existence postulates’, Postulates E1—E7, 
are independent of each other and of the general laws, as shown by 
examples E1—E7. 





> 
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Each of these pseudo-geometries is a system (K, R) in which the 
variables K and R have such values that all but one of the postulates in 
question are satisfied, while the remaining one is not satisfied. 

Example 1. Let K be a class consisting of three persons, a man 
A, his father B, and his grandfather C; and let R be the relation ‘son 
of’. Then ARB and BRC are true, while ARC is false, so that 
Postulate 1 is not satisfied. In this system, since there is only one ‘point’ 
(see Def. 4), namely A, all the other general laws, 2—18, are satisfied 
‘vacuously’; that is, the conditions under which these postulates become 
effective do not occur. 

Example 2. Let K be a class of any number of ordinary spheres, 
and let ‘4 R B’ mean: ‘A within or equal to B’. Here Postulate 2 fails, 
while Postulate 1 holds. Postulates 3—18 are satisfied vacuously, since 
there are no ‘points’ in the system. 

Example 3a. Let K be a class of three ordinary spheres, A, B, 
and S, of which A and B are separate, but both included within S; and 
let R be the ordinary relation of inclusion. Here all the general laws 
1—18, are satisfied, except Postulate 3a. 

Example 3b. Let K be a class including all ordinary spheres, which 
we shall mark red, together with a duplicate set of spheres, in the same 
space, which we shall mark blue. Let R be the usual relation of inclusion, 
except in the case of two spheres which occupy the same position; in 
this case, we agree that the red sphere shall always be ‘within’ the blue. 

This system satisfies all the general laws 1—1i8 except 3b. Inciden- 
tally, it also satisfies all the existence postulates E1—E7. 

Example 4. Let K be a class consisting of nine numbers: A, B, X, Y; 
AX, AY, BX, BY: ABX Y; where A, B, X, Y are any (distinct) primes, 
AX = the product of A and X, AY =the product of A and Y, etc.; 
let R be the relation ‘factor of’. For example: AR AX; AX R ABXY; ete. 

In this system there are four ‘points’, namely, the prime numbers 
A, B, X, Y. The ‘segments’ [AB], [AX], etc. are ‘classes of points’ defined 
‘according to Definition 5; thus, [AB] = A, B, X, Y: [AX] = A, X; ete. 
Postulate 4 fails, since the segment [AB] contains X and Y, while the 
segment [X Y] contains A and B. All the other general laws are satis- 
fied (most of them vacuously). 

Example 5. Let K be a class of eleven numbers: A, B, X, Y; AB, 
AX, BY, XY; ABX, ABY; ABXY; where A, B, X, Y are primes 
AB=A>B, ete., as in Example 4; and let R be the relation ‘factor 
of’, as before. 

Here [AY] includes B, and [BX] includes 4, while all the other 
segments are ‘hollow’. Postulate 5 fails, since the ‘line AB’ (Def. 8) in- 
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cludes the points A, B, X, and Y, while the ‘line XY’ includes only X 
and Y. 

Example 6. Let K be a class of 18 numbers: A, B, C, X, Y; AY, 
BY, CY, AB, AC, BC; ABX, ACX, BCX; ABX Y, ACXY, BCXY; 
ABCXY; and let R = ‘factor of’. (Same notation as in Example 4.) 

Here every segment is ‘hollow’, so that no three points are collinear. 
The triangle [A BC] (Def. 10) contains X and Y, and each of the triangles 
[ABY], [ACY], and [BC Y] contains X. All the other triangles contain 
no points other than thei vertices. Postulate 6 fails, since X and Y be- 
long to [ABC], but Y does not belong to any of the triangles [A BX], 
[ACX], [BCX]. Since there is no plane which has all the properties 6, 
7, 8, the definition of parallel lines is without meaning in this system, 
and the postulates concerning parallel lines are inoperative. 

Example 7. Let K be a class of 19 numbers: A, B, C, P, Q, X; 
ABP, ACQ, APX, AQX, BCP, BCQ, BOX, CPX; ABCPQ, ABP QX, 
ACPQX, BCP QX; ABCPQX; and let R = ‘factor of’. (Same notation 
as in Example 4.) 

Here [AB] and [CX] ‘contain P, and [AC] and [BX] contain Q. 
All other segments are hollow. Postulate 7 fails, since [AB] and {CX] 
intersect in P, while [ABC] and [ABX] contain the common point Q, 
which does not belong to their common boundary [AB]. 

Example 8. Let K be a class comprising the following numbers: 

1) six primes: A, B, C, X, Y, Z; 

2) every number which is the product of two of these primes, as 

AB, AC, ete.; 

3) every number which is the product of three of these primes, ez- 

cept ABZ, ACY, and BCX; 

4) the following products of four primes: ABCX, ABC Y, ABCZ, 

ABXY, ACXZ, AX YZ, BCYZ, BX YZ, CX YZ; 
5) the following products of five primes: ABCXY, ABCX~Z, 
ABCYZ; and 

6) the number ABCX YZ; 
and let # be the relation ‘factor of’, as in Example 4. 

In this system every segment is hollow. The triangle [BCX] con- 
tains A; [ACY] contains B; [ABZ] contains C; all the other triangles 
contain no points except their vertices. Postulate 8 fails, since the ‘plane 
ABC’ contains all the points A, B, C, X, Y, Z, while the ‘plane X YZ’ 
contains only X, Y, and Z. 

Example 9. Let K be the class of all ordinary circles (including 
the null circles) whose centers lie within a given convex closed curve in 
an ordinary plane; and let R be the ordinary relation of inclusion. 
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In this system the ‘abstract points’ are the ordinary points of the 
plane and Postulates 1—8 are clearly satisfied. Postulate 9 fails. 

Example 10. Let K be a class of eleven numbers: A, B, C, D; 
BC, BD, CD; ABC, ABD, ACD; ABCD, where the notation has the 
same meaning as in Example 4; and let R be the relation ‘factor of’. 

Here all the segments are hollow, and all the triangles are hollow 
except [BCD], which contains A. Aaneiing to the definition of parallel 
lines, we have AB|| CD and BC || AD; but Postulate 10 fails, since A 
belongs to the triangle [BCD]. All the other general laws are satisfied. 

Example 11. To construct the example for Postulate 11, consider 
first an ordinary plane, with all its circles, points, and lines, and suppose 
the interior of a part of this plane — say a square 
ABCD — is stretched or deformed in such a 
way that all the points within the square are 
crowded towards one corner C, without altering 
their relations of order, or causing any break in 
continuity. In this deformed plane, by a circle 
or line we mean, of course, a figure which was 
a true circle or line before the deformation. 
Secondly, consider another plane, containing a square APCQ without 
any deformation, and place the two planes so that they intersect along 
the line AC. 

Then as our class K we take all the circles that lie in these two 
planes, and as our relation R, the ordinary relation of inclusion. 

In this system, Postulates 1—10 are clearly satisfied, but not Postu- 
late 11. To see that Postulate 11 is not true, let PQ meet AC in M, 
while the deformed line BD meets AC in a different point N; then B, 
P, D, Q cannot be coplanar; but if Postulate 11 were true, we should 
have a right to infer, from a consideration of the ‘four-points’ ACBP 
and CADQ, that BP || DQ. All the other general laws, 12—18, are 
satisfied (many of them vacuously). 

Example 12. Let K be the class of all ellipses (including the null 
ellipses) whose centers lie in a plane; and let R be the usual relation of 
inclusion. 

To see that Postulate 12 fails in this system, consider two concentric 
ellipses that intersect at four real points, and let a line through the 
center O cut one of the ellipses in A and the other in B. Then [OA] 
and [OB] are both congruent to the common radii of the ellipses, but 
are not congruent to each other. 

Example 13. Consider a system of concentric ellipses, no two of 
which intersect, such that through every point of the plane one ellipse 
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will pass; and suppose that the ellipses are not all similar. Let K be the 
class of all ellipses (including the null ellipses) whose centers lie in a 
given plane, provided each of the ellipses can be obtained from one of 
the ellipses of the system just considered by a motion of translation. 
Let R be the usual relation of inclusion. 

Here Postulate 13 is not satisfied. All the other general laws are 
satistied. 


Example 14. Let K be the class of all ellipses (including the null 
ellipses) whose centers lie in a plane, and which are obtainable by a 
motion of translation from a given system of concentric, similar and 
similarly placed ellipses. 

Here Postulate 13 is satisfied, but not Postulate 14. 


Example 15. Let K be a class comprising the following numbers 
(where the single letters denote primes, as in Example 4): 

1) six primes: A, B, C, D, X, Y; 

2) every product of two of these primes, as AB, AC, etc.; 

3) every product of three of these primes, as ABC, ABD, etc.; 

4) every product of four of these primes, except ABCD, ABCY, 

ABDY, ACDY and BCD Y; 
5) the following products of five primes: ABCXY, ABDXY, ACDXY, 
BCDXY; 

6) the number ABCDXY; 
and let R be the relation ‘factor of’. 

Here no segment contains more than its end-points, and no triangle 
contains more than its vertices. The tetrahedron [ABCD] contains X 
and Y; and each of the tetrahedra [ABC Y], [ABD Y], |ACDY], and 
[BCD Y}] contains X. Postulates 4—14 are satisfied vacuously; Postu- 
late 15 fails. 


Example 16. Let K be a class comprising the following numbers 
(for the notation, compare Example 4): 

1) seven primes: A, B, C, D, X, Y, Z; 

2) every product of two of these primes, except X Y; 

3) every product of three of these primes, except ABC, AX Y, BX Y, 
CXY and XYZ; 

4) every product of four of these primes, except the following: A BCX, 
ABCY, ABCZ, ABDX, ABXY, ACDY, ACXY, AXYZ, 
BCX Y, BX YZ, and CX YZ; 

5) the following products of five primes: ABCDZ, ABDXZ, ABDYZ, 
ACDXZ, ACDYZ, ADX YZ, BCDXY, BCD XZ, BCD YZ, 
BDX YZ, CDXYZ; 
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6) the following products of six primes: ABCDXZ, ABCD YZ, 
ABDXYZ, ACDXYZ, BCDXYZ; 

7) the number ABCD XYZ; 
and let R be the relation ‘factor of’. 

Here all segments are hollow except [XY], which contains D, and 
all triangles are hollow, except [A BC], which contains D. All the tetra- 
hedra are hollow, except [ABDX], [ABCX], [ABXY], [ACD Y}, 
[ABC Y] and [ACXY)}, each of which contains Z. Postulate 16 fails, 
since Z lies on both sides of the plane ABC. 

Example 17. Let'K be a class containing the five prime numbers 
A, B, C, D, E, and every number which is the product of two, three, four, 
or five of these primes; and let R be the relation ‘factor of’. 

Here no segment contains more than its end-points, and no triangle 
or tetrahedron contains more than its vertices. Postulate 17 fails, since 
the point EZ does not belong to the ‘space ABCD’. 

Example 18. Let K be the same class as in Example 17, omitting 
the number ABCD; and let R be the relation ‘factor of’. 

Here the ‘line AL’ is ‘parallel’ to the ‘plane BCD’; but F is within 
the tetrahedron [A BCD), so that Postulate 18 clearly fails. 

By these examples 1—18 we have thus proved the independence of 
all the ‘general laws’. We now give a similar set of examples for the 
‘existence postulates’. 

Example El. Let K be a class consisting of a single sphere. 

Example E2. Let K be the class of all spheres (including null 
spheres) whose centers lie along a given straight line; and let R = in- 
clusion. 

Example E3. Let K be a class including the following numbers 
(compare, for notation, example 4): 

A; B; C; D; AB, ete.; ABC, ete., including all the combinations of 
the letters; and let R = ‘factor of’. 

This system contains only four points, which are situated at the ver- 
tices of a tetrahedron. 

Example E4. Let K be the class of all egg-shaped convex solids 
(including the nuil solids, or points); and let R be the usual relation of 
inclusion. 

In this system no ‘sphere’ has a center in the sense of the definition, 
so that the idea of congruence between segments that have a common 
end point has no meaning, and the general laws concerning congruence 
are inoperative. 

Example E5. Let K be the class of all spheres (including null 
spheres) such that their radii and the coordinates of their centers can be 
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expressed in terms of 1 by a finite number of applications of the four 
algebraic operations of addition, subtraction, multiplication, division, and 
the fifth operation Y¥1+.2*, where z is any number already obtained by 
means of these five operations. (Hilbert.) 

Example E6. Let K be the class of all spheres in space (including 
null spheres), together with a number of detached spheres to which the 
relation R (inclusion) does not apply. 

These detached spheres will then have no centers, so that Postulate E6 
is not satisfied. 

Example E7. Let K be the class of all spheres (including null 
spheres) whose centers lie in a given plane; and let R be the usual re- 
lation of inclusion. 

Here Postulates 1—18 are all satisfied (15—18 vacuously), and also 
E1—E6; but E7 is not. 

The proofs of independence are thus complete. 


Appendix. 


In this appendix we give the demonstrations of such of the theorems 
in Chapter III as are likely to present any difficulty to the reader. 

Proof of Theorem 17. (A segment cannot have more than one 
mid-point. ) 

Let AX BY and APBQ be two parallelograms on the same diagonal 
[AB], and let [AB] be met by [XY] in M and by [PQ] in NX. 
By considering the ‘four-points’ ABP X and BAQY 
(unless X is on the line AP), we find PX~QY, by 
Postulate 11. Then by considering AQNY and BPNX 
(unless Y is on the line QN), we find NY~ NX. Hence 
N is on the line X Y, and hence N = M. 
In the special case when X is on the line AP, consider 







on the line QN, consider ABP X and BAQY. 

Proof of Lemma for Theorem 18. We divide 
the proof of this lemma into two steps. 

1) Through any point P in the plane, not coincident 
with B or D, and not on the diagonal AC, a line can be 
drawn parallel to AC. (Steiner.) 

Proof. Let PA meet BC in Q, let MQ meet PU 
in R and AD in S, and let CQ meet AR in X. Then, by 
Postulate 11, from MBAQ~ MDCS, we find AQ~ CS, 
and hence from RQPX~ RSCA we have PX | AC. 


BPNX and AQNY. In the other special case, when Y 
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But if MQ PC, the proof requires modification, thus: Let AD 
meet PC in T and MQ in U, and let 7M meet CQ in Y. Then from 
MDTC~ MBYA we find TC ~ YA, and from MTUC~ MYQA we 
find UC ~ QA; hence, from TUCM ~ TAP Y, we have PY || CM, that 
is, PY || CA. ‘ 

If PA does not meet BC, then PC will meet BA, and we have 
merely to interchange C and A in the proof. 

2) To any given line in the plane of the parallelogram, a parallel 
can be drawn through any given point P not on that line. 

Proof. Let the given line meet the diagonals AC and BD in E 
and F, respectively. Through E and F, by 1), draw parallels to BD and 
AC, meeting in G. Then MEGF will be a parallelogram with the given 
line EF as one of its diagonals. Then through P draw a line parallel 
to EF by 1). 

The demonstration of this lemma would of course be much simpler 
if we chose to avail ourselves of the existence postulates E1—E3. 

Proof of Theorem 26. Let OAPB be a rectangle, X any point 
on OA, and Y any point on OB. The conditions of Lemma 18 are clearly 
satisfied. First, let Y= B. Through X draw a parallel to 
OB, meeting BP in Q. Then OXQB is a parallelogram. By © 
applying Postulate 14 to O, A, X, B and B, P, Q, O, we find | \ 
XB= QO. Therefore OXQB is a rectangle. Secondly, if Y |/ 
is any point on line OB, treat Y in relation to OBQX just = z 
as X was treated in relation to OAPB. an 

Proof of Theorem 30. Through the vertices of the given triangle, 
draw lines parallel to the opposite sides, which is clearly possible by the 
Lemma to Theorem 18. The altitudes of the given triangle are then the 
perpendicular bisectors of the sides of the new triangle, and therefore 
meet in a point, by Theorems 28 and 29. 

Proof of Theorem 32. Part 3) is simply Postulate E4, and parts 1) 
and 2) are immediate implications therefrom. For part 
4), we may use the following construction, given by 
Hilbert (loc. cit.). Let A, B, C be points on the given 
line, such that A B= AC, and let P be the given point, 
outside that line. On any lines through A in the plane 
ABP, lay off AD and AE, congruent to AB. Then ‘ ap . 
BDC and BEC will be right triangles. Let BD meet nay 
CE in F, and let BE meet CD in H. Then FH will be perpendicular 
to AB, by Theorem 30 (on the intersection of the three altitudes of a 
triangle). Then through P draw a line parallel to FH, which will be 
the required perpendicular. 
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Proof of Theorem 34,1. (Associative law of addition.) Let A+ B= X, 
B+C=Y. By definition, there are two points, P and R, such that 
PORX and PARB are parallelograms; also 
P and S such that POSY and PBSC are 
paraljelograms. Take 7 so that PATY is a 
parallelogram. We are to prove that PX7TC 
is a parallelogram. Now we can show that 
RS and RT are both | to the given line, so 
that R,S, 7 are collinear. Then from 

RXBS~ YSTX, 
we find BS| 7X, and from ASCT ~SARO we find CT || RO. Hence, 
TX \| CP and CT || PX, 

Proof of Theorem 35. (The product of two points is independent 
of the auxiliary point P.) We have A and B on the 
number line OU, and two points P and P’, not on 
that line. By Def. 25, take @ on OP and Y on OU 
so that BQ| UP and QY|| PA. Also take Q’ on 
OP’, so that BQ’ | UP’; then, to prove Q Y | P’A, 
apply the four-point postulate to OU PP’ ~ OBQQ, 
and to BOY Y~ UPP’'A. 

Proof of Theorem 36,1. (Associative law of multiplication.) By 
Def. 25, we have A, B, C, X, Y, Z on the number line OU, where 
X=A>xB, Y=BxC and Z=X x (C; 
and P, Q, R, S on another line through 0. 
We are to prove Z7= A> Y. Thatis, we have 

UP| BQ| CR\| YS, PA}! QX, 

PB| RY, PX)| RZ; 


and we are to prove PA | SZ. This follows 
by Postulate 11 from 
BPQX ~ YRSZ. 

Proof of Theorem 36,2. (First distributive law for multiplication: 
A>x(B+C)=A>x=B+A->C.) We readily establish first the following 
lemmas: (1) If M=mid OA and 
N=mid OB, then MN | AB; and 


\ (2)'lf AB|| XY and M= mid AX 
and N = mid BY, then 
MN AB| XY. 


In the figure for the theorem, on 
the line OU we have A, B, C, X, Y, 





Fig. 22. 


Fig. 23. 
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8S, Z, D, E, where X=A>xB, Y=AxC, S=B+C, Z=X+/, 
D = mid BC = mid OS, E= mid XY = mid OZ; and on the line OP 
we have Q, R, F and H where UP||BQ)| CR, PA|| QX|| RY, F=mid QR, 
and H is such that f= mid OH. Then by lemma 2, DF'| BQ|| UP, 
and FE QX PA; and hence, by lemma 1, SH|| DF|| UP, and 
HZ\| FE|\ PA. Therefore Z7=A->S. 

Proof of Theorem 36,3. (Second distributive law for multipli- 
cation: (B+ C)x A= B»xxA+C> A.) We have on the line OU, the 
points A, B, C, X, Y, 8S, Z, where 
X=B»x A, Y=CxA, S=B+C, 
Z=X+Y, and on another line 
through O, the points P and Q, so 
that UP AQ, PB) QX, PC\| QY. 
We are to prove PS|| QZ. Since 
S = B+ OC, there is an R such that 
PB\|CR, PC\| BR, OP || RS; and 
since Z= X + Y, there is a 7’ such 
that QX || Y7, QY|| X7, OQ) TZ. Then from BCPR~ XYQT, we have 
PR | QT; from CPOR~ YQOT we have OR || OT; and from 

ORPS~ OTQZ 
we have PS QZ. That is, 7=S >A. 

Proof of Theorem 37. (Commutative law of multiplication.) By 
Th. 35, we may take the auxiliary point P so that OP 1 OU. (It is 
not necessary that OP = OU.) We have on the 
line OU the points A, B, and X = A> B; and @ 
on the line OP we have Q and F such that 
UP || BQ| AR and PA |QX. We are to prove 
that X = B>< A, that is, that PB)|| RX. Fol- 
lowing the method of Schur (loc. cit.), draw . 
through A a line perpendicular to PB, meeting P 
the line OP in S. Then in the triangle PAS, 
PB1SA, and AB PS; hence, by Th. 30, 4 
SB1PA. But PA||QX. Therefore SB_L QX. 
In triangle SXQ, we have SB1@QX and 
XBiQS; hence QBLSX. But QB\UP||RA. 
Therefore RA 1 SX. In triangle RXS, we have 
RA1SX and XA1RS; hence SA 1 RX. But SA is also 1 to PB. 
Therefore RX and PB must be parallel, by Th. 27. 

Proof of Theorem 40. (Pythagorean Theorem.) Let OAPB be a 
rectangle, with mid-point at C. On the line OA take [(OX]=[OP] and 
on the line OB take [OY|=[OP]. On OP take [OE] =[OA] and 











Fig. 27. 
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[OF]=[(OB]. Through A draw a parallel to XE, meeting OP in 8; 
and through B draw a parallel to YF meeting OP in 7. By Th. 31, 
EA|| PX and FB| PY, so that if OP is the number line, OS is the 
2 square of OE and OT is the square of OF, 

while the square of OP is OP. We wish to 

prove that OP is the sum of OS and OT, 
\ that is, that C, which is the mid-point of OP, 
is also the mid-point of 7'S. 

\ By Th. 31, XE=AP, so that the triangles 
|\ O4P and OFX are congruent (in the sense 
C \\ that the three sides of one are congruent 
\) respectively to the three sides of the other). 
But PA || OA; therefore XE 1 OF. Similarly, 
YF=BP, so that the triangles OBP and 
OFY are congruent; therefore YF | OF. Then by Th. 27, XE YF; 
that is, BT|| AS. Therefore, since C= mid AB, ASBT is a parallelogram, 
and C = mid TS. 

The extension to the case of any unit other than OP is effected 
immediately by simple algebra. 











Proof of Theorem 46. (If two planes have a point in common, 
then they have a line in common.) Let the two planes be ABC and 
CDX, and consider the point X, which must lie in one of the fifteen 
regions of the space ABCD. 


If X is in [ABCD], then DX meets ABC, by Postulate 18. 
If X is in [ABC'D’', A is in [BCD X], and BA meets CDX. 
If X is in [BA’'C’D’), B is in [ACDX], and AB meets CDX. 
If X is in [DA’' BC’), D is in [ABCX], and DX meets ABC. 
If X is in [ABC’D’, then AB meets CDX, by Def. 28. 

If X is in [ABCD’], then DX meets ABC, by Def. 28. 


If X is in [ACB'D'), AC meets BD X in E, and BE meets D X (Th. 13). 
If X is in [BCA'D’|, BC meets ADX in F, and AF meets DX. 

If X is in [(CDA’ B’), CD meets ABX in G, and XG meets AB. 

If X is in [ABDC’], CX meets ABD in H, and DH meets AB. 

If X is in [CA’B’D’), then C is in [ABDX], CX meets ABD in J, 
by Post. 18, and DJ meets AB by Th. 13. 


There remain four cases to consider. 
If X is in [ADB’C’|, AD meets BCX in K, and XK meets BC in L. 
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Then DX and AL are coplanar, and will meet unless parallel. 
If X is in [BDA'C’|, BD meets ACX in M, and XM meets AC in N. 
Then DX and BN are coplanar, and will meet unless parallel, 
If X is in [ACDB’], ACD meets BX in P, and DP meets AC in Q. 
Then DX and BQ are coplanar, and will meet unless parallel. 
If X is in [BCDA’'], BCD meets AX in R, and DR meets BC in S. 
Then DX and AS are coplanar, and will meet unless parallel. 


Hence we see that the only cases in which the existence of a second 
point of intersection is not immediately established are the cases in which 
DX is parallel to a line through A or B in the plane ABC. In these 
cases, draw through C a line parallel to the line in question in the 
plane ABC; the line so drawn will be parallel to DX also, and hence 
will lie in the plane CDX. 
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Relations between the branch points and the double points of 
an algebraic curve. 


By 


J. C. Fretps of Toronto (Canada). 


Let 
(1) F(s,u) =u" + F,_,u"-'+---+ Ri =0 
be an integral algebraic equation of degree m in (z,u). This equation 
represents an algebraic curve whose multiple points we shall assume to 
be nodes or ordinary cusps. By ordinary cusp we mean one through which 
pass two branches having with each other the order of coincidence ~ 
We shall also take for granted that any tangent parallel to the axis of u 
meets the curve in two coincident points only at its point of contact and 
furthermore we shall assume that there are m asymptotes all having dif- 
ferent directions. The directions of these asymptotes are those of the n 
straight lines represented by the equation 
(2) (u—k, 2) (u—k,2) -- -(u—k,z) = 0, 
obtained on equating to zero the terms of degree m in the equation (1). 
Here k,, ---,%, are by hypothesis all different from one another. 

By virtue of equation (1) any rational function of (z,u) can be 
written in the form 
(3) H(z,u)=h,_,u"-*+---+hy, 
where the coefficients h, are rational functions of z. Such form we call 
the reduced form of the function. In the following it is to be understood 
that a rational function of (z,u) is expressed in its reduced form where 
nothing in the context implies the contrary. 

An expression of the form 

a,u*—* + azu"~*+---+a,_ 7% 

with constant coefficients a, must become infinite to the order » — 1 for 
one or more of the branches of the equation (1) corresponding to the 
value z= oo, for otherwise we should have 


a,k,.*-* + a,k*-*+---+a,_,=—0 (s==1,2,---,m). 





a ff 
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An algebraic equation of degree < m however can have m different roots, 
only when its coefficients are all zero. From this we see also that an 
expression of the form 


e~"(agu"-* 4+ a,cu"-24---+a,_, 2-3) 
must become infinite to the order »—r—1 for one or more of the 


branches corresponding to the value z= oo. On expanding the coef- 
ficients of the powers of u in a rational function of (z,u) in powers of 


- it follows, from what we have just seen, that the function must be- 


come infinite for some one at least of the branches at infinity to an order 
equal to the degree of the function in (z, u). 

By application of the principle of partial fractions to the coefficients 
in the form (3) it is readily seen that we can represent any rational 
function of (z,«) in the form 

(4) 
(4) H(z, u) = Ps ape + P(2,u), 
where the functions g)(z,u) and P(z,u) are polynomials reduced in u 
and where the index i, in p“)(z, u) indicates that the degree in z of the 
polynomial is < i,. 

In the neighbourhood of a value =a the equation (1) can be 
represented in the form 


(5) F(z, u) = (w— P,)--- (u—P,) = 90, 


where P,,---, P, are power-series in ¢—a with integral or fractional 
exponents. In the case of the equation which we are here handling the 
only fractional exponents which can present themselves will be integral 


multiples of = These fractional exponents too will present themselves 


only in connection with the two branches that pass through a cusp and 
in connection with ordinary branch points, that is to say points at which 
the tangent is parallel to the axis of wu. For the equation here in question 
negative exponents will not present themselves in the series P,,---, P, 
corresponding to a finite value z= a. In the representation in the form 


(5) for the value z= oo the element z—a is replaced by : and negative 


powers of this element do present themselves. We here have 
(6) Pi=kz+kO+k, = + k,” (+)'+ ses (g—=1,2,--+,m). 


Fractional exponents do not present themselves for the value z= co in 
the case of the equation which we are considering. 
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From the equation (1) we derive 


du Fi(e, u) 


(7) dz” Fv, u) 


The derivative ““ is then a rational function of (z, u) and can therefore be 


dz 
represented in the form (4). The order of coincidence with any branch, 


of the rational function which represents os is immediately obtained on 


differentiating the power-series which represents the branch in question. 
The only branches for which the function (7) can become infinite are 
evidently those which pass through ordinary branch points. For such 


branches the function plainly becomes infinite to the order ; . 

If the function represented in (4) is to become infinite only for 
ordinary branch points we readily see that the summation with regard 
to 4 is to be extended only to those value z= a, to which correspond 


ordinary branch points, nodes, or cusps. If, furthermore, the function is 


to become infinite to the order ; only, for a branch which passes through 


an ordinary branch point, it is readily seen that to each of the exponents 
i, in (4) we may give the value 1. To prove this, consider a function 
of the form 


(u y 1 w 
8) ot + 28-5, (90+ 28 


Gang z—a)’ 


where g(u) and w(w) are polynomials in u of degree n—1. If this 
function is not to become infinite to the order 2 for a branch passing 
through a point (a, b) it is evident that w~(w) must be divisible by the 
factor u — b. Writing w(u) = (u—b)wv,(u) the function (8) takes the form 


1 ; —b 
(9) sa (9) +57 v)}- 
Now if the point (a, b) is an ordinary branch point _— becomes infinite 


to the order = and if the function (9) is not to become infinite to the 
order + the polynomial ,(u) must be divisible by the factor u—b and 
w(u) therefore must be divisible by (wu —b)*. 
If (a,b) is a node and if the function (9) is infinite for neither of 
the branches through the point we must evidently have 
p(b) + m,v,(b) = 0, — p(b) + my, (b) = 0, 


where m, + m, and therefore ¥,(b) = 0. If then (a, 5) is a node and the 
function (9) is not to become infinite for either of the corresponding 





> -—- 4& -™ 
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branches, the polynomial ,(u) must be divisible by the factor u — b and 
w(u) must therefore be divisible by (wu —b)?. 
9 (“) 


If the point (a,b) is a cusp the function ~——~ is either finite or 


(u—b) w, (u) 
oma becomes 


infinite precisely to the order ; unless we have ¥,(b) = 0. The function 


becomes infinite to the order 1, while the function 


(9) will therefore certainly become infinite for the branches through the 
cusp unless we have w,(b) = 0. If then the function (9) is not to become 
infinite for the cusp (a,b) the polynomial ,(w) must be divisible by the 
factor u — b and (uw) must therefore be divisible by (w—b)*. 

If then the function (8) is to be finite for all branches corresponding 
to the value z=—a with the exception of those which pass through 
ordinary branch points and if, in the case of the excepted branches, the 


function is to become infinite to the order a at most, the polynomial 


w(u) must be divisible by each factor u—b of F(a,u) and must in fact 
be divisible by (w—b)*, where (a,b) is an ordinary branch point, a node, 
or a cusp. This means however that ~(u), a polynomial of degree n —1 
in u, must be divisible by F(a, u), a polynomial of degree n. We there- 
fore have y(u) =O identically. It follows in the case of a function 
(z—a)-* p®(z,u) which is not to become infinite for any point corre- 
sponding to the value z= a, apart from ordinary branch points, — for 


1 
-—™ that 


we may take*) 1 for the value of i. For the function (7) represented in 
the form (4) we may then write 


which points the function may become infinite to the order 


du 9, (4) 

(10) a a + P(z, u). 

The function which represents is not to become infinite for zoo. 
On arranging the right-hand side of (10) in powers of « with the coef- 
ficients expanded in powers of ~ it follows, from what we have proved 
at the beginning of this paper, that no term can present itself whose 
dimension in (z,) is greater than 0. Among other limitations on the 
form on the right-hand side of (10) this reduces the polynomial P(z, «) 


to a constant «,. Furthermore if, in this form, the aggregate of terms 
of dimension 0 be represented by the sum 





*) The special result here obtained is included under a general rule stated in 
Chapter X of the writer's book on the algebraic functions: Theory of the Algebraic 
Functions of a Complex Variable. Berlin, Mayer and Miiller, 1906. 
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ra 

the substitution for u of the series (6) shows us that we must have 

@,_,ke-'+a,_sk"-?+---+a,=—k, (s—1, 2,---,n). 
That implies however that the equation 

a, M@-'+a,_,kh"?'+---+a,=k 
is an identity. We consequently have 

@,,=G,.=-:-=a=—0, a=—1, a=0. 

The aggregate of terms of dimension 0 on the right-hand side of (10) 
then reduces to the single term . Since the function P(z,u) reduces to 
«, =~ 0 we can write 
(11) i - 2 


where it still remains to determine the precise forms of the numerators g,(u). 
If to the value z= a there corresponds, among other points, only 
one point (a,b) of the nature of an ordinary branch point, a node or a 
cusp, the corresponding numerator m(u) in (11) must evidently have 
the form 
(12) 9(u) = e(u—b) (u—by) +++ (u—B,), 
where 
F(a, u) = (u—b)* (u—b,) - - - (u—b,). 
First supposing (a,b) to be an ordinary branch point, we determine the 
constant c, on substituting for u in (11) from the equation 
1 
u—b = B,(z—a)* + B,(z—a) +--- 
of one of the branches passing through the branch point, and identifying 
1 
on the two sides of the equation the coefficient of (g—a) ? in = and 
in the element 2“). This gives us 
zZ—a 


= Bi = ¢B,@—b,) --- (b—D,) = 5 eB, F,’ (a,b), 


whence ¢ F,” (a,b) = 1, since here 6, +0. In this case then we would have 


(13) @ (u) 1 F(a, u) 


i—<- F,’ (a, ) @—a) (u—b) 








If the point (a,b) is a node the equations to the two corresponding 
branches may be written in the forms 








or 
su 


ec 


~ we * 
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u—b=—m,(¢—a)+---, 
u—b—=—m,(¢—a)+--., 


where m, + m,. In this case the constant c in (12) may be determined 
on substituting in (11) turn about from the equations to the two branches, 
subtracting corresponding sides of the two identities so obtained and 
equating the constant terms in the resulting identity. This evidently gives us 


m, — m, = c(m,—m,) (b—b,) - - - (b—b,) = ; c(m, —m,) F,,” (a, b) 


whence cF,”(a,b) = 2. Corresponding to a node then the sum on the 
right of (11) will involve an element 


p (u) - F(a, u) 
(14) z—a_ F,’ (a,b) (¢—a)(u—d) 


If the point (a,b) is a cusp the equations to the two corresponding 
branches may be written in the forms 


3 
u—b= m(z—a) + m'(z—a)? +++, 


u — b = m(z—a) — m'(s—a)? $-+5 


where m’ +0. Here we are assuming that the point (a, b) is an ordinary 
cusp. In this case we determine the constant ¢ in (12) on substituting 
in (11) turn about from the equations to the two branches, subtracting 


corresponding sides of the two identities so obtained and equating the 
1 


coefficients of (;—a)* on opposite sides of the resulting identity. This 
evidently gives us 
3m’ = 2em'(b—b,) ---(b—b,) = em’ F,’’(a, b), 

whence cF,”(a,b) = 3. Corresponding to a cusp then the sum on the 
right of (11) will involve an element 
(15) @ (u) - a F(a, u) = 

z—a_  F,'(a.b) (e¢—a) (u—b) 
The sum on the right of (11) will then involve an element of the form 
(13), (14) or (15) corresponding to a point (a, b) according as that point 
is an ordinary branch point, a node or a cusp. It may be noted that the 
forms (13) and (14) have been already given in a paper*) published by 
the writer in Volume 2 of the Transactions of the American Mathematical 
Society. For the sake of completeness however it was thought well to 
derive them once more in connection with the more general equagion 
which is handled in the present paper. 


*) On the reduction of the General Abelian Integral. 
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We have assumed in the foregoing that to a value ¢ = a corresponds 
at most one point of the nature of a branch point, a node, or a cusp. 
We shall now suppose that to a value z=a correspond ¢ points 
(a, b,)--- (a, b,) each one of which has the nature of an ordinary branch 
point, a node, or an ordinary cusp. We can then write 
(16) F(a, u) = (u—b,)? - - - (u—b,)? (u—by 44.1) +++ (U—9,) 
and corresponding to the value z= a we shall have on the right of (11) 
an element in which the numerator m(u) has the form 
(17) p(u) = o(u) (u—b,) -- - (u—b,) (U—b,,,1) > (U—8,), 
where #(u) is a polynomial in u of degree ¢— 1. Now any polynomial 
in « of degree ¢— 1 can be written in the form 
(18) ¥(u) = (wb) --- (wb) (55 +--+ te), 
for the ¢ elements, of which ¢,,---, ¢, are the coefficients, are evidently 
linearly independent of one another. Substituting this form for (wu) in 
(17) we obtain g(u) in the form 
¢, F(a, u) 
ub, 


c, F (a, u) 
u— b, 


p(u) = + +--+ 


and the corresponding element on the right-hand side of (11) will be re- 
placed by the sum of ¢ elements 
¢, F(a, u) c, F(a, u) 

(19) G—ae—-k) t+ G—a@-—h) 

The ¢ elements in this correspond to ¢ different points (a, b,) --- (a, b,). 
Also the coefficient c, in the element corresponding to the point (a, b,) 
may be determined in precisely the same way as if it were the only 
point with abscissa a which has the nature of an ordinary branch point, 
a node or a cusp. To verify this we have only to retrace the argument 
by which we have determined the coefficient ¢ when, in (11), a single 


element of the form 
pu) _—s¢ F(a, uw) 
z—a_  (s—a)(u—bd) 
corresponds to the value z= a. The formula (11) may then be replaced 
by the more precise formula*) 
7, F (a, %) 


du 
20 fh oto. 
(20) dz — (z—a,) (u—b,)’ 


*) It may be noted that the integrand of the general Abelian integral of the 
first kind presents the same infinities as the function ee and has such character at 


dz 
infinity that it can also be written in the form (20), where however the coefficients 7, 








Branch points and double points of an algebraic curve. 567 


where the summation is supposed to be extended to all branch points 
and double points of the algebraic curve — a coefficient y, having for 
1 2 3 
value 5), > gr OOF Re 
Fy, (Gir bj)" Fy, (qs by) 4 Py (as, 
point (a,, b,) is an ordinary branch point, a node, or a cusp. 

We have seen that the derivative - does not become infinite for 
any of the branches corresponding to the value z= oo. As a consequence 
of this, we have also seen that the derivative expressed as a rational 
function of (z,u) in its reduced form cannot be of degree >0. Further- 


more we have proved that the only term of degree 0 which presents 


., according as the corresponding 


itself is - - From (20) then, on arranging the right-hand side in powers 


of : and u, we have an identity of the form 


‘ NO” F(a,,%) i 
Gl 2 ea) ~ 


“ + terms of negative dimension. 

The statement of the identity (21) implies that the branch points 
and double points satisfy certain conditions. These conditions we propose 
to obtain. Our work will be greatly facilitated by the introduction of a 
certain function R(z,u) which presents itself in the writer’s general theory 
of the algebraic functions. This function is defined by the statement that 
in the product 


(22) F(z, u) R(z, u) = w+ S,_ ur“? +--+ 8, 


terms in u*"~*,.-.-., w" are lacking while the term in u*"~’ has 1 for its 
coefficient. The function R(z,w) so defined is readily seen to be integral 
in (z,u) and to have 1 as the coefficient of the term in u"~'. That R(z, u) 
is, in the case of our equation, of degree m — 1 in (z,u) may be readily 
shown as follows. Substituting § = 2~', 7 = 2~*w and writing 


F (4) = &F(z,u), RE, 4) = "RE, u) 


are determined in terms of p of their number by a system of equations analogous 
to the system of equations (29) in the present paper. The equations (29) here play 
a somewhat different role. The coefficients y, are specific numbers which we have 
otherwise determined in terms of the coordinates (a,, b,), the equations (29) then 
serving to establish certain relations which must exist between the coordinates of 
the branch points and the double points of the fundamental curve. The integrand 
of the general Abelian integral of the first kind in the form (20) together with the 
system of equations analogous to the system of equations (29) has been given by 
Christoffel in a paper entitled: Algebraischer Beweis des Satzes von der Anzahl der 
linearunabhingigen Integrale erster Gattung (Annali di Matematica (2) 10, p. 81—100; 
Gesammelte Math. Abhandlungen, Bd. II, Nr. 29. 
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it is evident that F'(£,) is integral in (&, 4) and that in it the term in 
7” has 1 as its coefficient. Also from (22), on multiplication by §"~', 
it evidently follows that 


F (&, 1) - - REE, n) = 9"-' + S,_ qt? +--- +8), 

which identity however defines R(£, 7) completely, as the identity (22) 
defines the function R(z,u), and requires R(é, 7) to be integral in (E, 7), 
as the identity (22) requires R(z,u) to be integral in (z,u). Since 
R(é, 7) = &-* R(z, uw) then is integral in (&, 7) it follows that R(z, u) is 
of degree =n —1 in (2, u). That its degree is actually »— 1 follows 
from the fact that it involves the term u"~'. 

On multiplying the identity (21) by R(z, u) we evidently arrive at 
an identity 
(23) R(z, Zo )  — R(z,u)-“ + terms of dimension <n — 1. 


G—a, a. 


Now R(z, u) — R(a,, u) is divisible by the factor z — a,, on noting which, 


we derive from (23) an identity which may be written in the form 


F(a,, (a,, &) _ ‘ . : ‘ 
(2 2) 71 a 
24) (e . b, ) 3 + terms integral inzor of dimension < n— 1. 


If we arrange the left-hand side of this identity according to powers of 


. and «u we see that none of the terms is integral in z. From (24) we 


then derive 


—_ —— : Y y, F(a,,u)R(a,,u) 
(25) Terms of dimension 5 n — 1 in > Sas ae 4 ale 

It will be convenient for us here not to directly divide F’(a,, u) by 
its factor «—b, but to consider the terms as obtained on expanding 


: 1 1 . , : 
in powers of — and —- From (22) we derive 
(z— a,) (u—b,) zZ u . 


(26) F(a,, u) R(a,, uw) = w*-1+ S._.(a,)u"-!+---+ 8,(a,). 


For the products F'(a,, u) R(a,,u) in (25) we substitute the polynomial 
forms here given and it immediately appears that terms on the left-hand 
side of (25) which involve « to as high a power as u"~-* all arise from 
the sum 


% ue*—! 


(2— a,) ( u—b ‘¥ 


Now terms of dimension Sm — 1 in this sum must evidently involve 
to as high a power as u*~' and in fact to the power u” at least, since z 


to a negative power appears in every term. From (25) and (26) then 
we derive 





>. oo a <5 


—_ 
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2n-1 
(27) Terms of dimension 5 » — | in ms = —- 


(e—a,)(u—b,) 2 


~ 
= 
= 


From this follows 


(28) Terms of dimension S 0 in w > y,(4@—a,)~ '(u—b,)-' = 
i 


Again this is equivalent to the statement 


2) 4 u 
gaa y@-1 naire r soon —, 


r+sen— 
whence 
27105); =0, (r+san—2, s+n— 2), 
(29) 
>y,-*=1, (r=0, s=n—2). 
a 
On representing an arbitrary polynomial in (z,«) of degree n — 2 by 
the notation 


(30) G(z,u)= SS deu' 
; r+sen-2 ’ 


the formulae in (29) may all be combined in the one formula 


(31) =”, G(a,,b,)=d 


0,n —2° 

In the preceding formulae it is of course to be understood that the 

summation with regard to A extends to all the branch points and 

double points of the curve F'(z,u) = 0, a coefficient y, having as value 
1 2 3 

Fy, (az 40,)? Fy, yj) °* HFS, (ayy by) 

(a,,b,) is an ordinary branch point, a node, or a cusp. 


ro ae © 


The formula (31) may also be written in the form 


, according as the corresponding point 


G (a, b;) -— 
Fy, (a,, b, 0.n—2? 


4 


(32) ,’ 


if we make the convention that an element of the summation correspon- 
ding to a point (a,,b,) is to be counted once only when this point is 
an ordinary branch point, whereas it is to be counted once for each of 
the two branches which pass through it in case it is a double point and 
a third time also for a cusp, in its capacity as a branch point. If in 
particular we take G(z,u) = F(z, u) the coefficient d,,,_, has the value 
n(m—1) and formula (32) reduces to 

(33) m+ 26+ 3x =—n(n—1), 

where m represents the number of ordinary branch points, that is the 
number of tangents to the curve F(z,u) =0 which are parallel to the 
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axis of u, the numbers of nodes and cusps being represented by 6 and 
x respectively. This however is one of Pliicker’s formulae. 

If for G(z, u) we take an arbitrary adjoint polynomial of degree 
n — 3 formula (32) reduces to 
G(a,, b;) 


G4) Fy, a» ©) = 
where the summation may be supposed to extend only to the ordinary 
branch points of the curve, since the elements in (32) corresponding to 


the double points in this case all have the value 0. If we write 
(35) F(z, u) = D¢,,,2'u 


and do not require the coefficient ¢, of u* to have the value 1, the 
formula (32) will evidently take the form 
Ga,,b,) 
Py, (a,,6 ” 


(36) va == 
a) O,n 


In this taking G(z, u) = F(z, u) we obtain 


a» _ 220-2 
(37) Pi (a,, b,) ©. , 


In like manner we have 
Fa, ,, (4+ 3) — (m—1)e, a1 


; Py, (> b;) “On 
a 


On supposing ¢, + and on interchanging the roles of z and w in 
what precedes the formula (36) is replaced by the formula 


< # (a, 5) d,_s6 

(38) 2 Fi. 7" * 

where the summation with regard to 4 is extended to all the double 
points and to all the branch points, where z is now regarded as a function 
of u defined by the equation (1), and where we employ the notation 
(a,, 6,) to designate a double point or branch point. Here also the con- 
vention is of course still to be retained that an element of the sum is 


to appear once, twice, or thrice according as the corresponding point is 
an ordinary branch point, a node, or a cusp. 
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Uber die Haupttangentenkurven auf den Netzflachen. 
Von 


Hans MonrMann in Karlsruhe i. B. 
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§ 8. Die parabolischen Netzflachen |a, #6] und ihre Haupttangentenkurven. An- 
SD 6 oo a OO ae Se ee ee ee 
Einleitung. 


Gehéren die Erzeugenden einer windschiefen Linienfliiche einem all- 
gemeinen linearen Komplex an, so ist nach einem zuerst von Lie*) be- 
wiesenen Satze die Linienfliche der Haupttangenten, welche ebenfalls 
Komplexgerade sind, developpabel und bildet mit ihrer Riickkehrkurve 
eine Haupttangentenkurve (Asymptotenlinie) der ersten Fliche. Ist diese 
algebraisch, so besitzt sie demnach (mindestens) eine algebraische Haupt- 


*) Lie, Uber Komplexe, insbesondere Linien- und Kugelkomplexe mit Anwendung 
auf die Theorie partieller Differentialgleichungen, Math. Ann. 5, 8.179. Vgl. ferner 
Klein, Ober Liniengeometrie und metrische Geometrie, Math. Ann, 5, 8. 274, wo sich 
ein rein geometrischer Beweis des Satzes findet. 
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tangentenkurve. Die Haupttangentenkurven einer algebraischen Netz/liche, 
d. h. einer Linienflache, deren Erzeugende zwei und damit einem Biischel 
allgemeiner linearer Komplexe angehéren, sind. simtlich algebraisch. Sie sind 
wiederholt studiert worden*) und zwar gehen wohl die Untersuchungen 
von Herrn VoB (a. a. 0.) am weitesten. Die vorliegende Arbeit kniipft 
an diese unter Benutzung der in ihnen enthaltenden geometrischen Ansiitze an. 

Die reichhaltigen Resultate, zu denen Herr VoBb auf algebraisch-ana- 
lytischem Wege gelangt ist, gelten fiir irreduzible Flaichen, welche voll- 
stiindige Schnitte von drei Komplexen sind, und lassen sich, wie aus den 
Ausfihrungen von Herrn VoB selbst hervorgeht, nicht ohne neue Uber- 
legungen auf unvollstindige Komplexschnitte tibertragen. Die vorliegende 
Arbeit beschrinkt sich auf Netzflichen und schligt fiir das Studium dieser 
durch zahlreiche Eigenschaften vor allen anderen Linienflichen ausgezeich- 
neten Flichen (Nr. 3—%) den wesentlich einfacheren und wohlbekannten 
Weg ein, die Geometrie in der linearen Kongruenz als die Punktgeometrie 
auf einer gewdhnlichen Fliche 2. Grades zu betrachten. Hierdurch werden 
einerseits vollistiindige und unvollstindige Schnitte von drei Komplexen 
ohne Unterschied in den Bereich der Betrachtungen gezogen, andererseits 
gelingt es, héhere Singularitiiten zu beriicksichtigen und damit vor allem 
eine Frage zu behandeln, welche bislang nicht beachtet worden zu sein 
scheint: die Frage der Reduzibilitit der Hawpttangentenkurven anf irredu- 
ziblen algebraischen Netzflichen (Nr. 20—24). 

Gelegentlich einer Studie iiber die Haupttangenten der Linienflichen 
im Raume von vier Dimensionen**) bemerkte ich, dab simtliche Haupt- 
tangentenkurven (im erklirten Sinne) auf den Netzflichen 6. Grades mit 
(zwei diskreten dreifachen Leitgeraden und) vier stationiren Erzeugen- 
den***) in zwei (doppelt gekriimmte) kubische Kurven zerfallen. Die ge- 
nannte Fliiche ist rational und hat ijiberdies die Merkwiirdigkeit, keine 
eigentliche (gewéhnliche oder héhere) Dorsallinie zu besitzen. Es ergibt 
sich nun, daB allgemein die Haupttangentenkurven der Netzflichen dieser 


*) Siehe insbesondere Cremona, Rappresentazione di una classe di superticie 
gobbe sopra un piano e determinazione delle loro curve assintotiche, Ann. di Mat., 
(2) 1, 8.248. Ferner VoB, Zur Theorie der windschiefen Fliichen, Math. Ann. 8, 8. 78ff. 
und Pittarelli, Sulle linee assintotiche di una classe di superficie gobbe di genere 
zero, Rend. Lincei, 1891, 8. 452. ~ 

**) Mohrmann, Uber die windschiefen Linienflichen im Raume von vier Dimen- 
sionen und ihre Haupttangentenflichen als reziproke Linienflichen, Archiv Math. 
Phys. (3) 18, S. 66. 

“*) Diese Fliche kann definiert werden als Ort der Verbindungsgeraden ent- 
sprechender Punkte (d. h. Beriihrungspunkte entsprechender Tangenten) zweier doppelt 
gekriimmten kubischen Kurven, welche reziproke Polaren in bezug auf einen all- 
gemeinen linearen Komplex sind. 
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Beschaffenheit zerfallen. Aber es handelt sich dabei nur um den speziellen 
Fall eines allgemeineren, niimlich desjenigen, in welchem simtliche Dorsal- 
linien einer rationalen Fliche mit diskreten Leitgeraden paarweise zu 
Dorsallinien 2. Ordnung verschmolzen, bzw. allgemein ausschlieplich Dorsal- 
linien gerader Ordnung vorhanden sind. 

Auf nicht-rationalen irreduziblen Netzflichen sind die Haupttangenten- 
kurven immer mindestens von elliptischem Charakter. Und zwar kénnen 
sie auch hier nur dann zerfallen, wenn die Fliche keine Dorsallinie un- 
gerader Ordnung besitzt. Diese Bedingung ist jedoch fiir Flichen vom 
Geschlecht p> 0 micht hinreichend. Man kann sogar Flichen der ver- 
langten Beschaffenheit angeben, auf welchen durch keinerlei Spezialisierung 
ein Zerfallen der Haupttangentenkurven erwirkt werden kann (Nr. 24). 

Die Frage der Reduzibilitit gewinnt wesentlich an Anschaulichkeit 
durch das Studium des Verlaufs der Haupttangentenkurven auf den Flichen 
(Nr. 10—16). Diese Untersuchungen diirfen aber wohl auch an und fir 
sich einiges Interesse beanspruchen. Ich habe es daher nicht fiir iiber- 
fliissig gehalten, die Theorie an einem einfachen und vollkommen durch- 
sichtigen Beispiel, dem Cayleyschen Zylindroid (analytisch) zu illustrieren 
(Nr. 17—19). 

Die parabolischen Netzflichen sind hinsichtlich ihrer Haupttangenten- 
kurven weniger interessant als die allgemeinen. Ich habe sie nur kurz 
behandelt (Nr. 25—27), hoffe aber, das wenige, was ich gebe, nicht nur 
der Volistaéndigkeit halber gebracht zu haben. 


I. 
§ 1. 
Zur Methode der Untersuchung. 

1. Vermége der bekannten Pliickerschen analytischen Darstellung der 
geraden Linie im Raum erscheint die Liniengeometrie als die Punkt- 
geometrie auf einer allgemeinen vierdimensionalen Mannigfaltigkeit 2. Grades 
im Raume von fiinf Dimensionen. Den geraden Linien dieser Mannig- 
faltigkeit entsprechen in der Liniengeometrie die Strahlenbiischel. Die 
Geometrie in der linearen Kongruenz erscheint als die Geometrie auf 
einer gewohnlichen Fliche 2. Grades, und zwar ist dem Strahlennetz mit 
zwei diskreten reellen oder konjugiert-komplexen Leitgeraden die gerad- 
linige baw. nichtgeradlinige Fliche 2. Grades mit nicht verschwindender 
Diskriminante zugeordnet, wahrend die Geometrie in der parabolischen 


linearen Kongruenz der Geometrie auf einem irreduziblen Kegel 2. Ord- 
nung dquivalent ist. 
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Die Linienflichen einer irreduziblen linearen Kongruenz, die Netz- 
flichen, sind die liniengeometrischen Bilder der Kurven auf den Flachen 
2. Grades. Umgekehrt kann jede Kurve auf einer irreduziblen Fliche 
2. Grades als Pliickersches Bild einer Netzfliiche betrachtet und bezeichnet 
werden. Dabei ist noch zu beachten, daB den irreduziblen Kegelschnitten 
auf den genannten Fliichen 2. Grades Regelscharen 2. Ordnung entsprechen, 
welche immer auf Fliichen 2. Grades mit nicht verschwindender Dis- 
kriminante liegen. 


2. Bezeichnet man die Projektion einer auf einer Fliche 2. Grades 
liegenden Kurve von einem der Punkte der Fliche auf eine Ebene all- 
gemeiner Lage als stereographisches Bild der Kurve, so gilt, wie man un- 
schwer beweist, der folgende fiir viele Fragen niitzliche 


Satz 1: Das stereographische Bild einer auf einer Fliche 2. Grades 
gelegenen Kurve ist reell »vrojektiv diquivalent dem Schnitte ihres liniengeo- 
metrischen Bildes mit einer Ebene allgemeiner Lage, welche das Bild des 
Projektionszentrums enthiilt. 

Hieraus folgt unmittelbar, dab Grad (= Ordnung = Klasse), Rang 
und Geschlecht einer algebraischen Netzflache iibereinstimmen mit Ord- 
nung, Rang und Geschlecht ihres Pliickerschen Bildes. 


§ 2. 
Der hyperbolische Charakter der Netzflichen. 


3. Durch jedes Strahlennetz geht ein Biischel von linearen Kom- 
plexen, unter denen sich (algebraisch gesprochen) zwei spezielle befinden, 
deren diskrete oder konsekutive*) Achsen (,,Flichenstreifen“) die Leit- 
geraden des Strahlennetzes sind. Eine gerade Linie allgemeiner Lage be- 
stimmt einen allgemeinen Komplex dieses Biischels und definiert mit den 
beiden (diskreten oder konsekutiven) Leitgeraden eine Regelschar 2. Ord- 
nung. Der lineare Komplex hat mit dieser Regelschar noch eine 2. Er- 
zeugende gemein. Man hat daher den 


Satz 2. Die co linearen Komplexe, welche durch ein Strahlennetz 
mit diskreten Leitgeraden hindurchgehen, haben mit jeder irreduziblen Regel- 


*) Ich unterscheide nach dem Vorgange M. Noethers (siehe z. B. M. Noether, 
Consecutive und coinzidierende Elemente einer algebraischen Curve, Mathematical 
Papers, read at the International Mathematical Congress in Chicago 1893, 8S. 253) 
zwischen konsekutiven, d. h. aufeinanderfolgenden und koinzidierenden, d. h. zusammen- 
fallenden Elementen eines geometrischen Gebildes. Dabei méchte ich die Gelegen- 
heit benutzen, Herrn Professor Noether auch an dieser Stelle meinen Dank fiir seine 
kritische Durchsicht des Manuskripts dieser Arbeit zu sagen. 
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schar 2. Ordnung, welcher die Leitgeraden angehiren, die Strahlenpaare 
einer Involution gemein, deren Doppelelemente die Leitgeraden sind.*) 

Fiir die parabolische lineare Kongruenz ist die Involution ausgeartet: 
ihre Doppelelemente koinzidieren. 


4. Vier windschiefe gerade Linien, welche gleichzeitig von mehr als 
zwei geraden Linien geschnitten werden, sind Erzeugende einer Regelschar 
2. Ordnung. Hieraus resultiert die den Netzfliichen eigentiimlichste Eigen- 
schaft, welche ihnen den Charakter des ,,Hyperbolischen“ aufpriigt:**) 


Satz 3. Irgend vier von einander verschiedene diskrete oder konsekutive 
windschiefe Erzeugende einer Netzfliche, welche gleichzeitig von einer geraden 
Linie allgemeiner Lage geschnitten werden, sind Erzeugende einer und der- 
selben Regelschar 2. Ordnung. 


Ist also insbesondere irgend eine doppelte oder héhere Tangente der 
Fliche gegeben, so bilden die Erzeugenden, auf welchen ihre Beriihrungs- 
punkte liegen, den Ort der Beriihrungspunkte von oo' gleichartigen Tan- 
genten, welche eine Regelschar 2. Ordnung erfiillen. 


§ 3. 
Uber die Haupttangentenkurven der Netzflichen im allgemeinen und 
ihr Verhiltnis zu den mehrfachen Fliichentangenten. 


5. Ein allgemeiner linearer Komplex, welcher mit einem Strahlen- 
biischel mehr als einen Strahl gemein hat, enthalt dieses Biischel voll- 
stiindig. Der Tangentenkomplex einer Linienfliiche, welche einem all- 
gemeinen linearen Komplex angehért, hat daher mit diesem eine Kongruenz 
gemein, welche aus oo! Biischeln besteht. Da die Punkte und Ebenen der 
Strahlenbiischel eines allgemeinen linearen Komplexes, welche einen und 
denselben Strahl enthalten, projektiv aufeinander bezogen sind, so haben 
irgend zwei benachbarte Strahlenbiischel der in Frage stehenden Kon- 
gruenz einen Strahl und zwar eine Haupttangente der Linienfliiche mit- 
einander gemein. Es gilt daher der 


Satz 4. Die Kongruenz, welche ein allgemeiner linearer Komplex mit dem 
Tangentenkomplex einer thm angehirenden Linienfldche gemein hat, besteht aus 


*) In anderer Form ist dieser Satz zuerst von Herrn VoB (a. a. O., S. 59f.) aus- 
gesprochen worden. Vgl. ferner St. Jolles, Arch. Math. u. Phys. (3) 9, S. 304. 

**) Vgl. VoB, a. a. 0., 8.94. Aus dieser Eigenschaft der Netzflichen resultiert 
die Méglichkeit, fiir Untersuchungen, welche mit der Theorie der Singularititen zu- 
sammenhiingen, die Pliickerschen und Salmon-Cayleyschen Formeln fiir doppelt-ge- 
krimmte Kurven zu verwenden. 
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den Schmiegungsstrahlen*) einer Hauwpttangentenkurve der Fliche. Diese 
Kurve kann auch definiert werden als Ort der Beriihrungspunkte der Doppel- 
tangenten, welche dem linearen Komplex angehiren (siehe Nr. 7). 

6. Fiir Netzflichen hat demnach jede eigentliche mehrfache Flichen- 
tangente ihre Beriihrungspunkte auf einer und derselben Haupttangenten- 
kurve; insbesondere ist jede (3, 2)-punktige Fliichentangente Tangente einer 
Haupttangentenkurve, welche die Kurve in einem weiteren Punkte trifft. 
Nun ist aber allgemein jeder Schmiegungsstrahl einer Haupttangentenkurve 
auf einer Netzfliiche, welcher die Kurve in einem weiteren Punkte trifft, 
Hauptsehne, d. h. doppelter Schmiegungsstrah] der Kurve (Satz 4). Es ist 
daher auch umgekehrt jede Tangente einer Haupttangentenkurve, welche 
die Kurve in einem weiteren Punkte trifft, eine Haupttangente der Fliche, 
welche diese in einem weiteren Punkte beriihrt. Hieraus resultiert eine 
merkwiirdige Zahlenbeziehung: die Anzalil i, der (3, 2)-punktig beriihrenden 
Ebenen einer auf einer allgemeinen Fiche 2. Grades gelegenen Kurve ist 
gleich der Hiilfte der Anzahl H,, der (3, 2)-punktig beriihrenden Ebenen 
der Havupttangentenkurven ihres Pliickerschen Bildes. Denn \letztere ist, 
algebraische Gebilde vorausgesetzt, da die Haupttangentenkurven in sich 
reziprok sind, gleich der Anzahl] 7’ ihrer Tangenten, welche die Kurve in 
einem weiteren Puankte treffen. 


7. Die Linienfliche der Hauptsehnen einer Haupttangentenkurve auf 
einer irreduziblen algebraischen Netzfliiche mit diskreten Leitgeraden ist 
im allgemeinen reduzibel: sie besteht aus der gegebenen Netzfliche selbst 
und der in Satz 4 genannten Doppeltangentenjliche (die natiirlich ihrerseits 
reduzibel sein kann, wie das Beispiel der Netzfliiche 4. Grades 1. Art lehrt). 
Der Grad der letzteren betrigt im allgemeinen (vgl. jedoch Nr. 27) 2y, 
wenn man mit y die Klassenzahl der Bitangentialdeveloppablen des Pliicker- 
schen Bildes der Netzfliche (mit diskreten oder konsekutiven Leitgeraden) 
bezeichnet. 

Die Multiplizitat der Haupttangentenkurve fiir ihre Hauptsehnenfliche 
ist gleich der Ordnung der Kurve vermindert um 3; denn die Schmiegungs- 
ebenen in den Schnittpunkten einer jeden einem allgemeinen linearen 
Komplex angehérenden Kurve mit einer beliebigen ihrer Schmiegungs- 
ebenen gehen durch den Beriihrungspunkt der letzteren hindurch. 


*) d. h. denjenigen Strahlen, welche durch die Punkte der Kurve je in der zu- 
gehérigen Schmiegungsebene gezogen sind (vgl. Sturm, Die Gebilde 1. und 2. Grades 
der Liniengeometrie in synthetischer Behandlung, 1, 8. 11). 
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§ 4. 
Die Dorsallinien der algebraischen Netzflichen (n;, 2) mit 
diskreten Leitgeraden. Einige charakteristische Zahlen. 


8. Unter einer Dorsallinie einer windschiefen Fliche versteht man 
bekanntlich eine Erzeugende, welche von einer konsekutiven Erzeugenden 
geschnitten wird. Den Schnittpunkt der Erzeugenden nennt man gewéhn- 
lich Kuspidalpunkt, ihre Ebene parabolische Ebene. 

Die Dorsallinien einer Netzfliche entsprechen den Beriihrungspunkten 
ihres Pliickerschen Bildes mit den Erzeugenden der Fliche 2. Grades, auf 
der jenes liegt. Zusammengeriickte oder hihere Dorsallinien einer Netzfliche 
haben mithin die Besonderheit, immer nur einen zugeordneten Kuspidalpunkt 
und eine parabolische Ebene zu besitzen, d. h. sie bilden stets die Strahlen- 
gruppe eines Biischels. 

Liegt eine Kurve auf einer Fliche 2. Grades, so sind ihre stationiiren 
und doppelten Tangenten notwendigerweise Erzeugende der Fliiche. Be- 
zeichnet man daher eine gewéhnliche Dorsallinie einer Netzfliche als 
Dorsallinie 1. Ordnung ¢', die einer (gewéhnlichen) stationiren Kurven- 
tangente zugeordnete Dorsallinie als Dorsallinie 2. Ordnung ¢*, die Dorsal- 
linie, welche einer Undulationstangente entspricht, als Dorsallinie 3. Ord- 
nung ¢* usw., die einer doppelten Kurventangente entsprechende Dorsallinie 
als Doppeldorsallinie ¢ usw. und unterscheidet man die Dorsallinien, 
deren zugchérige Kuspidalpunkte auf der n,- oder n,-fachen Leitgeraden 
der Netzfliche (m,, »,) mit d doppelten und r stationiiren Erzeugenden 
liegen, durch untere Indices, so gelten offenbar die folgenden Formeln*): 


t,! = 2n,(n,— 1) — 2d — Br — 24," — (24,24 34,54 4t,44---) 
t,! = 2n,(n.— 1) — 2d — Br — 24," — (2t,2+ 34,34 44,4+---)] 


Im allgemeinen sind nur gewodhnliche Dorsallinien vorhanden, und es ist 
zu beachten, daB eine ¢* nur auftreten kann, wenn 


n,>k+1, 


*) In diesen Formeln, wie in allen spiiteren, sind nur gewdhnliche Doppel- und 
Riickkehrerzeugende und gewdhnliche Doppeldorsallinien beriicksichtigt. Sind mebr- 
fache Dorsallinien oder mehrfache Erzeugende oder Verbindungen solcher Singulari- 
titen mit anderen vorhanden, so sind sie mit Hilfe der Plickerschen Aquivalenzformeln 
in Rechnung zu setzen, und die abgeleiteten Siitze (vor allem Satz 7 und Satz 9) sind 
entsprechend zu modifizieren. Diese héheren Singularititen spielen fiir die Frage der 
Reduzibilitit der Haupttangentenkurven auf den Fliichen jedoch keine wesentliche 
Rolle. Letztere hingt vielmehr ausschlieBlich von den Dorsallinien héherer Ordnung 
ab, weshalb jene im Einzelnen zu beriicksichtigen sind. 
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und eine ¢*', wenn 
nSk+1+2 
ist. 

9. Bezeichnet man mit » den Grad einer Netzfliche (m,, m,), mit a 
ihren Rang, mit p ihr Geschlecht, mit m den Grad ihrer Haupttangenten- 
kongruenz und mit h, die Anzahl ihrer ,jyperbolischen Erzeugenden“*), so 
ergeben sich auf Grund der friiheren Uberlegungen mit Hilfe der Pliicker- 
Cayleyschen Formeln ohne Miihe die folgenden Relationen**): 


n=, + My, 

a = 2n,n,— 2d — 3r, 

p =(n,—1)(n,—1) —d—r, 

m=3(2n,n,— n)— 6d— 8r— (f4+28+43t+---), 
h, = 4(3n,n, — 2n) — 12d— 15r—2(f 4+ 264 34+4+---). 





Dabei ist zu beachten, daB eine auf einer Fliche 2. Grades liegende irredu- 
zible Kurve zwar soviele Doppelpunkte besitzen kann, als ihre Geschlechts- 


*) Vgl. VoB, a. a. O., 8. 94. Sie entsprechen den stationiren Ebenen des 
Pliickerschen Bildes (dessen Klassenzahl m betriigt). 

**) Ich gebe hier nur diejenigen Zahlen an, welche fir das Studium der Haupt- 
tangentenkurven von unmittelbarem Interesse sind. Natiirlich lassen sich auch die 
iibrigen (wenigstens fiir den allgemeinen Fall) ohne Miihe berechnen. — Wie man leicht 
verifiziert, stimmen s&mtliche Daten fiir den allgemeinen Fall mit den von Herrn Vob 
(a. a. O.) auf ganz anderem Wege gewonnenen Resultaten tiberein. Fiir die rationalen 
Flachen beriicksichtigt auch Herr VoB Dorsallinien 2. Ordnung. Dabei darf ich viel- 
leicht einen Druckfehler berichtigen: eine stationiire Tangente einer doppelt ge- 
kriimmten Kurve vermindert die Anzahl ihrer stationiiren Ebenen (im allgemeinen) um 
zwei Einheiten. Auf 8.113 des wiederholt zitierten VoBschen Aufsatzes muB es dem- 
nach heiBen: die Anzahl der hyperbolischen Erzeugenden einer Netzfliiche n*” Grades 
p =O betrigt («4 =?*): 

4(n — 3) — 8r — 2z. 
Diese Tatsache ergibt sich auch liniengeometrisch: wie ich im ndichsten Paragraphen 
zeigen werde, und zwar unabhiingig von der Betrachtung der hyperbolischen Erzeugen- 
den, haben die Haupttangentenkurven den einer Dorsallinie 2. Ordnung zugeordneten 
Kuspidalpunkt einer Netzfliche zum (gewdbnlichen) Selbstberiihrungspunkt (mit zusam- 
menfallenden Schmiegungsebenen). Eine Dorsallinie 2. Ordnung vermindert daher 
die Anzahl der stationiiren Tangenten dieser Kurven in den Kuspidalpunkten um 
zwei Einheiten. Von den 

10n — 8r — 28 — 62 
stationiiren Tangenten (VoB, a. a. O., 8. 111) liegen daher nur 

2n—2r—4—2z2 
in den Kuspidalpunkten der Flache, sodaB fiir die Schnittpunkte mit den hyper- 
bolischen Erzeugenden (Nr. 15) in der Tat 

2[4(m—3) — 3r — 22] 
iibrig bleiben. 
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zahl zuliBt, aber nicht immer so viele Riickkehrpunkte. Denn wie das 
allgemeine stereographische Bild der Kurve (Satz 1) zeigt, liBt sich immer 
ein Projektionszentrum so wdhlen, dab das ebene Bild der Kurve einen 
n,- und einen ,-fachen Punkt erhilt (in denen die Gesamtheit der schein- 
baren Doppelpunkte vereinigt ist). Nehmen wir n, >, an, so kann dem- 
nach die Klassenzahl der ebenen Bildkurve nicht kleiner als 2”, werden. 
Es mu daher immer die folgende Ungleichung bestehen: 


2d + 3r < 2n,(n,— 1) 
woraus folgt: (n, > mg) 
- 1 = My). 


r<5n,(n,—1) 


Die aus der Formel fiir p resultierende Ungleichung: 
rS(n,— 1) (,—1) 


enthilt daher fiir n, > 1 und n, > 3 keine hinreichende Bedingung. 


§ 5. 
Uber den Verlauf der Haupttangentenkurven auf den Flichen (7, 2). 


10. Jeder der co’ allgemeinen linearen Komplexe, welche durch eine 
Netzfliche hindurchgehen, hat mit dem Tangentenkomplex der Fliiche die 
Kongruenz der Schmiegungsstrahlen einer Haupttangentenkurve gemein 
(Satz 4): sdimtliche Haupttangentenkurven einer algebraischen Netzfliche sind 
aigebraisch. 

Die Ordnung N und die Klasse M dieser Kurven sind einander gleich 
und zwar (fiir eine Netzfliche mit diskreten Leitgeraden) gleich dem 
Grade ihres Tangentenkomplexes, d. h. dem Range a der Fliche: 


N=M-=a. 


Der Rang A der Kurven ist gleich dem Grade derjenigen Linienfliche, 
welche ein durch die Netzfliiche hindurchgehender allgemeiner linearer 


Komplex aus der Haupttangentenkongruenz ausschneidet: 
° 


A=2m. 
Die beiden Punkte, welche eine Haupttangentenkurve mit einer beliebigen 
Erzeugenden der Netzfliiche gemein hat, werden nach Satz 2 durch die 
Schnittpunkte derselben mit ihren Leitgeraden harmonisch getrennt. Man 
hat daher den 


Satz 5. Geht durch eine Regelschar eine lineare Kongruenz mit dis- 
kreten Leitgeraden, so sind die Haupttangentenkurven ihrer Triigerfliche ,,ge- 
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schart invariant“ (beziiglich der mit den Leitgeraden verkniipften ,.geschart 
involutorischen“ Kollineation). 

11. Gehért einem allgemeinen linearen Komplex ein Strahlenbiischel 
volistindig an, so kann keine weitere Gerade in der Ebene dieses Biischels 
Komplexgerade sein. Hieraus resultiert der fiir das Studium des Verlaufs 
der Haupttangentenkurven auf den Netzfliichen fundamentale 


Satz 6. Die Haupttangentenkurven einer Netzfliche kimnen mit ihren 
Leitgeraden sowohl, als auch mit ihren Dorsallinien ausschlieBlich die Kuspidal- 
punkte der Fiche gemein haben (und dual). 


12. Eine Ebene allgemeiner Lage e schneidet eine Netzfliche, welche 
die Geraden /, zur n,-fachen und J, zur n,-fachen Leitgeraden hat, nach 
einer Kurve K von der Ordnung m und der Klasse a. Aus einem be- 
liebigen allgemeinen linearen Komplex 4, welcher durch die Fliche (n,, n,) 
hindurchgeht, schneidet die Ebene e ein Biischel S aus, dessen Mittelpunkt 
auf der Verbindungsgeraden g der Punkte LZ, und L, liegt, welche die 
Ebene e mit J, und /, gemein hat. Den a Tangenten der Kurve K, welche 
dem Biischel S angehéren, sind a Punkte zugeordnet, die Schnittpunkte 
der Ebene e mit der Haupttangentenkurve, deren Tangenten dem Komplex 4 
angehoren. 

Geht die Ebene e durch einen gewéhnlichen Kuspidalpunkt C,' der 
Netzfliche hindurch, so vermindert sich die Klasse der Kurve K, da zwei 
Aste des n,-fachen Punktes zusammenfallen (Satz 1), um eine Einheit. 
Die Ebene e hat daher nur noch a — 1 nicht auf g gelegene Punkte mit 
der Haupttangentenkurve gemein: die Haupttangentenkurven einer Netafliche 
gehen durch ihre Kuspidalpunkte 1. Ordnung einfach hindurch. 

Ist der Kuspidalpunkt einer Dorsallinie 2. Ordnung ¢,? zugeordnet, so 
fallen drei Aste des m,-fachen Punktes Z, der Schnittkurve K zusammen, 
d. h. C,? ist fiir einen Ast von K ,,Bikuspidalpunkt“ (vgl. Satz 1). Die 
Klasse der Kurve K vermindert sich daher abermals um eine Einheit, so- 
daB die Ebene e nur noch a—2 nicht auf g gelegene Punkte mit der 
Haupttangentenkurve gemein hat usw. Allgemein ergibt sich: Die Haupt- 
tangentenkurven einer algebraischen Netzfliiche haben einen Kuspidalpunkt 
k*” Ordnung der Fliche zum k-fachen Punkte. 

13. Der Schnitt einer Netzfliche (n,, m,) mit einer ihrer (gewdhn- 
lichen) parabolischen Ebenen c,' besteht aus der n,-fachen Leitgeraden /,, 
der ihr zugeordneten Dorsallinie ¢,' und n,— 2 weiteren Erzeugenden. Da 
nun einerseits auf jeder Erzeugenden einer Netzfliche zwei Punkte einer 
jeden ihrer Haupttangentenkurven liegen, andererseits die Leitgerade /, 


2t,." + Dx ki," 
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Punkte mit ihr gemein hat, so schneidet eine c,' aus jeder Haupttangenten- 
kurve 


2(n, —2) + 24," + Deki," 
1 
Punkte aus, welche dem ihr zugeordneten Kuspidalpunkte C,' nicht un- 
endlich benachbart sind. Die parabolische Ebene c,' hat daher mit jeder 
Haupttangentenkurve der Netzfliiche im Kuspidalpunkte C,! 


N —2(m,—2)—24,"— Stnet—4 


1 
an einander riickende Punkte gemein. 


Vermége derselben SchluBweise findet man, daB allgemein die einer 
Dorsallinie k" Ordnung t zugehirige parabolische Ebene & am sugehirigen 
Kuspidalpunkte C* 

2(k +1) 
Punkte mit jeder Haupttangentenkurve gemein hat. 

14. Eine durch eine gewéhnliche Dorsallinie ¢,! hindurchgehende 
Ebene allgemeiner Lage e schneidet aus der Netzfliiche (m,, »,) auBer der 
Dorsallinie ¢,' noch eine Kurve der (n—1)*" Ordnung aus. Die Klasse 
dieser Kurve betrigt: 

2(*5 ‘)-2("7") —2("7")—2d—-3r-a—2. 


Da die Kurve iiberdies die Gerade g =#,' im zugehérigen Kuspidalpunkte C,! 
beriihrt, so folgt, daB in der Ebene e nur noch a — 3 nicht auf g liegende 
Punkte der Haupttangentenkurve vorhanden sind. Hieraus ergibt sich 
unter Beriicksichtigung von Satz 6 in Verbindung mit den Ausfiihrungen 
von Nr. 12, daB eine gewihnliche Dorsallinie t' in dem ihr zugeordneten 
Kuspidalpunkte C' fiir stimtliche Haupttangentenkurven stationdre Tangente ist.*) 

Auf Grund von Nr. 13 folgt jetzt weiter, daB die einer ¢' zugehérige 
parabolische Ebene im zugehérigen Kuspidalpunkte C' eigentliche Schmie- 
gungsebene ist.**) 

Geht die Ebene e durch eine Dorsallinie 2. Ordnung ¢,? hindurch 
(ohne parabolische Ebene zu sein), so zerfallt wiederum ihr Schnitt mit 
der Netzfliche in eine gerade Linie g =?#,? und eine Kurve der (n—1)™ 
Ordnung. Aber jetzt ist g Riickkehrpunktstangente in C,*. Die Restkurve 
ist daher nur noch von der (a—3)*" Klasse. Da eine Riickkehrpunkts- 
tangente eine der Tangenten ist, welche von einem ihrer Punkte in all- 
gemeiner Lage an die betreffende Kurve gezogen werden kénnen, so folgt, 
da8 eine ¢® mit jeder Haupttangentenkurve vier Punkte am zugehdérigen 


*) Vgl, VoB a. a. O., S. 80. 
*) Vgl., VoB a. a. O., S. 81. 














582 H. Mourmann. 


Kuspidalpunkte gemein hat. Der einer Dorsallinie 2. Ordnung ¢* zugeord- 
nete Kuspidalpunkt C* ist aber, wie wir in Nr. 12 gesehen haben, Doppel- 
punkt der Haupttangentenkurve. Hieraus ergibt sich unschwer (Satz 6), 
daB der C? fiir sdimtliche Haupttangentenkurven (gewdhnlicher) Selbstberiihrungs- 
punkt S ist, fiir welchen die den beiden Asten zugehirigen Schmiegungsebenen 
(Nr. 13) mit der parabolischen Ebene c* zusammenfallen. 

In der Tat: eine Dorsallinie 2. Ordnung ¢* kann als aus einer Doppel- 
dorsallinie ¢'' hervorgegangen betrachtet werden, wie eine Inflexionstangente 
aus einer Doppeltangente, deren Beriihrungspunkte zusammenriicken (und 
konsekutiv werden). Nun ist aber der einer Doppeldorsallinie t" zugeord- 
nete bistationdre Kuspidalpunkt (Satz 1) fiir séimtliche Haupttangentenkurven 
Doppelpunkt W, dessen beide Tangenten stationiire Kurventangenten sind. 
Der Selbstberiihrungspunkt S entsteht daher aus einem W-Punkte da- 
durch, daB die beiden stationiren Tangenten koinzidieren, ohne konsekutiv 
zu werden. 

Eine Dorsallinie 3. Ordnung ¢,° kann als aus der Vereinigung einer 
Dorsallinie 2. Ordnung ¢,? mit einer gewéhnlichen Dorsallinie ¢,! hervor- 
gegangen betrachtet werden. Projizieren wir die Netzfliche (m,, ,) aus 
einem Punkte ihrer m,-fachen Leitgeraden auf eine Ebene allgemeiner 
Lage, so werden die Erzeugenden der Fliche in ein n,-fach tiberdecktes 
Strahlenbiischel abgebildet, dessen Mittelpunkt LZ, der Schnittpunkt der 
Bildebene mit der Leitgeraden /, ist. Sind nun ¢,? und ¢,' beziiglich die 
Bilder der gleichbezeichneten Dorsallinien, so ist auch fiir die Bildkurve 
einer beliebigen Haupttangentenkurve ¢,? Selbstberiihrungspunkts- und ¢,! 
stationiire Tangente. Riicken 4? und ¢,' zusammen, so zieht sich der 
»doppelschleifenformige* Teil*) der Bildkurve auf den Punkt Z, zusammen. 
Der entstehende Kurvenpunkt V* hat daher jiuBerlich das Aussehen eines 
gewOhnlichen Wendepunktes (Beriihrungspunktes stationirer Tangente)**). 

Allgemein und zusammenfassend kénnen wir den Satz aussprechen: 

Satz 7. Eine Dorsallinie k*" Ordnung t* einer Netz{fliiche mit diskreten 
Leitgeraden hat an dem ihr zugeordneten Kuspidalpunkte C* mit jeder Haupt- 
tangentenkurve k + 2 Punkte gemein. Der C* ist ein k-facher Kurvenpunkt 
welcher (eine reellé Dorsallinie vorausgesetzt) fiir ungerades k duferlich das 


*) Die Kurve kann in dem durch ¢t,* und ¢,' begrenzten Gebiete nach Satz 6 
weder an /, herankommen noch mit ¢,* und ¢,' andere als L, unendlich benachbarte 
Punkte gemein haben und geht nach Satz 5 durch die harmonische Zentralkollineation 
mit LZ, als Zentrum und J, als Achse in sich iiber 


™) Von den (3) + 1=4 Doppelpunkten, welchen der Punkt L, fiir die Bild- 


kurve in den Pliickerschen Formeln Aquivalent ist, werden zwei zu Riickkehrpunkten 
(Nr. 20). 
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Aussehen eines gewohnlichen Wendepunktes V (Beriihrungspunktes stationiirer 
Tangente) (k= 1) und fiir gerades k das Aussehen eines gewihnlichen Selbst- 
berithrungspunktes S (k=2) hat. Die der Dorsallinie t* zugeordnete para- 
bolische Ebene c hat in bew. an dem Kuspidalpunkte C* 2(k+ 1) Punkte 
mit der Kurve gemein: sie ist eigentliche Schmiegungsebene. 

15. Eine vierpunktige Flichentangente ist im allgemeinen stationire 
Tangente einer Haupttangentenkurve. Die Haupttangentenkurven einer Netz- 
fliche haben daher in den beiden Punkten, in welchen sie einer hyper- 
bolischen Erzeugenden h, begegnen, je eine (weitere) stationdre Tangente V: 


V = t'+ 2h,. 
Auf einer Doppelerzeugenden liegen vier diskrete Punkte einer Haupt- 


tangentenkurve. Fiir eine Riickkehrerzeugende riicken dieselben paarweise 
zusammen: sie ist Doppeltangente Q der fraglichen Kurve.*) 


16. Die Werte der Parameter der beiden speziellen Komplexe des 
Biischels (2) von linearen Komplexen, welche durch eine Netzfliche mit 
reellen Erzeugenden und reellen diskreten Leitgeraden hindurchgehen, seien 


A=0 und 4=oo. 


Wir betrachten zwei Haupttangentenkurven der Netzfliche. Der eine der 
beiden zugeordneten linearen Komplexe (4) habe einen positiven, der 
andere einen negativen Parameter 4. Alsdann sind nach Satz 2 auf einer 
beliebigen reellen Erzeugenden der Fliche die Punkte einer der beiden 
Haupttangentenkurven reell, die der anderen konjugiert-komplex. 
Bezeichnen wir den einem ,Zuge“ ihres Pliickerschen Bildes ent- 
sprechenden Teil einer Netzfliiche als einen ,Zug“ der Fliche (betrachtet 
als Ort ihrer Erzeugenden), so wird jeder Zug durch die ihm angehérenden 
reellen Dorsallinien (gewéhnliche Dorsallinien ¢' vorausgesetzt) notwendiger- 
weise in eine gerade Anzahl von Gebieten zerlegt: sind die Punkte einer 
Haupttangentenkurve in einem dieser Gebiete reell, so sind sie in den an- 
stoBenden Gebieten den Sitzen 6 und 7 zufolge imaginir. Das gibt den 
Satz 8. Auf einem ,,Zuge“ einer Netzfliche mit reellen diskreten Leit- 
geraden, welchem t reelle gewihnliche (und keine weiteren reellen) Dorsal- 


t ree , - 
; reelle Ziige einer Haupttangentenkurve der Fliche 
von denen jeder eines der Gebiete, in welche die Dorsallinien den Flichen- 


linien angehiren, liegen 


*) Vel. VoB, a. a. O., 8.81. Ein durchsichtiges Beispiel bildet die in der 
Einleitung genannte Netzfliiche 6. Grades mit vier Riickkehrerzeugenden vermige der 
in der zugehérigen Anmerkung gegebenen Definition der Fliche: die Riickkehr- 
erzeugenden sind die vier (den doppelt gekriimmten kubischen Kurven gemeinsamen) 
Tangenten, welche dem linearen Komplex angehéren, in bezug auf welchen die Kurven 
reziproke Polaren sind. 
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zug zerlegen, aweimal durchquert und zwei der Dorsallinien zu stationdren 
Tangenten hat. Zwischen je zweien dieser Gebiete liegt ein Gebiet des 
Flichenzuges, welches nicht reell durchlaufen wird. 

Die Anzahl der reellen Ziige einer Haupttangentenkurve auf einer Netz- 
flache mit konjugiert-komplexen Leitgeraden ist immer gleich der Anzahl ihrer 
reellen Ziige, und zwar ist jedem linearen Komplex, welchem die Erzeugenden 
der Fliiche angehiren, eine reelle Haupttangentenkurve zugeordnet (voraus- 
gesetst, daB die Fliiche iiberhawpt co" reelle Erzeugende besitzt). 


§ 6. 
Anwendung auf das Cayleysche Zylindroid. 


17. Um die geschilderten Verhiltnisse an einem einfachen Beispiele 
zu illustrieren, wihle ich die unter dem Namen Cayleysches Zylindroid 
(auch Pliickersches Konoid) wohlbekannte Linienfliiche 3. Grades. Sie kann 
definiert werden als Ort der Lote, welche von den Punkten einer auf 
einem Rotationszylinder liegenden (eigentlichen) Ellipse auf eine Erzeugende 
des Zylinders (die Achse des Zylindroids) gefallt werden kénnen. 

Wahlt man als Achsen eines rechtwinkligen kartesischen Koordinaten- 
systems die Achse des Zylindroids und die beiden sich auf ihr senkrecht 
schneidenden Erzeugenden desselben, so hat die Gleichung der Flache in 
Punktkoordinaten die Form: 


a(x? +y") — 2cry =0, 


wo 2c den Abstand der beiden Kuspidalpunkte voneinander bedeutet. Die 
beiden durch die Dorsallinien und die Achse des Zylindroids bestimmten, 
aufeinander senkrecht stehenden Ebenen 


z+y=0 


sind Symmetrieebenen der Fliche und die Ebenen: 
rtiy=0 (¢=Y—-1) 


enthalten die beiden Erzeugenden, welche der ,,unendlichfernen Ebene“ an- 
gehéren. 


Die Haupttangentenkurven sind ganz im Endlichen verlaufende Kurven 
4. Ordnung 2. Art, welche die Dorsallinien der Flache zu stationiren Tan- 
genten haben (Satz 7). Sie gehen durch Spiegelumg an der Achse des 
Zylindroids in sich iiber (Satz 5). \hre orthogonalen Projektionen in eine 
Ebene senkrecht zur Achse sind daher Kurven 4. Ordnung, welche zweimal 
dureh die absoluten Punkte hindurchgehen und einen Doppelpunkt mit 





~~ 


~~. i, fe Cie 
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aufeinander senkrecht stehenden reellen Tangenten als Mittelpunkt haben, 
d. h. sie sind Lemniskaten*): 


(a* + y*)? — 4(a* — y*) = 0, 
wo A einen variablen Parameter bedeutet. 


Das Biischel von linearen Komplexen, welche durch die Normalen- 
kongruenz der Achse des Zylindroids hindurchgehen, hat die Gleichung: 


2e(xy’ — ya’) + A(2—2’) = 0, 


v ¢ und 4 die schon eingefiihrten GréBen sind. Wie man sieht ist in 
der Tat (Nr. 16) die einem linearen Komplex mit positivem 4 zugeordnete 
Haupttangentenkurve auf demjenigen Flichengebiete reell, auf welchem 
die einem negativen 4 zugeordnete Kurve imaginir ist und umgekehrt. 
Die Kurven 4 = + 4, und 4=— i, gehen durch Spiegelung an den Symmetrie- 
ebenen des Zylindroids ineinander iiber. 

18. Jede doppelt gekriimmte Kurve 4. Ordnung 2. Art liegt auf einer 
(und nur einer) Flaiche 2. Grades (mit nicht verschwindender Diskrimi- 
nante). Wie man unschwer erkennt, werden die Haupttangentenkurven 
(zugleich mit den Dorsallinien) aus dem Zylindroid ausgeschnitten durch 
die Hyperboloide einer koaxialen Biischelschar 

2? — y? 2? 

<2 451. 
Unter Beriicksichtigung einer bekannten Eigenschaft der Lemniskate kann 
man daher den folgenden Satz aussprechen: 

Die Haupttangentenkurven des Cayleyschen Zylindroids sind die Fuf- 
punktkurven einer Biischelschar koaxialer gleichseitig-hyperbolischer Zylinder 
2. Ordnung in bezug auf die Erzeugenden des Zylindroids**). Die Achsen 
dieser Zylinder fallen mit der Achse des Zylindroids zusammen und ihre 
Erzeugenden sind Tangenten der Hyperboloide, auf welchen die Haupt- 
tangentenkurven legen. 

19. Die orthogonalen Projektionen der Haupttangentenkurven in die 
(Y, Z)- und (X, Z)-Ebene haben die Gleichungen: 


Acty* — 1(28—c*) (4c*y*?— A2*) = 0| 
deta + A(2®—c®) (4c8x* + 12") = 0] 


Sie sind Kurven von der Form einer 8 oder Ovale mit einem Doppel- 


*) Vgl. Rohn und Papperitz, Lehrbuch der darstellenden Geometrie, 3, 8. 236, 
wo dieses Resultat auf ganz anderem Wege abgeleitet worden ist. 

**) d. h. Ort der Schnittpunkte der Erzeugenden des Zylindroids mit den auf 
ihnen senkrecht stehenden Tangentialebenen der genannten Zylinder. 
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punkte mit reellen oder konjugiert-komplexen (stationiren) Tangenten als 
Mittelpunkt (und zwei konjugiert-komplexen oder reellen Doppelpunkten 
mit imaginiren Tangenten auf der unendlich fernen Geraden). Sie haben 
die beiden geraden Linien 


zg=-+¢C¢ 


zu Undulationstangenten, wie es sein mu (Satz 7). 

Betrachtet man die Gleichungen dieser Kurven etwas genauer, so 
findet man eine bemerkenswerte Eigenschaft, welche auch fiir die Kon- 
struktion der Haupttangentenkurven im Grund-, Auf- und SeitenriBverfahren 
gute Dienste leisten kann. Fiir jedes Hyperboloid der Biischelschar, welche die 
Haupttangentenkurven auf dem Zylindroid ausschneiden, ist in den Kuspidal- 
punkten des letzteren die mittlere Kriimmung Null. Die totale Kriimmung 
ist variabel. Es gibt zwei Hyperboloide, fiir welche der negative reziproke 
Wert derselben dem Quadrat der Kuspidalpunktsdistanz gleich ist. Sie sind 
charakterisiert durch die Parameterwerte: 


A= + 2c? 
Die orthogonalen Projektionen der zu ihnen gehirigen Haupttangentenkurven 
in die Ebenen der Kehlellipsen dieser Hyperboloide sind, wie man unschwer 
beweist, gerade die FuBpunktkurven dieser Ellipsen in bezug auf ihre Mittel 


punkte. Die Projektionen aller iibrigen Hauptiangentenkurven (2) gehen durch 
die Affinititen: 


aus ihnen hervor.*) 


Charakteristische Zahlen fiir die Haupttangentenkurven auf den 
Flichen (m,, m2) und die Reduzibilitit dieser Kurven auf 
irreduziblen Flichen. 


20. Unter Benutzung der friiheren Bezeichnungen (§ 4 und § 5) er- 
halt man fiir die Haupttangentenkurven der Netzflichen (m,, »,), wenn 
man noch mit D und R die Anzahlen der gewéhnlichen Doppel- und 
Riickkehrpunkte dieser Kurven und mit h,, die Anzahl der (im allgemeinen 
nicht vorhandenen) Regelscharen 2. Ordnung bezeichnet, welche die Netz- 


*) Die Kurven von der Form einer 8 gehen also aus den Ovalen durch eine 
Affinitét mit (rein) imaginiirem ,,Verkiirzungsfaktor* hervor. Dabei ist zu beachten, 
daB die eine der beiden in Frage stehenden Projektionen immer ein Oval, die andere 
immer eine Kurve von der Form einer 8 ist. 
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fiche lings zweier diskreten Erzeugenden oskulieren, die folgenden cha- 
rakteristischen Zahlen: 


N=M=a, 
A=2m, 
Q=r-+ 2h,,, 
D=0, 
R=0, 

) Wt, 
V = t'+ 2h,, 
S = ¢*, 
V2 = ¢* 
S?— t4, 





wobei ‘in den Pliicker-Cayleyschen Gleichungen (aber natiirlich nicht in 
den [spiter gefundenen] Salmon-Cayley-Zeuthenschen Relationen, z. B. fiir 
die Zahl 7 |siehe Nr. 6]) V, D und R wegen der in § 5 besprochenen 
Singularitiiten W, S, V*, S*,.-- mit Hilfe der Pliickerschen Aquivalene- 
formeln folgendermaBen in Rechnung zu setzen sind: 


V = 2h, + 24° + (+8 +0°+---), 


D+R=e+({[ (0) +1 ]e*+ [(3)+1]}e°+ [(2) +2 ]e*+ [(G)+2]e+--], 
R= 2(t?+ t#+ 245+ ---), 


Sie enthalten wesentlich mehr Daten, als zur Berechnung aller charakte- 
ristischen Zahlen erforderlich sind, sodaB man in den Identitiiten, auf 
welche man gefiihrt wird, Kontrollen fiir die Richtigkeit der Ergebnisse 
hat. Ich beschriinke mich hier darauf, das Geschlecht P und die Anzahl H 


der scheinbaren Doppelpunkte za berechnen, Zahlen, die weiterhin von Inter- 
esse sind. 


Vermiége der Gleichung: 


A= N(N—1)—2(H+D)—3R 


findet man zunichst: 


H = ($) — m— #4 — (2074 509+ 9t4+ 1408 +---). 
Setzt man diesen Wert in die Gleichung: 
M+ V=3N(N—2)—6(H+D)—8R 
ein, so muB sie, ebenso wie die Gleichung: 
34+ R=—4N + JV, 


38* 
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welche man durch Elimination von H und D erhilt, identisch bestehen, 
was man durch Ausrechnung in der Tat leicht bestatigen kann. 
Das Geschlecht P laBt sich nun etwa der Gleichung: 


P=(">")—(H+D+R) 


entnehmen. Man findet*): 
1+m—a-+ (t®?+t4+2t°+---) oder: 
4p +n —3—r— (t?+#°+ 2044+ 2t+-.--), 

21. Fiir die Frage der Reduzibilitét der Haupttangentenkurven ist die 
Bestimmung des Minimalwertes ihrer Geschlechtszahl P von entscheidender 
Bedeutung. Fiir die Anzahlen der Dorsallinien einer Netzfliche (n,, n,) 
gelten nach Nr. 8 die Relationen: 

jt,' + 2¢,") = 2n,(n, —1) — 2d — 3r — (24,2 + 34,54 44,4 + ---), 
\t,? + 24," — 2x, (nm, —1) — 2d — 3r — (24,2 + 34,3 + 40,4 +---). 
Man hat daher die folgenden Ungleichungen: 
su 3t,2+ 444+---) < 2n,(m, —1) — 2d — 3r, 
(24,2 + 32,5 + 44,4 + ---) < 2n,(m, — 1) — 2d — Br, 
woraus wegen (Nr. 9): 
p=nn—n+1—d—r 
folgt: 


r 


(247+ 39+ 4¢4+.---)< 4p + 2n—4—2r 
und mithin (Nr. 20): 
P>2p—-1+ TH+ U4 +-->), 


wo das Gleichheitszeichen immer und nur dann gilt, wenn weder gewihn- 
liche noch Doppeldorsallinien vorhanden sind. 

22. Eine Haupttangentenkurve auf einer irreduziblen algebraischen 
Netzfliche kann den friiheren Ausfiihrungen zufolge ersichtlich nur in 
zwei projektiv iiquivalente Bestandteile zerfallen, welche eindeutig umkebhr- 
bar auf die Erzeugenden der Fliche bezogen sind. Die bekannte Formel: 

P= $p,—¢ + 1, 
1 


in welcher ¢ die Anzahl der Bestandteile vom Geschlecht p, bedeutet, in 


*) Vgl. hiermit das von Herrn VoB (a. a. O., S. 111) fiir rationale Flachen 
(siehe Nr. 9) auf ganz anderem Wege (die Haupttangentenkurven auf den Netzfliichen 


p=0 sind im allgemeinen hyperelliptisch) gefundene Resultat. Vgl. ferner VoB, 
a. a. O., S. 114. 
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welche die Kurve mit der Geschlechtszahl P zerfallt, nimmt daher hier 
die Form: 


P=2p—-1 
an, wenn wie friiher p das Geschlecht der irreduziblen Netzfliche bedeutet, 
auf welcher die Haupttangentenkurve vom Geschlecht P liegt. Hieraus 
resultiert unter Beriicksichtigung der Ergebnisse von § 5 und Nr. 21 der 
folgende 

Satz 9. Fiir das Zerfallen der Haupttangentenkurven auf einer irre- 
duziblen algebraischen Netzfliiche vom Geschlecht p ist notwendig, daB die 
Fliche keine oder ausschlieBlich Dorsallinien gerader Ordnung t*' (l= 1, 2,3,---) 
besitet. Diese Bedingung ist fiir die rationalen Flichen p = 0 (und nur fiir 
diese) auch hinreichend. Die reduziblen Haupttangentenkurven zerfallen 
notwendigerweise in zwei projektiv dquivalente Bestandteile vom Geschlecht p, 
welche eindeutig wmkehrbar auf die Erzeugenden der Fliiche bezogen sind 
und durch die mit den Leitgeraden verkniipfte ,,geschart involutorische“ Kol- 
lineation ineinander iibergehen. Ein Kuspidalpunkt C*' der Fliiche ist fiir 
jede der beiden Teilkurven |-facher Punkt, dessen einzige eigentliche Tangente 
mit der zugehdrigen Dorsallinie t*' koinzidiert und dessen einzige eigentliche 
Schmiegungsebene mit der szugehdrigen parabolischen Ebene c*' zusammen- 
fallt. Fiir ungerades | hat der genannte Punkt duferlich das Aussehen eines 
gewohnlichen Kurvenpunktes (l= 1), fiir gerades | das eines gewdhnlichen 
stationéren Punktes (1 = 2). 

23. Néachst der Flaiche 2. Grades (1,1) welche tibrigens hinsichtlich 
ihrer Haupttangenten eine Sonderstellung einnimmt, bildet die Netzfldche 
4. Grades 2. Art (3, 1) mit zwei Dorsallinien 2. Ordnung t,? das einfachste 
Beispiel einer Fliche mit zerfallenden Haupttangentenkurven. Sie bestehen 
aus zwei (doppelt gekriimmten) kubischen Kurven, welche einander in 
den beiden Kuspidalpunkten C,? der Fliche beriihren (und dual). Die 
Flache kann demnach immer definiert werden, als Ort der Schmiegungs- 
strahlen einer doppelt gekriimmten kubischen Kurve, welche eine ihrer Sehnen 
schneiden. 

Die Netzfliche geringsten Grades, welche eine Dorsallinie 4. Ord- 
nung ¢* besitzen kann (Nr. 8), ist die Fliche (5, 1) vom 6. Grade. Sie 
ist, wie alle Flichen n*" Grades mit einer (n — 1)-fachen Geraden, rational 
und kann zwei ¢,* besitzen. In diesem Falle bestehen die Haupttangenten- 
kurven aus Paaren von rationalen Kurven 5. Ordnung und Klasse, 6. Ranges 
(mit vier scheinbaren Doppelpunkten und ohne stationire Tangente), welche 
die beiden Kuspidalpunkte C,* der Flache zu stationiren Punkten haben 
(Satz 9). 

24. Die Haupttangentenkurven einer Netzfliche (2,2), 4. Grades mit 
einer Doppelerzeugenden (ebenso diejenigen der allgemeinen Fliiche 4. Grades 
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2. Art und der allgemeinen parabolischen Netzfliiche 4. Grades [§ 8]) sind 
Kurven 6. Ordnung und Klasse, 12. Ranges vom Geschlecht 1 mit zwilf 
stationiren Tangenten und neun scheinbaren Doppelpunkten. Die Schmie- 
gungsstrahlen einer solchen Kurve, welche eine ihrer Trisekanten allgemeiner 
Lage schneiden, bilden eine Netzfliiche 6. Grades vom Geschlecht 1 mit 
zwei dreifachen Leitgeraden, drei doppelten Erzeugenden (Nr. 7) und 
2-3=—6 Dorsallinien 2. Ordnung ¢*. Diese Fliche 6. Grades ist daher 
ein Beispiel (und zwar das einfachste) einer nicht-rationalen Netzfliche, 
deren Haupttangentenkurven zerfallen (kénnen). In der Tat ergeben sich 
allgemein fiir die Haupttangentenkurven einer Fliche 6. Grades mit den 
genannten Singularitiiten die folgenden charakteristischen Zahlen: 


N=M=12=—2.6, (Ss -6, 
A=24=2-12, V = 24—2-12 
| Pea i1=-2-1—1, H=—42=—6-6—2.2-342.9. 


Natiirlich werden die Haupttangentenkurven der genannten Flachen 6. Grades 
im aligemeinen nicht zerfallen. Die Bedingungen, welche erfiillt sein miissen, 
damit der Zerfall eintritt, sind jedoch nicht mehr anzahl-geometrischer Natur, 
d. h. die bloBe Angabe der Anzahlen der sogenannten Singularititen ent- 
scheidet hieriiber nicht.*) 

Ein Beispiel (und zwar wiederum das einfachste) fiir eine nicht-ratio- 
nale Netzjfliche ohne Dorsallinien wngerader Ordnung, auf welcher gleich- 
wohl durch keinerlei weitere Spezialisierung der Zerfall der Haupttangenten- 
kurven erwirkt werden kann, ist die Netzfliiche 6. Grades (3, 3) vom 
Geschlecht 1 mit zwei stationiren und einer doppelten Erzeugenden, welche 
2-2 —4 Dorsallinien 2. Ordnung besitzt. Fiir ihre Haupttangentenkurven 
ergeben sich die charakteristischen Zahlen: 


N=M=10, gu 4 
A= 20, V = 20, 
P= i l w— 97, 


za denen man noch die Zahl T der Tangenten hinzufiigen kann, welche 
die Kurve in einem weiteren Punkte schneiden (Nr. 6): 


T = 2h = 24. 


Nun existiert aber keine Kurve 5. Ordnung und Klasse, 10. Ranges vom 


*) Wie z. B. fiir eine auf einer allgemeinen Fliche 2. Grades gelegenen Kurve 
8. Ordnung vom Geschlecht 1 mit acht Doppelpunkten und 32 stationiren Ebenen 
die bloBe Angabe der sogenannten Singularitiiten die Frage der Reduzibilitét der 
Kurve nicht zu beantworten gestattet: die Kurve braucht nicht reduzibel zu sein; 
sie kann aber aus zwei Kurven 4. Ordnung vom Geschlecht 1 bestehen. 
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27 —25+8 


Geschlecht 1 mit 5 = scheinbaren Doppelpunkten, welche zehn 


stationdre Tangenten besitet, was auch anzah|-geometrisch unmittelbar daraus 
folgt, daB fiir eine solehe Kurve die Anzahl ¢ der Tangenten der Kurve, 
welche sie in einem weiteren Punkte treffen, negativ (niimlich = — 10) 
werden wiirde (wihrend die Pliicker-Cayleyschen Gleichungen natiirlich 
siimtlich erfiillt sind). Die Haupttangentenkurven der genannten Flache 
6. Grades kénnen daher, obwoh] letztere keine Dorsallinie ungerader Ord- 
nung besitzt, unter keinen Umstiinden zerfallen, usw. 


il. 


g 8. 
Die parabolischen Netzflichen [a, 8] und ihre 
Haupttangentenkurven. Anwendungen. 


25. Die parabolischen Netzflichen sind die liniengeometrischen Bilder der 
Kurven auf einem gewohnlichen Kegel 2. Ordnung (Nr. 1). Séimtliche alge- 
braischen parabolischen Netzflichen von gleichem Grade n kinnen demnach 
als einer und derselben’ Art angehirig angeschen werden, und zwar kinnen 
sie siimtlich als spezielle Fiille derjenigen allgemeinen Netzfléche (n,, n,) 
gleichen Grades aufgefaBt werden, deren n, und n, einander gleich oder 
(bei ungeradem n) wm eine Einheit voneinander verschieden sind*) Denn 
jede auf einem Kegel 2. Ordnung liegende Kurve der Ordnung 2¢ oder 


*) Nach dem Vorgange Cremonas (a. a. O.) sprechen wohl alle Autoren von 
parabolischen Netzflichen, die zur Leitgeraden eine n,- und eine n,-fache Gerade 
haben, welche aneinander riicken. Diese Bezeichnung ist geeignet, Irrtiimer hervor- 
zurufen. Bezeichnet man z. B. (wie Herr Sturm, a. a. O., 1, 8. 61 es tut) die Flache 
[1, 2] (siehe die weiteren Ausfiihrungen des Textes) als Spezialfall von (3, 1), so wird 
damit die Meinung erweckt, als haben die genannten Fliichen 4. Grades gemeinsame 
Eigenschaften. Es stimmen aber lediglich einige ,,charakteristische“ Zahlen tiberein. — 
Das Pliickersche Bild (Nr. 1) der [1, 2] ist eine Kurve 4. Ordnung 1. Art C,* mit 
Doppelpunkt, dasjenige der (3, 1) eine Kurve 4. Ordnung 2. Art C,‘. Durch eine C,* 
geht immer ein Biischel, durch eine C,* eine einzige Fliche 2. Ordnung. Die in dem 
Biischel enthaltenen Kegel gestatten ein genaueres Studium der Gruppierung der 
hyperbolischen Erzeugenden (und der Dorsallinien) des liniengeometrischen Bildes 
einer Kurve 4. Ordnung 1. Art (vgl. C. Segre, Mem. della R. Accad. di Torino, (2) 36 
(1885), 8S. 78 ff. und S 114ff.). Man findet auf diesem Wege eine Reihe von Sitzen, 
welche fiir die [1,2] und (2, 2), (mit einer Doppelerzeugenden) gemeinsam, aber nicht 
fiir die (3, 1) gelten, z. B. den Satz: Léings jeder der vier hyperbolischen Erzeugenden 
einer (2, 2), (deren vier Dorsallinien nebenbei bemerkt Erzeugende einer Regelschar 
2. Ordnung sind, was fiir die vier Dorsallinien der (3,1) nicht der Fall ist) bzw. einer 
[1,2] beriihrt eine Regelschar 2. Ordnung, welche zwei weitere hyperbolische Erzeugende 
enthdlt und eine, welche liings der vierten hyperbolischen Erzeugenden beriihrt (soda8 es im 
ganzen vier Regelscharen der ersten und zwei der zweiten Beschaffenheit gibt) usw. 
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Ye — 1 kann als Schnitt des Kegels mit einer Fliche der Ordnung ¢ auf- 
gefaBt werden. 

Eine auf einem Kegel 2. Ordnung liegende irreduzible algebraische 
Kurve, welche mit einer Erzeugenden allgemeiner Lage des Kegels « Punkte 
allgemeiner Lage gemein und den Scheitel des Kegels zum #-fachen 
Punkte hat, ist von der Ordnung 

n=2a+ 6. 

Fiir ihr liniengeometrisches Bild |a, 6] gilt der Satz: Hine parabolische 
Netzfliiche |a, B| hat in jedem Punkte ihrer Leitgeraden eine «a-fache Tan- 
gentialebene (Satz 1). Die Ebenen umhiillen die Leitgerade und sind pro- 
jektiv auf ihre Beriihrungspunkte bezogen. Die Leitgerade ist ferner B-fache 
(singuldre) Dorsallinie der Fldche (und zwar haben irgend vier der zu- 
geordneten Kuspidalpunkte und die ihnen zugehérigen parabolischen Ebenen 
dasselbe Doppelverhiiltnis). 

Da die Pliickerschen Bilder der parabolischen Netzflichen auf Kegeln 
liegen, so erfahren ihre charakteristischen Zahlen, selbst im allgemeinen 
Falle erhebliche Modifikationen. Die Anzahl der hyperbolischen Erzeugenden 
z. B. vermindert sich um die Anzahl der gewéhniichen Dorsallinien der 
Flache. Denn jeder Beriihrungspunkt einer auf einem Kegel gelegenen 
Kurve mit einer seiner Erzeugenden ist Beriihrungspunkt einer stationaren 
Ebene der Kurve. 

Bedeuten d’ und r’ die Anzahlen der Doppel- und Riickkehrerzeugenden, 
welche in der Leitgeraden einer Netzfliche [«, 8] als 6-facher Generatrix 
vereinigt zu denken sind, so gelten unter Verwendung der friiheren Be- 
zeichnungen (Nr. 8 und Nr. 9) die folgenden Formeln fiir die charakte- 
ristischen Zahlen:*) 


n =2a-+ B, 
t) = » [n(n —2) — B(6 + 2)] — 2d — 3r — 2#*, 


p —1+ 9 (6-3) + e(@+1)—(d+d)—(r +r’), 

a = n(B—1) + 2a(a+1) —-2(d+d’) — 3(r +r’, 

m = 3n(B — 2) + Ga(a +1) — 6(d+ a’) — B(r +r’) —#, 
[hy = 3(m—a) + n— t*— 8, 





*) In der Zahl t' der (nicht singuliren) Dorsallinien, die sich auf (mindestens) 
zwei voneinander unabhingigen Wegen berechnen la8t (vgl. Mohrmann, Rend. Circ. 
Mat. Pal. 32 (1911), S. 166), ist die Anzahl der # mit der Leitgeraden koinzidieren- 
den (singuliren) Dorsallinien nicht mitgezihlt. Die Formel bleibt auch dann noch 
giiltig, wenn von den @ singuléren Kuspidalpunkten zwei (oder mehrere) aneinander 
riicken. 
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wobei d und r auBer der Bedingung, welche aus der Geschlechtszahl re- 
sultiert, noch der Ungleichung: 


2d + 3r < 2(@+8)(a—1) 
zu geniigen haben (Nr. 9). 

26. Die Haupttangentenkurven der parabolischen Netzflichen haben 
wesentlich andere Eigenschaften als diejenigen der allgemeinen Flichen. 
Sie haben, wie man mit den in § 5 ausfiihrlich entwickelten Methoden 
findet, die Dorsallinien t' in den zugehérigen Kuspidalpunkten zu gewdhn- 
lichen Tangenten*), wiihrend die Kuspidalpunkte, welche den (nicht mit 
der Leitgeraden koinzidierenden) Dorsallinien 2. Ordnung ¢*? zugeordnet 
sind, Riickkehrpunkte der Kurven sind. 

Die Leitgerade der Fliche [a, 8] ist iiberdies B-fache Tangente fiir 
jede Haupttangentenkurve und zwar fallen die Schmiegungsebenen in den 
6 Beriihrungspunkten (ebenso wie in den Schnittpunkten mit der Leit- 
geraden) mit den zugehérigen parabolischen Ebenen der Flaiche zusammen. 

Eine gewéhnliche Riickkehrerzeugende der Flaiche ist gewéhnliche 
Tangente, eine mit der Leitgeraden koinzidierende Riickkehrgeneratrix 
stationdre Tangente fiir simtliche Haupttangentenkurven usw. 

Fiir die charakteristischen Zahlen findet man demnach unter Ver- 
wendung der friiheren Bezeichnungen (§ 5 und Nr. 20): 


N= M=a —a, 
A=m-+ 6, 
V=h+ Yr, 
D = t", 
R= t?, 

Q =hygt+ a’. 





Diese direkt ermittelten Zahlen enthalten (wie im allgemeinen Fall Nr. 20) 
wesentlich mehr Daten, als zur Bestimmung aller charakteristischen Zahlen 
erforderlich sind. Die Gleichung: 

34+R=4N+ JV, 
z. B. muB auch hier identisch bestehen, womit eine Kontrolle der Ergeb- 
nisse gegeben ist. Die Berechnung von P ergibt: 


P= state —a+l—p, 


wie es sein muB: die Punkte der Haupttangentenkurven einer parabolischen 
Netsflaiche sind eineindeutig auf ihre Erzeugenden bezogen. 


*) Vgl. VoB, a. a. 0., S. 84. 
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27. Die Tangenten einer doppeltgekriimmten kubischen Kurve C® 
und die Tangenten einer Kurve 4. Ordnung 2. Art mit zwei Wendepunkten 
(Beriihrungspunkten stationiirer Tangenten) “C,‘ gehéren immer einem all- 
gemeinen linearen Komplex an. In Verbindung mit dem SchluBsatz der 
vorigen Nummer ergeben sich hieraus einfache Konstruktionen bzw. Defi- 
nitionen einiger spezieller parabolischer Netzflichen. 

Die Schmiegungsstrahlen einer C*, welche einen ihrer Schmiegungs- 
strahlen allgemeiner Lage s schneiden, sind Erzeugende einer paraboli- 
schen Netzfliche 4. Grades {2, 0|,, welche die Tangente der C* im Schnitt- 
punkte mit s zur Dorsallinie t' und die andere s treffende Tangente zur 
Riickkehrerzeugenden hat. Ist s eine Tangente der C*, so ist die entstehende 
Linienjliiche die parabolische Netzfliche {1, 1] 3. Grades. 

Wie man durch Betrachtung der vier Kegel 2. Ordnung, welche 
durch eine allgemeine Kurve 4. Ordnung 1. Art hindurchgehen, unschwer 
beweist, kreuzen die zwilf hyperbolischen Erzeugenden der allgemeinen para- 


bolischen Netzfliiche 4. Grades |2,0| vom Geschlecht 1 einander paarweise’ 


auf der Leitgeraden der F liiche*); ihre vier Dorsallinien gehiren einer Regel- 
schar 2. Ordnung an. Die Fliche [2, 0], (mit einer Doppelerzeugenden) 
besitzt nur noch zwei Dorsallinien und ein Paar hyperbolischer Erzeugenden. 
Ihre Haupttangentenkurven sind “(,*, deren Wendepunkte auf den hyper- 
bolischen Erzeugenden liegen. 

Eine Ebene allgemeiner Lage schneidet die Fliche [2, 0|, nach einer 
rationalen Kurve 4. Ordnung mit einem Selbstberiihrungspunkte und einem 
gewohnlichen Doppelpunkte. Die Kongruenz der Doppeltangenten der Fliiche 
ist demnach von der 2. Klasse und (wegen des dualistischen Charakters 
jeder windschiefen Fliche auch) von der 2. Ordnung. Geht die Ebene 
durch die Schnittpunkte der Leitgeraden mit der Doppelgeneratrix hin- 
durch, so riickt auch der gewéhnliche Doppelpunkt der Schnittkurve noch 
an den Selbstleriihrungspunkt heran: die Kurve hat eine Selbstberiihrung 
derart, wie Kurve und Kriimmungskreis einander beriihren. Die eine der 
beiden Doppeltangenten fillt daher (auch noch) mit der Tangente im 
Selbstberiihrungspunkte zusammen. Die Linienfliche 4. Grades (Nr. 7), 
welche ein allgemeiner durch die Flache [2, 0], hindurchgehender linearer 
Komplex 4 mit der Doppeltangentenkongruenz der letzteren gemein hat, 
ist demnach reduzibel: sie besteht aus dem durch die Leitgerade und die 


*) Dieser Satz kann als ein Spezialfall des folgenden angesehen werden: Léngs 
jeder der 16 hyperbolischen Erzeugenden einer allgemeinen Netzfliche (2, 2) beriihren 
sechs Regelscharen 2. Ordnung, welche je zwei weitere hyperbolische Erzeugende mit 
der F'liiche gemein haben, und drei Regelscharen, welche je lings einer weiteren hyper- 
bolischen Erzeugenden beriihren. 
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3. Grades. Die dem linearen Komplex 4 zugeordnete Haupttangentenkurve 
“C,* der Fliche [2,0], ist zugleich Haupttangentenkurve fiir die kubische 
Fliche (Satz 4). Letztere hat daher die beiden stationiren Tangenten der 
“C,* zu Dorsallinien: die Wendepunktssehne der “C,* ist doppelte, ihre rezi- 
proke Polare in bezug auf 4 einfache Leitgerade der Flache 3. Grades. Da 
diese iiberdies die Leitgerade 1 und die Doppelerzeugende d der Fliiche 
[2,0], zu Erzeugenden hat, so geht die Wendepunktssehne notwendiger- 
weise durch den Schnittpunkt von / und d hindurch. Man hat daher den 
Satz: Die Wendepunktssehnen der co' Haupttangentenkurven "C,' einer 
Netzfliiche |2, 0), sind die doppelien Leitgeraden der Linienflichen 3. Grades 
deren Erzeugende zugleich Doppeltangenten der Fliiche und Sehnen der Haupt- 
tangentenkurven sind. Sie bilden ein Biischel, dessen Mittelpunkt der Schnitt- 
punkt Q der Leitgeraden | mit der Doppelerzeugenden d der Fliche [2,0], 
und dessen Ebene die Ebene ihrer beiden hyperbolischen Erzeugenden ist. 
Die einfachen Leitgeraden der kubischen Flichen bilden ein eweites Biischel. 
Die Ebene desselben geht durch d hindurch und sein Mittelpunkt wird auf 
L von Q durch die beiden Kuspidalpunkte der Fliche (2, 0), harmonisch 
getrennt. 

Unter Beriicksichtigung der Ausfiihrungen von Nr. 5 und Nr. 6 kann 
man nunmehr die folgenden Siitze aussprechen: Jeder Schmiegungsstrahl 
einer “CO,*, welcher die Kurve in einem weiteren Punkte trijjt, ist Haupt- 
sehne. Wéahrend die allgemeine UC,‘ drei einander in einem Punkte schnei- 
dende Hauptsehnen hat*), besitzt die “C,* cot Hauptsehnen, welche einander 
paarweise auf der Wendepunktssehne schneiden. Sie sind Erzeugende 
einer allgemeinen Linienjliche 3. Grades, deren Kuspidalpunkte in den Wende- 
punkten der "C,* liegen und deren Dorsallinien mit ihren stationiren Tan- 
genten identisch sind. 

Ort der Schmiegungsstrahlen einer "C,', welche eine ihrer o0' eigent- 
lichen Hauptsehnen schneiden, ist eine parabolische Netzfliiche 4. Grades 
[2, 0|,, welche die konjugierte Hauptsehne zur Doppelerzeugenden hat. Ist 
die Hauptsehne singuldr, d.h. eine der beiden stationiiren Tangenten der 
“C,', so ist die entstehende Fiche die Vop-Rohnsche Fliche**) (1, 2),, (mit 
einer mit der Leitgeraden koinzidierenden Riickkehrgeneratriz). 


Karlsruhe, Pfingsten 1912. 


*) Bertini, Sulla curva gobba di 4° ordine e 2* spezie, Rend. Istituto Lom- 
bardo, (2) 5 (1872), S. 622¢f. 

**) VoB, a. a. O., 8S. 122ff., wo sich die obige Konstruktion in analytischer 
Verkleidung findet. Rohn, Uber die Fliichen 4. Ordnung mit dreifachem Punkte, 
Math. Ann. 24, S. 147. 
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Analogon der Weierstra8schen Relation zwischen der E-Funktion 
und der Funktion F, fir das raumliche Variationsproblem. 


Von 
Wicuetm Benacuer in Freiburg i. Br. 


Fiir das einfachste Variationsproblem in Parameterdarstellung 


(1) ‘ (F(a, y; «,y)dt = Extr. 


besteht bekanntlich*) zwischen den beiden Funktionen FE und F, die von 
WeierstraB herriihrende Beziehung: 


wobei #* einen Mittelwert zwischen @ und # bedeutet. 
Der Zweck der folgenden Zeilen ist, das Analogon dieser Beziehuvg 
fiir das riumliche Variationsproblem in Parameterdarstellung: 
(3) J ‘F(a, y, 2; x,y’, 2) dt = Extr. 
aufzustellen. 
Fiir das Problem (3) lautet die E-Funktion:**) 
(4) E(a,y, 2; 7,97: Pw r) = F(a, y, 2; p, 4,7) 

— pF (a, Y, 25 P, 4g, 7) — qF (x, Y, 25 Pd, 7) — rF (2, Y, 23 P, 4, r), 
wobei p,q,r und p,q,7r die Richtungskosinus zweier 
vom Punkt (z, y, 2) ausgehenden Richtungen bedeuten. 
Wir fassen dieselben als die Koordinaten der End- 
punkte zweier vom Anfangspunkt O ausgehenden 
Kinheitsvektoren OM und OM auf, Fig. 1, und 
setzen zunichst voraus, daB die Vektoren nicht kol- 
linear sind. 


Mit @ bezeichnen wir den Winkel der beiden Vektoren, so ge- 
messen, daB 





Fig. 1. 


0O<a<z. 


*) Vgl. Bolza, Vorlesungen iiber Variationsrechnung S. 245. Hadamard, Le¢gons 
sur le calcul des variations, 8. 375. 

**) Vgl. Mason and Bliss, The curves in space wich minimize a definite integral, 
Transactions of the American mathematical society 9 (1908), S. 454. 


E\a, y; cos #, sin #; cos é, sin #) = [1 — cos (#— #)| F, (a, y; cos 8*, sin o*), 
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Wir denken uns dann einen dritten verinderlichen Einheitsvektor OM’ 


sich aus der Anfangslage 0M durch den Winkel @ in die Lage OM drehen 
und bezeichnen mit t den Winkel MOM’, sodaB der Vektor OM’ sich 


aus seiner Anfangslage 0M in die Endlage 0M bewegt, wihrend rt von 
0 bis @ wichst. Sind p’, q’, 7 die Koordinaten des Punktes M’, und 
lassen wir die fiir die Umformung als konstant zu betrachtenden Argu- 
mente x, y, 2 aus den Formeln weg, so erhalten wir fiir die Funktion FE 
die Darstellung in Form eines bestimmten Integrals: 


- ~2 @ d ~ ’ , , r ~* , ’ , ~ 7 , , , 
(5) E(n.4r:dai)= | f PO eee Le ey ee ey ee) 
0 


Nun ergibt eine einfache Rechnung fiir p’, q’, r’ die Ausdriicke: 
p sin @ = p sin (@—rt) + psinrt, 
(6) — q sin @ = q sin(@—r) + q sint, 
r sino =r sin(@—t) +7 sin t. 
Diese Werte fiir p’, q’, r’ setzen wir in (5) ein und fiihren die Diffe- 


rentiation nach t aus. Bezeicbnet man dann nach Mason und Blis*) mit 
Q(&, », §) oder ausfiihrlicher mit Q(&, 7, £; p’, q’, 7°) die quadratische Form: 


(7) Q(6, 9,85 P01) = Fee + Fy + F,.0 

+ 2F nf + 2F ptt + 2F,, en, 
wobei das zweite Argumententripel in den Ableitungen von F' lautet: 
p, 7,7, 80 ergibt die Ausfiihrung der Differentiation in (5) das Resultat: 


(8) sin o E(p, 9,7; p’, q', 1") 


_ f {coe Q(i, 4,7) — + cos (o—1)[p?CG. uP) 4 20H?) 4p 2ORr HAT de 
Fs ‘= 


Die quadratische Form @ lat sich unter Benutzung einer von 
Hadamard**) herriihrenden Bemerkung folgendermaBen auf eine Normal- 
form bringen. Aus der Homogenitit der Funktion F(z, y, 2; 2’, y’, 2’) 
folgen zwischen den zweiten Ableitungen die Beziehungen:***) 


Fue? + Fy q + F,,7 = 9, 
(9) Fp + Fy + Fr’ =, 
Py pp + Py + Fy, Yr — 0. 





*) Lc. S. 455. 
*) 1. c. 8. 89. 
***) Vgl. Mason und Bliss, 1. c. 8. 441. 
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Definieren wir daher die Funktionen A, B, C durch die Gleichungen: 


Fye= — Ad’, 
(10) FL, =— Bpy'r’, 
Fyy=— Cry, 


so folgt: 
FL, = Br’? + Cq, 
(11) Pyy = Cp*+ Ar’, 
F,, =Aq*+ Bp’*. 
Fiihren wir diese Funktionen A, B, C in die quadratische Form Q 
ein, so erhalten wir: 


(12) Q(b, & Fv, q',7’) — AX*+ BY* + OF, 
(18) = Sp SOS. ae 0) _ AXX + BYY+0CZz, 
worin 


(14) X=qr—rq, Y=rp—pr, Z=—p'q-— dp, 
a X=qgi—rg, Y=rp—pt, Z=pq—ap 
zu setzen ist. 
Hiernach geht Gleichung (8) unter Benutzung von (6) iiber in: 


(15) sin’ @ E(p, q, 7; Pp, g, 7) 
= { sin (o—t)[A(q?¥—ra)* + B(rp — p¥)* + C(pg—gp) Jd. 
0 


Nach ihrer Definition sind A, B, C Funktionen von p’,q',r’ und daher 
auch Funktionen von rt. 

Nunmehr wenden wir auf das Integral rechts den ersten Mittelwert- 
satz an und erhalten: 
(16) sin’? o E(p, q, 73 PD, q r) 

= [1 — cos o] [A (r*) (q# — rq)? + B(e*) (rp —pi)? + C(e*) (pg — ap)", 
wo t* einen Mittelwert zwischen 0 und @ bedeutet 
0O< tF¥<o. 
Bezeichnen dann p*, qg*, r* die zu t* gehdrenden Werte von p’, q’, 1’, 


so erhalt man aus den Gleichungen (6), angewandt auf den Wert rt = r*, 
die Relationen: 


(17) (q*p—p*q) sin o = (pg—qp) sin t* usw. 
Fiihrt man diese in (15) ein, so ergibt sich das folgende Schluresultat: 
) Q(p, G73 P*, q; r*) : 


(18) E(p, 4,5 By % #) = (1—c08 o) SMP 
Dies ist die gewiinschte Verallgemeinerung der WeierstraBschen 
Formel (2). 
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Spezialisiert man diese Beziehung auf den ebenen Fall, indem man 
F,=0 und F,=0 annimmt, so fihrt in der Tat eine einfache Um- 
formung auf die WeierstraBsche Relation (2) zuriick. 

Die Formel (18) ist abgeleitet worden unter der Voraussetzung, daB 


die beiden Vektoren OM und OM nicht kollinear sind. Sie bleibt auch 
noch richtig fiir den Fall, daB diese beiden Vektoren entgegengesetzt sind: 
p=—P, I=—q, r=—1r; doch laBt sich dies nicht einfach durch Grenz- 
iibergang schlieBen, da man a priori nicht 

wissen kann, ob beim Grenziibergang der Me ly 
Winkel r* nicht etwa gegen 0 oder a kon- 
vergiert. Man muB daher diesen Fall gesondert 
behandeln. Dies kann folgendermaBen ge- 
schehen: Man lege durch die beiden ent- 
gegengesetzten Vektoren eine beliebige Ebene, 
nehme in dieser wieder den variabeln Vektor 
OM’ an und auBerdem den Einheitsvektor 0M, senkrecht zu MM Fig. 2. 
Dann gilt zunichst die Gleichung (5) mit o =a. Ferner ist nach (6) 





N 0 M 
Fig. 2. 


p=pcost+p,sint, 

q =q cost + q sint, 

r=r cost +r, sint, 
Wen Pp, Jo) % die Koordinaten von M, sind. Eine der obigen ganz ana- 
loge Rechnung fiihrt dann zu dem Resultat 


2¢ (P, qr; p*,q*,1*) 
sin* r* 4 


E(p, q,°; —P, —4% —Tr) 


wo nunmehr sicher 
O< r#<a. 


Freiburg i. B., 20. Juli 1912. 











Berichtigung 


zu dem Aufsatz von J. v. 8z. Nagy: ,,Zur arithmetischen Theorie der terniren 
Gleichungen von héherem Geschlechte“. Dieser Band, 8. 230—240. 


Nach Erscheinen meiner Arbeit bin ich freundlicher Weise darauf aufmerksam 
gemacht worden, daB der Satz, den ich im ersten Absatz meiner Arbeit Hilbert und 
Hurwitz zuschreibe, bereits im Jahre 1871 von Noether ausgesprochen und bewiesen 


worden ist (Math. Ann. 3, 8. 170). 





